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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïðåäìåò äèññåðòàöèè îòíîñèòñÿ ê êâàíòîâî-
ìó ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó, òàêæå íàçûâàåìîìó òåîðèåé îïåðàòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ1, 2, 3. Âðåìåíåì âîçíèêíîâåíèÿ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ â ñîâðå-
ìåííîì àíàëèçå ìîæíî ñ÷èòàòü íà÷àëî 80-ûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà, êîãäà
â ðàáîòàõ Ã. Âèòòñòîêà, Ó. Õààãåðóïà è Â. Ïîëñåíà ïîÿâèëîñü ïîíÿòèå
âïîëíå îãðàíè÷åííîãî îòîáðàæåíèÿ4, 5, 6. Òåðìèí �êâàíòîâàííûé ôóíêöè-
îíàëüíûé àíàëèç� âïåðâûå èñïîëüçîâàë Ý. Ýôôðîñ7 â 1986 ãîäó. Ñëåäóÿ
A. ß. Õåëåìñêîìó8, ìû èñïîëüçóåì áîëåå êîðîòêèé òåðìèí �êâàíòîâûé�.
Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé êâàíòîâîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ íàäåëåíèå ëèíåé-
íîãî ïðîñòðàíñòâà áîëåå áîãàòîé ñòðóêòóðîé � êâàíòîâîé íîðìîé èëè
ñåìåéñòâîì êâàíòîâûõ ïðåäíîðì � ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûìè íîðìè-
ðîâàííûìè è ëîêàëüíî âûïóêëûìè ïðîñòðàíñòâàìè, èçó÷àåìûìè �êëàñ-
ñè÷åñêèì� ôóíêöèîíàëüíûì àíàëèçîì. Ðàññìîòðåíèå èìåííî êâàíòîâîé
(à íå îáû÷íîé) íîðìû è ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé ñòðóêòóðå òèïà îãðàíè-
÷åííîñòè îïåðàòîðîâ åñòåñòâåííî è öåëåñîîáðàçíî äëÿ äîâîëüíî áîëüøî-
ãî êðóãà çàäà÷. Íåêîòîðûå âîïðîñû, íå èìåþùèå óäîâëåòâîðèòåëüíûõ
îòâåòîâ â òåðìèíàõ êëàññè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ïîëó÷àþò
èçÿùíîå ðåøåíèå, áóäó÷è ïîñòàâëåíû â ðàìêàõ êâàíòîâîé òåîðèè.

Ñóùåñòâóåò äâà ïî ñóòè ýêâèâàëåíòíûõ ïîäõîäà ê òîìó, ÷òî íàçûâàòü
êâàíòîâîé íîðìîé â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå E. Ïåðâûé çàêëþ÷àåòñÿ â
ðàññìîòðåíèè ñåìåéñòâà íîðì, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåë¼ííûì óñëîâè-
ÿì (òàê íàçûâàåìûì àêñèîìàì Ðóàíà), â ïðîñòðàíñòâàõ ìàòðèö ñ ýëåìåí-
òàìè èç E1, 2, 9. Äðóãîé ïîäõîä8 ïðåäïîëàãàåò ðàññìîòðåíèå îäíîé íîð-
ìû (òàêæå óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòâåòñòâóþùåé âåðñèè àêñèîì Ðóàíà), à
íå èõ ñåìåéñòâà, íî â �áîëüøåì� ïðîñòðàíñòâå, à èìåííî â àëãåáðàè÷åñ-
êîì òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè F ⊗ E, ãäå F � ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè-
÷åííûõ êîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ â ñåïàðàáåëüíîì áåñêîíå÷íîìåðíîì

1 Blecher D. P., Le Merdy C. Operator algebras and their modules�an operator space approach. Oxford,
Clarendon Press, 2004.

2 E�ros E. G., Ruan Z.-J. Operator spaces. Oxford, Clarendon Press, 2000.
3 Pisier J. Introduction to operator space theory. Cambridge, Cambridge Univ. Press, 2003.
4Wittstock G. Extensions of completely bounded module morphisms. Proc. Conference on Operator

Algebras and Group Representations. Neptum, Pitman, 1983.
5Haagerup U. Decomposition of completely bounded maps on operator algebras. Unpublished

manuscript, 1980.
6 Paulsen V. I. Completely bounded maps on C∗-algebras and invariant operator ranges. Proc. Amer.

Math. Soc. 86 (1982), 91�96.
7 E�ros E. G. Advances in quantized functional analysis. Proceedings International Congress of Math-

ematicians. Berkeley, 1986, 906�916.
8Õåëåìñêèé À. ß. Êâàíòîâûé ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç â áåñêîîðäèíàòíîì èñïîëíåíèè. Ì., ÌÖ-

ÍÌÎ, 2009.
9 Paulsen V. I. Completely bounded maps and operator algebras. Cambridge, Cambridge Univ. Press,

2002.
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ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Åñëè ãîâîðèòü î ïîëèíîðìèðîâàííûõ (ëîêàëüíî âûïóêëûõ) ïðîñòðà-

íñòâàõ, òî èõ êâàíòîâàíèå ðàññìàòðèâàëîñü, íàïðèìåð, Ý. Ýôôðîñîì è
Ê. Âåáñòåðîì10. Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè àâòîðû, ðàçðàáàòûâàâøèå ýòó
òåîðèþ, ïðèäåðæèâàëèñü �ìàòðè÷íîãî� ïîäõîäà ê ïîíÿòèþ êâàíòîâîé
óæå íå íîðìû, à ïðåäíîðìû. Â äèññåðòàöèè æå ê ïîëèíîðìèðîâàííûì
(òàê æå, êàê è ê íîðìèðîâàííûì) ïðîñòðàíñòâàì ïðèìåí¼í �áåçìàòðè÷-
íûé� ïîäõîä, îáëàäàþùèé, êàê íàì êàæåòñÿ, ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ �ìàòðè÷íûì�.

Îäíîé èç ÷åðò, îòëè÷àþùåé êâàíòîâûé ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç îò
êëàññè÷åñêîãî, ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå â ïåðâîì ñðàçó äâóõ ñîäåðæà-
òåëüíûõ ïîíÿòèé âïîëíå íåïðåðûâíîãî áèëèíåéíîãî îïåðàòîðà, êîòîðûì
ñîîòâåòñòâóþò äâà òèïà êâàíòîâûõ (ïîëèíîðìèðîâàííûõ èëè áàíàõîâûõ)
àëãåáð, òàê íàçûâàåìûõ

h⊗- è o⊗-àëãåáð, è äâà òèïà êàòåãîðèé êâàíòîâûõ
ëåâûõ (ïðàâûõ, áè-) ìîäóëåé.

Â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû çàäà÷è, îòíîñÿùèåñÿ ê êâàíòîâîìó âà-
ðèàíòó òîïîëîãè÷åñêîé ãîìîëîãèè � îáëàñòè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà,
èçó÷àþùåé áàíàõîâû è ëîêàëüíî âûïóêëûå òîïîëîãè÷åñêèå àëãåáðû è
èõ íåïðåðûâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ (áàíàõîâû è òîïîëîãè÷åñêèå ìîäóëè) ñ
èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû.

Ýòà îáëàñòü âûäåëèëàñü â 1962 ãîäó, êîãäà Ã. Êàìîâèö11, èñïîëüçóÿ
áàíàõîâ àíàëîã êîìïëåêñà Õîõøèëüäà, îïðåäåëèë ãðóïïû êîãîìîëîãèé
Hn(A,X) (n = 0, 1, . . . ) áàíàõîâîé àëãåáðû A ñ êîýôôèöèåíòàìè â áàíà-
õîâîì A-áèìîäóëå X . Âïîñëåäñòâèè ýòè ãðóïïû ïðèìåíÿëèñü ê çàäà÷àì,
ñâÿçàííûì ñ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè, ðàñøèðåíèÿìè è âîçìóùåíèÿìè áà-
íàõîâûõ àëãåáð12, c àìåíàáåëüíûìè ëîêàëüíî êîìïàêòíûìè ãðóïïàìè13.

Â 1970 ãîäó À. ß. Õåëåìñêèì14 áûë ïðåäëîæåí ñïîñîá ïåðåíåñòè ïî-
íÿòèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ è ðåçîëüâåíò íà ñëó÷àé áàíàõîâûõ àëãåáð
è ìîäóëåé. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòî âîçìîæíî îñóùåñòâèòü ïðè ïîìîùè ñïå-
öèàëüíîãî îòíîñèòåëüíîãî âàðèàíòà ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû, â îñíîâå
êîòîðîãî ëåæèò ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíî ïðîåêòèâíîãî áàíàõîâà ìîäóëÿ.
Òîãäà æå áûëè ââåäåíû âàæíûå ïîíÿòèÿ ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè
AdhX áàíàõîâà ìîäóëÿ X íàä áàíàõîâîé àëãåáðîé A, ãëîáàëüíîé ãîìî-
ëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè dgA è ãîìîëîãè÷åñêîé áèðàçìåðíîñòè dbA ýòîé

10 E�ros E. G., Webster C., Operator analogues of locally convex spaces. Operator Algebras and Appli-
cations (ed. by A. Katavolos). Dordrecht, Kluwer Academic Publishers, 1997, 163�207.

11Kamovitz H. Cohomology groups of commutative Banach algebras. Trans. Amer. Math. Soc. 102
(1962), 352�372.

12Raeburn I., Taylor J. L. Hochschild cohomology and perturbations of Banach algebras. J. Funct.
Anal. 25 (1977), 258�266.

13 Johnson B. E. Cohomology in Banach algebras. Mem. Amer. Math. Soc. 127 (1972).
14Õåëåìñêèé À. ß. Î ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè íîðìèðîâàííûõ ìîäóëåé íàä áàíàõîâûìè àë-

ãåáðàìè. Ìàòåì. ñáîðíèê 81 (123) (1970), � 3, 430�444.

2



àëãåáðû.
Êàê è â òåîðèè àññîöèàòèâíûõ àëãåáð, äàííûé ïîäõîä ïðåäîñòàâèë

âîçìîæíîñòü ïîäîéòè ê èçó÷åíèþ êîãîìîëîãèé áàíàõîâûõ àëãåáð ñ áî-
ëåå îáùåé òî÷êè çðåíèÿ è, êðîìå òîãî, îòêðûë íîâûå ïîëåçíûå îáúåêòû
äëÿ èçó÷åíèÿ. Ñ ýòîãî âðåìåíè îáùèå ãîìîëîãè÷åñêèå ìåòîäû ñòàëè àê-
òèâíî ïðèìåíÿòüñÿ â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ òåîðèè áàíàõîâûõ àëãåáð. Îíè
äàëè âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ñóùåñòâîâàíèè àíàëèòè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðû â ñïåêòðå êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû15, ïîëó÷èòü
ãîìîëîãè÷åcêèå êðèòåðèè äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ, òàêèõ êàê ïàðà-
êîìïàêòíîñòü16 è ìåòðèçóåìîñòü17, äîêàçàòü ñèëüíûå òåîðåìû î ñòðóê-
òóðíûõ ñâîéñòâàõ àëãåáð ôîí Íîéìàííà è äðóãèõ ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ è
íåñàìîñîïðÿæ¼ííûõ îïåðàòîðíûõ àëãåáð18, 19.

Âñêîðå ïîñëå ïîÿâëåíèÿ óêàçàííûõ ìåòîäîâ ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî âî-
ïðîñ îá îöåíêå è âû÷èñëåíèè ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè (ó èñòîêîâ
ýòîãî ïîíÿòèÿ ñòîèò òåîðåìà Ä. Ãèëüáåðòà î ñèçèãèÿõ20) èìååò ñàìîñòî-
ÿòåëüíûé èíòåðåñ. Ìíîãèå âàæíûå âîïðîñû è ðåçóëüòàòû ñòàëè ôîðìó-
ëèðîâàòüñÿ íà ÿçûêå ðàçìåðíîñòåé áàíàõîâûõ àëãåáð, à ñëåäîâàòåëüíî,
ñòàëè êàñàòüñÿ íå îòäåëüíûõ êëàññîâ, à ñðàçó âñåõ áàíàõîâûõ ìîäóëåé
ëèáî áèìîäóëåé íàä äàííîé áàíàõîâîé àëãåáðîé.

Îêàçàëîñü, ÷òî ãîìîëîãè÷åñêèå ðàçìåðíîñòè áàíàõîâûõ àëãåáð îáëà-
äàþò íåêîòîðûìè ñïåöèôè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, íå èìåþùèìè àíàëîãîâ
â àáñòðàêòíîé àëãåáðå. Îäèí èç ñòàðåéøèõ ôàêòîâ ýòîãî ðîäà � òåîðåìà
î ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè21, 22, äîêàçàííàÿ À. ß. Õåëåìñêèì â 1972 ãîäó.
Ýòà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî â êëàññå êîììóòàòèâíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð
A ñ áåñêîíå÷íûì ãåëüôàíäîâñêèì ñïåêòðîì âåðíà îöåíêà dgA > 2 è, êàê
ñëåäñòâèå, â ýòîì ñëó÷àå H2(A,X) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî áàíàõîâà A-áèìî-
äóëÿ X . Èç ýòîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íåòðè-
âèàëüíûõ (íåðàñùåïèìûõ) ñèíãóëÿðíûõ ðàñøèðåíèé áåñêîíå÷íîìåðíûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð.

Òåì ñàìûì â êëàññå êîììóòàòèâíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð ñ áåñêîíå÷-
15Ïóãà÷ Ë.È. Ïðîåêòèâíûå è ïëîñêèå èäåàëû ôóíêöèîíàëüíûõ àëãåáð, èõ ñâÿçü ñ àíàëèòè÷åñêîé

ñòðóêòóðîé. Ìàòåì. çàìåòêè 31 (1982), âûï. 2, 223�229.
16Õåëåìñêèé À. ß. Îïèñàíèå îòíîñèòåëüíî ïðîåêòèâíûõ èäåàëîâ â àëãåáðàõ C(Ω). Äîêë. ÀÍ

ÑÑÑÐ 195 (1970), � 6, 1286�1289.
17Êóðìàêàåâà Å. Ø. Çàâèñèìîñòü ñòðîãîé ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè C(Ω) îò òîïîëîãèè Ω.

Ìàòåì. çàìåòêè 55 (1994), 76�83.
18Õåëåìñêèé À. ß. Ãîìîëîãè÷åñêàÿ ñóùíîñòü àìåíàáåëüíîñòè ïî Êîííó: èíúåêòèâíîñòü ïðåäó-

àëüíîãî áèìîäóëÿ. Ìàòåì. ñáîðíèê 180 (1989), � 12, 1680�1690.
19 Ãîëîâèí Þ. Î. Ãîìîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ãèëüáåðòîâûõ ìîäóëåé íàä ãíåçäîâûìè îïåðàòîðíûìè

àëãåáðàìè. Ìàòåì. çàìåòêè 41 (1987), âûï. 6, 769�775.
20Hilbert D. �Uber die Theorie der Algebraischen Formen. Math. Ann. 36 (1890), 437�534.
21Õåëåìñêèé À. ß. Ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ôóíêöèîíàëüíîé áàíàõîâîé àëãåáðû îòëè÷íà îò åäè-

íèöû. Ôóíêö. àíàë. è åãî ïðèëîæåíèÿ 6 (1972), âûï. 2, 95�96.
22Õåëåìñêèé À. ß. Íèçøèå çíà÷åíèÿ, ïðèíèìàåìûå ãëîáàëüíîé ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ

ôóíêöèîíàëüíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð. Òðóäû ñåìèíàðà èì. È. Ã. Ïåòðîâñêîãî 3 (1978), 223�242.
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íûì ñïåêòðîì ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ �çàïðåùåííûì� çíà÷åíèåì äëÿ ãëîáàëü-
íîé ðàçìåðíîñòè (à çíà÷èò, è äëÿ áèðàçìåðíîñòè); ýòî ÿâëåíèå ñâÿçàíî
ñ ðÿäîì îñîáåííîñòåé áàíàõîâûõ ñòðóêòóð, è ïðåæäå âñåãî ñ íàëè÷èåì
íåäîïîëíÿåìûõ çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îöåíêà dgA > 2 óñòàíîâëåíà äëÿ íåêîòîðûõ
äðóãèõ êëàññîâ áàíàõîâûõ àëãåáð; â ÷àñòíîñòè, îíà èìååò ìåñòî äëÿ äîñ-
òàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà òàê íàçûâàåìûõ �áèïðîåêòèâíûõ� áàíàõîâûõ
àëãåáð23 (â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãðóïïîâûõ àëãåáð L1(G) è C∗(G) ëþáîé áåñêî-
íå÷íîé êîìïàêòíîé ãðóïïû24), à òàêæå äëÿ âñåõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ CCR-
C∗-àëãåáð25, âñåõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ñåïàðàáåëüíûõ GCR-C∗-àëãåáð26 è
âñåõ âåñîâûõ ñâåðòî÷íûõ àëãåáð L1(ω) íà ïîëóïðÿìîé27.

Â äèññåðòàöèè äîêàçàíà àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà (òåîðåìà 2.3.1; ñì. òàê-
æå òåîðåìó 2.3.2) äëÿ êâàíòîâûõ áàíàõîâûõ àëãåáð, äëÿ êàæäîãî èç äâóõ
òèïîâ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ28.
Êàê îäèí èç ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åí êðèòåðèé ïðîåêòèâ-
íîñòè çàìêíóòîãî èäåàëà â áàíàõîâîé àëãåáðå C(Ω) íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé íà êîìïàêòå, ðàññìîòðåííîé ñ ìèíèìàëüíûì êâàíòîâàíèåì. Ýòèì
êðèòåðèåì, êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå16, ÿâëÿåòñÿ ïàðàêîìïàêòíîñòü
ñïåêòðà èäåàëà.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à, ðàññìîòðåííàÿ â äèññåðòàöèè, îòíîñèòñÿ ê ãîìî-
ëîãè÷åñêîé òåîðèè êâàíòîâûõ ïîëèíîðìèðîâàííûõ àëãåáð, êîòîðàÿ òîæå
ñòðîèòñÿ â äâóõ âàðèàíòàõ � äëÿ äâóõ òèïîâ êàòåãîðèé êâàíòîâûõ ïîëè-
íîðìèðîâàííûõ ìîäóëåé íàä ïîëèíîðìèðîâàííûìè àëãåáðàìè. Ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì òàê íàçûâàåìûå ñòÿãèâàåìûå àëãåáðû � íàèáîëåå ïðîñòûå ñ
òî÷êè çðåíèÿ ýòîé òåîðèè.

Â ÷èñòîé àëãåáðå âåðåí ñëåäóþùèé êðèòåðèé ñòÿãèâàåìîñòè:
Êîìïëåêñíàÿ àëãåáðà A ñòÿãèâàåìà⇔ îíà êîíå÷íîìåðíà è ïîëóïðî-

ñòà⇔ îíà èçîìîðôíà äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëíûõ
ìàòðè÷íûõ àëãåáð ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè29.
Â òå÷åíèå äîëãîãî âðåìåíè ýòîò êðèòåðèé ïûòàëèñü ðàñïðîñòðàíèòü íà

23 Selivanov Yu. V. Coretraction problems and homological properties of Banach algebras. Topologi-
cal Homology: Helemskii's Moscow Seminar (ed. by A. Ya. Helemskii). New York, Nova Science, 2000,
145�199.

24Õåëåìñêèé À. ß. Îá îäíîì ìåòîäå âû÷èñëåíèÿ è îöåíêè ãëîáàëüíîé ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíî-
ñòè áàíàõîâûõ àëãåáð. Ìàòåì. ñáîðíèê 87 (1972), 122�135.

25Ëûêîâà Ç. À. Îöåíêà ñíèçó ãëîáàëüíîé ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè áåñêîíå÷íîìåðíûõ CCR-
àëãåáð. Óñïåõè ìàòåì. íàóê 41 (1986), 197�198.

26Àðèñòîâ Î. Þ. Òåîðåìà î ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè äëÿ íåóíèòàëüíûõ è íåêîòîðûõ äðóãèõ ñå-
ïàðàáåëüíûõ C∗-àëãåáð. Ìàòåì. ñáîðíèê 186 (1995), 3�18.

27Ghahramani F., Selivanov Yu. V. The global dimension theorem for weighted convolution algebras.
Proc. Edinburgh Math. Soc. 41 (1998), 393�406.

28Õåëåìñêèé À. ß. Ïðîåêòèâíûå ìîäóëè â êëàññè÷åñêîì è êâàíòîâîì ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå.
Ôóíäàìåíò. è ïðèêë. ìàòåì. 13 (2007), � 7, 7�84.

29Ïèðñ Ð. Àññîöèàòèâíûå àëãåáðû. Ì., Ìèð, 1986.
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ðàçëè÷íûå êëàññû áàíàõîâûõ è òîïîëîãè÷åñêèõ àëãåáð. Äî ñèõ ïîð íåèç-
âåñòíî, âåðåí ëè îí äëÿ ïðîèçâîëüíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð. Äëÿ àëãåáð
Àðåíñà�Ìàéêëà ïîõîæèå êðèòåðèè (íî òîëüêî ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì
ñîìíîæèòåëåé) âåðíû ïðè íàëîæåíèè íà àëãåáðó íåêîòîðûõ äîïîëíè-
òåëüíûõ óñëîâèé, íàïðèìåð óñëîâèÿ êîììóòàòèâíîñòè:

Êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà Àðåíñà�Ìàéêëà A ñòÿãèâàåìà ⇔ îíà òî-
ïîëîãè÷åñêè èçîìîðôíà CM äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà M 30.
� èëè îïðåäåë¼ííûõ òðåáîâàíèé ê ãåîìåòðèè àëãåáðû:

Ïóñòü A � ìåòðèçóåìàÿ àëãåáðà Àðåíñà�Ìàéêëà, êîòîðàÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëóïåðâè÷íîé è îáëàäàåò ñâîéñòâîì àïïðîêñèìàöèè. Òîãäà A ñòÿ-
ãèâàåìà ⇔ îíà òîïîëîãè÷åñêè èçîìîðôíà äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ êî-
íå÷íîãî èëè ñ÷¼òíîãî ñåìåéñòâà ïîëíûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð31.
×òî êàñàåòñÿ òåõ ñòÿãèâàåìûõ àëãåáð Ôðåøå (ïîëíûõ ìåòðèçóåìûõ àë-
ãåáð), êîòîðûå íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè Àðåíñà�Ìàéêëà, òî
Þ. Â. Ñåëèâàíîâûì32, ïðè íåêîòîðûõ äîñòàòî÷íî øèðîêèõ îãðàíè÷å-
íèÿõ, áûëî èçó÷åíî èõ ñòðîåíèå. Êðîìå òîãî, èì áûëî ïîêàçàíî31, ÷òî
îáîëî÷êà Àðåíñà�Ìàéêëà ñòÿãèâàåìîé ïîëóïåðâè÷íîé àëãåáðû Ôðåøå,
îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì àïïðîêñèìàöèè, èçîìîðôíà äåêàðòîâó ïðîèçâå-
äåíèþ ñåìåéñòâà ïîëíûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð.

Ìîæíî ëè â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå îòêàçàòüñÿ îò óïîìÿíóòûõ âûøå
îãðàíè÷åíèé, íåèçâåñòíî. Íî ïðîáëåìà îêàçûâàåòñÿ óñïåøíî ðåøàåìîé
â êâàíòîâîì ñëó÷àå äëÿ îäíîãî èç âàæíûõ êëàññîâ êâàíòîâûõ àëãåáð,
à èìåííî äëÿ

h⊗-àëãåáð. Íàïîìíèì, ÷òî Â. Ïîëñåí è Ð. Ñìèò33 äîêàçà-
ëè, ÷òî êâàíòîâàÿ áàíàõîâà

h⊗-àëãåáðà ñòÿãèâàåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà òîïîëîãè÷åñêè èçîìîðôíà äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ êîíå÷íîãî
÷èñëà ìàòðè÷íûõ C∗-àëãåáð.

Â äèññåðòàöèè äîêàçàíî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî êëàññà êâàíòîâûõ ïîëèíîðìèðîâàííûõ àëãåáð (òåîðåìà 3.2.4), à
èìåííî äëÿ

h⊗-àëãåáð Àðåíñà�Ìàéêëà; åñòåñòâåííî, òóò ÷èñëî ìàòðè÷íûõ
àëãåáð óæå íå îáÿçàíî áûòü êîíå÷íûì. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíî, ÷òî åñëè
ïîëèíîðìèðîâàííàÿ

h⊗-àëãåáðà (íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùàÿñÿ
h⊗-àëãåáðîé

Àðåíñà�Ìàéêëà) ñòÿãèâàåìà, òî å¼ îáîëî÷êà Àðåíñà�Ìàéêëà, ïîíèìàå-
ìàÿ â ñìûñëå êâàíòîâîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, âïîëíå èçîìîðôíà

30Õåëåìñêèé À. ß. Ãîìîëîãèÿ â áàíàõîâûõ è òîïîëîãè÷åñêèõ àëãåáðàõ. Ì., Èçä-âî ÌÃÓ, 1986.
31 Selivanov Yu. V. Fr�echet algebras of global dimension zero. Algebra (Proc. 3rd Int. Conf. on Algebra,

Krasnoyarsk, 1993). Berlin, Walter de Gruyter, 1996, 225�236.
32 Ñåëèâàíîâ Þ. Â. Êîãîìîëîãèè áàíàõîâûõ è áëèçêèõ ê íèì àëãåáð. Äèññ. íà ñîèñêàíèå ó÷. ñò.

äîêò. ôèç.-ìàòåì. íàóê. Ì., ÌÀÒÈ, 2002, 291 ñ.
33 Paulsen V. I., Smith R. R. Diagonals in tensor products of operator algebras. Proc. Edinburgh Math.

Soc. 45 (2002), 647�652.
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äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ïîëíûõ ìàòðè÷íûõ C∗-
àëãåáð. Òàêèì îáðàçîì, îò îãðàíè÷åíèé, íåîáõîäèìûõ â ñëó÷àå êëàññè-
÷åñêèõ ïîëèíîðìèðîâàííûõ àëãåáð, òóò ìîæíî îòêàçàòüñÿ.

Öåëü ðàáîòû.Îñíîâíàÿ öåëü ýòîé ðàáîòû � èññëåäîâàíèå ãîìîëîãè-
÷åñêèõ ñâîéñòâ êâàíòîâûõ áàíàõîâûõ è òîïîëîãè÷åñêèõ àëãåáð. Ãëàâíûå
ðåçóëüòàòû ôîðìèðóþòñÿ âîêðóã ñëåäóþùèõ òåì:

� ïåðåíîñ íà ëîêàëüíî âûïóêëûå ïðîñòðàíñòâà �áåçìàòðè÷íîé� òåî-
ðèè êâàíòîâûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ;

� îöåíêà çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ ãîìîëîãè÷åñêèìè ðàçìåðíîñòÿìè
êîììóòàòèâíûõ êâàíòîâûõ áàíàõîâûõ àëãåáð;

� îïèñàíèå ñòðîåíèÿ êîãîìîëîãè÷åñêè òðèâèàëüíûõ êâàíòîâûõ àë-
ãåáð Àðåíñà�Ìàéêëà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè è ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëå-
äóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû àâòîðà:

1) Ââåäåíû (â �áåçìàòðè÷íîì� èçëîæåíèè) êâàíòîâûå àíàëîãè ëîêàëü-
íî âûïóêëûõ ëèíåéíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, íåïðåðûâíûõ ëè-
íåéíûõ è áèëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è áàçîâûõ êîíñòðóêöèé ôóíêöèîíàëü-
íîãî àíàëèçà, â òîì ÷èñëå êîíñòðóêöèè ïðîåêòèâíîãî òåíçîðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ àë-
ãåáð ïåðåíåñåíû íà ñëó÷àé êâàíòîâûõ àëãåáð äâóõ òèïîâ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ äâóì òèïàì âïîëíå íåïðåðûâíîãî áèëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

2) Äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ êîììóòàòèâíàÿ êâàíòîâàÿ áàíàõîâà àëãåáðà
ñ áåñêîíå÷íûì ñïåêòðîì èìååò ìàêñèìóì èç ëåâîé è ïðàâîé ãëîáàëü-
íîé ðàçìåðíîñòè, à òàêæå (ãîìîëîãè÷åñêóþ) áèðàçìåðíîñòü ñòðîãî áîëü-
øèå åäèíèöû. Êàê îäèí èç ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, óñòàíîâëåíî,
÷òî çàìêíóòûé èäåàë â êâàíòîâîé áàíàõîâîé àëãåáðå C(Ω) íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé íà êîìïàêòå, ðàññìîòðåííîé ñ ìèíèìàëüíûì êâàíòîâàíè-
åì, ïðîåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ñïåêòð ïàðàêîìïàêòåí.

3) Äîêàçàíî, ÷òî êâàíòîâàÿ àëãåáðà Àðåíñà�Ìàéêëà ñ ñèëüíî âïîëíå
íåïðåðûâíûì óìíîæåíèåì ñòÿãèâàåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
âïîëíå èçîìîðôíà äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ïîë-
íûõ ìàòðè÷íûõ C∗-àëãåáð. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ óñòàíîâëåíî, ÷òî îáî-
ëî÷êà Àðåíñà�Ìàéêëà ëþáîé ñòÿãèâàåìîé êâàíòîâîé ïîëèíîðìèðîâàí-
íîé àëãåáðû ñ ñèëüíî âïîëíå íåïðåðûâíûì óìíîæåíèåì òàêæå âïîëíå
èçîìîðôíà äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ ïîëíûõ ìàòðè÷íûõ C∗-àëãåáð.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû è ìåòîäû äàííîé ðàáîòû ìîãóò íàéòè ïðè-
ìåíåíèå â êâàíòîâîì ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå, ãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè
òîïîëîãè÷åñêèõ àëãåáð, òåîðèè îïåðàòîðîâ è îïåðàòîðíûõ àëãåáð.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ îáùèå ìåòî-
äû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû è îáùåé òîïîëî-
ãèè. Êðîìå òîãî, ïðèìåíÿþòñÿ ñïåöèôè÷åñêèå ìåòîäû ãîìîëîãè÷åñêîé
òåîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ àëãåáð (òåõíèêà äîïóñòèìûõ ðåçîëüâåíò è �òî-
ïîëîãè÷åñêèõ� ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ) è êâàíòîâîãî ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà (òåõíèêà îäíîìåðíûõ ïðîåêòîðîâ è ÷àñòè÷íûõ èçîìåòðèé).

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñå-
ìèíàðå ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðîôåññîðà À. ß. Õåëåìñêîãî (íåîäíîêðàòíî ñ 2004 ïî 2011 ãîä), íà ñå-
ìèíàðå ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðîôåññîðà Â. Í. Ëàòûøåâà (2008), à òàêæå íà ìåæäóíàðîäíûõ êîí-
ôåðåíöèÿõ �Áàíàõîâû àëãåáðû 2005�, (óíèâåðñèòåò Áîðäî, Áîðäî, Ôðàí-
öèÿ, 2005) è �Áàíàõîâû àëãåáðû 2009�, (Ìåæäóíàðîäíûé ìàòåìàòè÷åñêèé
öåíòð èìåíè Ñòåôàíà Áàíàõà, Áåíäëåâî, Ïîëüøà, 2009).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â
ðàáîòàõ àâòîðà [1�3], ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåä¼í â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ
ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 64 íàèìåíîâàíèÿ. Îáùèé îáú¼ì
äèññåðòàöèè � 122 ñòðàíèöû.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Âî ââåäåíèè äà¼òñÿ êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð è îáúÿñíÿåòñÿ ïðî-
èñõîæäåíèå çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ â äèññåðòàöèè, à òàêæå îïèñûâàåòñÿ
ñòðóêòóðà è ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîäåðæèò îáùèå ñâåäåíèÿ î êâàíòîâûõ
ïîëèíîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ è àëãåáðàõ. Áîëüøàÿ ÷àñòü ïðèâå-
ä¼ííûõ â íåé ñâåäåíèé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ, èçâåñòíûõ ðà-
íåå äëÿ êâàíòîâûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ðàçäåëå 1.1 äàíû îñ-
íîâíûå îïðåäåëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ íàøåãî ïðåäìåòà, è îïèñàíû êîíñò-
ðóêöèè, âîçíèêàþùèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðè ïåðåíîñå íà êâàíòî-
âûå ïðîñòðàíñòâà òàêèõ áàçîâûõ ïîíÿòèé ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, êàê
ïîäïðîñòðàíñòâî, ôàêòîðïðîñòðàíñòâî, äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå è ïîïîë-
íåíèå. Â ÷àñòíîñòè, çäåñü ââîäèòñÿ êàòåãîðèÿ êâàíòîâûõ ïîëèíîðìèðî-
âàííûõ ïðîñòðàíñòâ ñ âïîëíå íåïðåðûâíûìè ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè
â êà÷åñòâå ìîðôèçìîâ. Êâàíòîâûå ïîëèíîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà ñ
òî÷êè çðåíèÿ áåçìàòðè÷íîãî ïîäõîäà îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü L � áåñêîíå÷íîìåðíîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, B = B(L) � ïðîñòðàíñòâî (àëãåáðà) âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ
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îïåðàòîðîâ â L, F = F(L) � ïîäïðîñòðàíñòâî (äâóñòîðîííèé èäåàë) â
B, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïóñòü òåïåðü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì àëãåáðàè÷åñêîå
òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå F ⊗ E ÷åðåç FE, à äëÿ ýëåìåíòàðíûõ òåíçîðîâ
â FE áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü ax âìåñòî a⊗ x.

Ïðîñòðàíñòâî FE ÿâëÿåòñÿ áèìîäóëåì íàä B îòíîñèòåëüíî äåéñòâèé,
îïðåäåë¼ííûõ íà ýëåìåíòàðíûõ òåíçîðàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a · bx = (ab)x, bx · a = (ba)x (a ∈ B, b ∈ F , x ∈ E).

Ïðîåêòîð (ò. å. ñàìîñîïðÿæ¼ííûé èäåìïîòåíò) P ∈ B íàçûâàåòñÿ íî-
ñèòåëåì ýëåìåíòà u ∈ FE, åñëè P · u · P = u. Íîñèòåëè P è Q äâóõ
ýëåìåíòîâ u è v ïðîñòðàíñòâà FE íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè
PQ = 0.

Áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîE êâàíòîâûì ïîëèíîðìèðîâàííûì ïðî-
ñòðàíñòâîì, åñëè â FE çàäàíî ðàçëè÷àþùåå åãî ýëåìåíòû ñåìåéñòâî
ïðåäíîðì ‖ · ‖λ (λ ∈ Λ), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì
(�àêñèîìàì Ðóàíà�):

(R1) äëÿ âñåõ a ∈ B è u ∈ FE âûïîëíåíî ‖a · u‖λ, ‖u · a‖λ 6 ‖a‖‖u‖λ,
(R2) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ u, v ∈ FE, èìåþùèõ îðòîãîíàëüíûå íîñèòå-

ëè, ‖u+ v‖λ = max{‖u‖λ, ‖v‖λ}.
Òàêèå ïðåäíîðìû íàçûâàþòñÿ êâàíòîâûìè.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî λ ∈ Λ íà E âîçíèêàåò ïðåäíîðìà (êîòîðàÿ
òîæå îáîçíà÷àåòñÿ ‖ · ‖λ), îïðåäåë¼ííàÿ ïî ïðàâèëó ‖x‖λ = ‖px‖λ, ãäå
p ∈ F � ïðîèçâîëüíûé îäíîìåðíûé ïðîåêòîð. Èçâåñòíî8, ÷òî ýòî ÷èñëî
íå çàâèñèò îò âûáîðà p. Áîëåå òîãî, ìû èìååì ‖ax‖λ = ‖a‖‖x‖λ äëÿ
âñåõ a ∈ F è x ∈ E. Òàêèì îáðàçîì, E ïðåâðàùàåòñÿ â (õàóñäîðôîâî)
ïîëèíîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Åñëè E èçíà÷àëüíî çàäàíî êàê ïîëèíîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, òî
ïðîñòðàíñòâî FE ñ ñåìåéñòâîì êâàíòîâûõ ïðåäíîðì, çàäàþùèì íà E
èñõîäíóþ òîïîëîãèþ, íàçûâàåòñÿ êâàíòîâàíèåì E. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ
êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî
íåïðåðûâíîãî èçîìîðôèçìà êâàíòîâàíèå (â îáùåì ñëó÷àå ýòî íåâåðíî).

Ïóñòü E è F � êâàíòîâûå ïîëèíîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, à

ϕ : E → F

� ëèíåéíûé îïåðàòîð. Îïåðàòîð ϕ∞ = 1F ⊗ ϕ : FE → FF íàçûâàåò-
ñÿ ðàçìíîæåíèåì îïåðàòîðà ϕ. Áóäåì íàçûâàòü ϕ âïîëíå íåïðåðûâíûì,
åñëè îïåðàòîð ϕ∞ íåïðåðûâåí (îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàíòî-
âûõ ïðåäíîðì).

8



Â ðàçäåëå 1.2 îïèñàíû äâà êîíêðåòíûõ ñïîñîáà êâàíòîâàíèÿ ïîëèíîð-
ìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà � ò. í. ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå êâàí-
òîâàíèÿ, çàäàþùèå ñîîòâåòñòâåííî ñàìóþ ñëàáóþ è ñàìóþ ñèëüíóþ èç
êâàíòîâûõ òîïîëîãèé, ïîðîæäàþùèõ â E èñõîäíóþ òîïîëîãèþ.

Â ðàçäåëå 1.3 ïðèâåäåíû êîíñòðóêöèè õààãåðóïîâà (
h⊗) è îïåðàòîðíî-

ïðîåêòèâíîãî (
o⊗) òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé, èãðàþùèõ äëÿ êâàíòîâûõ

ïîëèíîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ ðîëü, âî ìíîãîì àíàëîãè÷íóþ ðîëè ïðî-
åêòèâíîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êëàññè÷åñêîì ôóíêöèîíàëüíîì àíà-
ëèçå. Îòìåòèì, ÷òî íàëè÷èå äâóõ êâàíòîâûõ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé
ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâîâàíèåì äâóõ ñîäåðæàòåëüíûõ ïîíÿòèé âïîëíå íåïðå-
ðûâíîãî áèëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Ïðè ýòîì õààãåðóïîâî òåíçîðíîå ïðîèç-
âåäåíèå, â îòëè÷èå îò ïðîåêòèâíîãî â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå è îïåðàòîðíî-
ïðîåêòèâíîãî â êâàíòîâîì, ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíûì.

Ïóñòü E, F ,G � êâàíòîâûå ïîëèíîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Áèëè-
íåéíûé îïåðàòîð R : E×F → G íàçûâàåòñÿ ñèëüíî âïîëíå íåïðåðûâíûì,
åñëè íåïðåðûâíî åãî ñèëüíîå ðàçìíîæåíèå

Rs : FE ×FF → FG (
(ax, by) 7→ (ab)R(x, y)

)
,

è ñëàáî âïîëíå íåïðåðûâíûì, åñëè íåïðåðûâíî åãî ñëàáîå ðàçìíîæåíèå

Rw : FE ×FF → FG (
(ax, by) 7→ (a♦b)R(x, y)

)

(çäåñü a♦b � ò. í. áóáíîâîå óìíîæåíèå8, ñõîæåå ñ òåíçîðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, íî äàþùåå â ðåçóëüòàòå
îïÿòü îïåðàòîð èç F). Õààãåðóïîâî è îïåðàòîðíî-ïðîåêòèâíîå òåíçîð-
íûå ïðîèçâåäåíèÿ ëèíåàðèçóþò ñîîòâåòñòâåííî ñèëüíî è ñëàáî âïîëíå
íåïðåðûâíûå áèëèíåéíûå îïåðàòîðû. Äîêàçàíî, ÷òî îáà ýòèõ òåíçîðíûõ
ïðîèçâåäåíèÿ êîììóòèðóþò ñ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì (ïðåäëîæåíèå
1.3.17).

Ðàçäåë 1.4 ñîäåðæèò îáùèå ñâåäåíèÿ î êâàíòîâûõ ïîëèíîðìèðîâàí-
íûõ àëãåáðàõ è èõ äèôôåðåíöèðîâàíèÿõ ñî çíà÷åíèÿìè â êâàíòîâûõ ïî-
ëèíîðìèðîâàííûõ áèìîäóëÿõ. Çäåñü âûäåëÿåòñÿ êëàññ êâàíòîâûõ ïîëè-
íîðìèðîâàííûõ àëãåáð, íàèáîëåå ïðîñòûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ãîìîëîãè÷å-
ñêîé òåîðèè, � ò. í. �ñòÿãèâàåìûõ� àëãåáð. Êðîìå òîãî, â ýòîì ðàçäåëå
îïðåäåëÿþòñÿ �êâàíòîâûå áàíàõîâû àëãåáðû�, à òàêæå �êâàíòîâûå àëãå-
áðû Àðåíñà�Ìàéêëà�, êîòîðûå â íåêîòîðîì ñìûñëå íàèáîëåå áëèçêè ê
êâàíòîâûì áàíàõîâûì àëãåáðàì.

Ïóñòü A � ïîëíîå êâàíòîâîå ïîëèíîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, ÿâ-
ëÿþùååñÿ îäíîâðåìåííî àëãåáðîé ñ óìíîæåíèåì, çàäàííûì áèëèíåéíûì
îïåðàòîðîìm : A× A→ A. Áóäåì íàçûâàòüA ïîëèíîðìèðîâàííîé

h⊗-àë-
ãåáðîé, åñëè îïåðàòîð m ñèëüíî âïîëíå íåïðåðûâåí, è ïîëèíîðìèðîâàí-

9



íîé
o⊗-àëãåáðîé, åñëè îí ñëàáî âïîëíå íåïðåðûâåí. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòèõ

ñëó÷àÿõ ñîîòâåòñòâåííî âîçíèêàþò âïîëíå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû

πA = πhA : A
h⊗A→ A, a⊗ b→ ab, è πA = πoA : A

o⊗A→ A, a⊗ b→ ab.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë ⊗̃ âìåñòî ñèìâîëîâ
h⊗ è

o⊗, êîãäà èçëîæåíèå áóäåò îäèíàêîâî äëÿ
h⊗ è

o⊗-àëãåáð. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ
âûðàæåíèå �⊗̃-íåïðåðûâíûé îïåðàòîð� áóäåò îçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî
ñèëüíî è ñëàáî âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. Ïîä ïîëíûì èçîìîðôèç-
ìîì ìåæäó äâóìÿ ïîëèíîðìèðîâàííûìè ⊗̃-àëãåáðàìè A è B ìû áóäåì
ïîíèìàòü âïîëíå íåïðåðûâíûé àëãåáðàè÷åñêèé èçîìîðôèçì èç A íà B
ñ âïîëíå íåïðåðûâíûì îáðàòíûì.

Ïóñòü A � ïîëèíîðìèðîâàííàÿ ⊗̃-àëãåáðà. Ëåâûì ⊗̃-ìîäóëåì íàä A
(ñîêðàù¼ííî ëåâûì A-⊗̃-ìîäóëåì) íàçûâàåòñÿ ïîëíîå êâàíòîâîå ïîëè-
íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâîX, íàäåëåííîå ñòðóêòóðîé ëåâîãîA-ìîäóëÿ
òàê, ÷òî áèëèíåéíûé îïåðàòîð âíåøíåãî óìíîæåíèÿ

ṁ : A×X → X
(
(a, x) 7→ a · x)

⊗̃-íåïðåðûâåí.
Äëÿ äâóõ òàêèõ ìîäóëåé X è Y , ìîðôèçì ëåâûõ A-⊗̃-ìîäóëåé èç X

â Y åñòü âïîëíå íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð ϕ : X → Y , òàêîé ÷òî
ϕ(a · x) = a · ϕ(x) äëÿ âñåõ a ∈ A, x ∈ X. Ïðàâûå A-⊗̃-ìîäóëè, A-⊗̃-
áèìîäóëè, à òàêæå èõ ìîðôèçìû îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Íàïîìíèì òåïåðü, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð δ : A → X , ãäå A � àëãå-
áðà, à X � A-áèìîäóëü, íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì A ñî çíà÷åíè-
ÿìè â X, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

δ(ab) = a · δ(b) + δ(a) · b (a, b ∈ A).

Äèôôåðåíöèðîâàíèå íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì, åñëè ñóùåñòâóåò x ∈ X,
òàêîé ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ A ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî δ(a) = a · x− x · a.

Ïîëèíîðìèðîâàííàÿ ⊗̃-àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàåìîé, åñëè êàæ-
äîå âïîëíå íåïðåðûâíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå A ñî çíà÷åíèÿìè â ëþáîì
A-⊗̃-áèìîäóëå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì.

Ïóñòü
H1
⊗̃(A,X) = Der(A,X)/DerI(A,X),

ãäå Der(A,X) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ âïîëíå íåïðåðûâíûõ äèôôåðåíöè-
ðîâàíèé A ñî çíà÷åíèÿìè â X, à DerI(A,X) � ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ
âíóòðåííèõ äèôôåðåíöèðîâàíèé A ñî çíà÷åíèÿìè â X. Ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî H1

⊗̃(A,X) íàçûâàåòñÿ îäíîìåðíîé ãðóïïîé êîãîìîëîãèé ïîëè-
íîðìèðîâàííîé ⊗̃-àëãåáðû A ñ êîýôôèöèåíòàìè â X .
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîðìèðîâàííàÿ ⊗̃-àëãåáðà A ñòÿãèâàåìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà H1

⊗̃(A,X) = 0 äëÿ êàæäîãî A-⊗̃-áèìîäóëÿ X.
Ïóñòü òåïåðü A � àëãåáðà, ñíàáæ¼ííàÿ êâàíòîâîé ïðåäíîðìîé ‖ · ‖, è

ïóñòü m : A×A→ A � áèëèíåéíûé îïåðàòîð óìíîæåíèÿ â A. Ýòà ïðåä-
íîðìà íàçûâàåòñÿ ñèëüíî âïîëíå ìóëüòèïëèêàòèâíîé, åñëè äëÿ âñåõ
u, v ∈ FA âûïîëíåíî

‖Ms(u, v)‖ 6 ‖u‖‖v‖,

ãäå Ms : FA × FA → FA � ñèëüíîå ðàçìíîæåíèå m, è ñëàáî âïîëíå
ìóëüòèïëèêàòèâíîé, åñëè äëÿ âñåõ u, v ∈ FA âûïîëíåíî

‖Mw(u, v)‖ 6 ‖u‖‖v‖,

ãäåMw : FA×FA→ FA � ñëàáîå ðàçìíîæåíèå m.
Êâàíòîâîå ïîëèíîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, ñíàáæ¼ííîå óìíîæåíè-

åì, íàçûâàåòñÿ
h⊗- (

o⊗-)àëãåáðîé Àðåíñà�Ìàéêëà, åñëè îíî îáëàäàåò îïðå-
äåëÿþùåé ñèñòåìîé êâàíòîâûõ ñèëüíî (ñëàáî) âïîëíå ìóëüòèïëèêàòèâ-
íûõ ïðåäíîðì è, ñâåðõ òîãî, õàóñäîðôîâî è ïîëíî.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíîãî ñå-
ìåéñòâà

h⊗- (
o⊗-)àëãåáð Àðåíñà�Ìàéêëà òàêæå ÿâëÿåòñÿ

h⊗- (
o⊗-)àëãåáðîé

Àðåíñà�Ìàéêëà îòíîñèòåëüíî ïîêîîðäèíàòíîãî óìíîæåíèÿ.
Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë ⊗̃ âìåñòî

h⊗ è
o⊗, âûðàæåíèå �⊗̃-ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïðåäíîðìà� áóäåò îçíà÷àòü ñîîò-
âåòñòâåííî ñèëüíî è ñëàáî âïîëíå ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ïðåäíîðìó. Åñëè
ñòðóêòóðà êâàíòîâîãî ïîëèíîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà â ⊗̃-àëãåáðå
Àðåíñà�ÌàéêëàA îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ⊗̃-ìóëüòèïëèêàòèâíîé íîð-
ìîé, òî A áóäåò íàçûâàòüñÿ áàíàõîâîé ⊗̃-àëãåáðîé.

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà êâàíòîâûì áàíàõîâûì àëãåá-
ðàì. Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãèÿ â êâàíòîâîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå çà-
äà¼òñÿ îäíîé íîðìîé (à íå ñåìåéñòâîì ïðåäíîðì). Â ýòîì ñëó÷àå âïîëíå
íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû íàçûâàþòñÿ òàêæå âïîëíå îãðàíè÷åííûìè îïå-
ðàòîðàìè. Òàê æå, êàê è â îáùåì (ïîëèíîðìèðîâàííîì) ñëó÷àå, ñóùåñò-
âîâàíèå äâóõ òèïîâ âïîëíå îãðàíè÷åííûõ áèëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ âëå÷¼ò
ñóùåñòâîâàíèå äâóõ òèïîâ êâàíòîâûõ áàíàõîâûõ àëãåáð è äâóõ òèïîâ êà-
òåãîðèé êâàíòîâûõ áàíàõîâûõ ëåâûõ (ïðàâûõ, áè-) ìîäóëåé.

Â ðàçäåëå 2.1 ïðèâîäÿòñÿ êâàíòîâûå àíàëîãè âàæíåéøèõ ïîíÿòèé òî-
ïîëîãè÷åñêîé ãîìîëîãèè: ïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ, ïðîåêòèâíîé ðåçîëüâåí-
òû, ãðóïï ðàñøèðåíèé è ãðóïï êîãîìîëîãèé, ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíî-
ñòè ìîäóëÿ, ëåâîé è ïðàâîé ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè è áèðàçìåðíîñòè
àëãåáðû.
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Íàïîìíèì, ÷òî êâàíòîâîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî A, ñíàáæ¼ííîå óì-
íîæåíèåì, íàçûâàåòñÿ áàíàõîâîé

h⊗- (
o⊗-)àëãåáðîé, åñëè êâàíòîâàÿ íîðìà

ïðîñòðàíñòâà A ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî (ñëàáî) âïîëíå ìóëüòèïëèêàòèâíîé.
Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë ⊗̃ âìåñòî

h⊗ è
o⊗,

âûðàæåíèå �⊗̃-îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð� áóäåò îçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî
ñèëüíî âïîëíå îãðàíè÷åííûé è ñëàáî âïîëíå îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð.

Åñëè A � ôèêñèðîâàííàÿ áàíàõîâà ⊗̃-àëãåáðà, òî ÷åðåç A+ îáîçíà÷à-
åòñÿ å¼ óíèòàëèçàöèÿ. Ëåâûì áàíàõîâûì ⊗̃-ìîäóëåì íàä A (ñîêðàù¼ííî
ëåâûì áàíàõîâûì A-⊗̃-ìîäóëåì) íàçûâàåòñÿ êâàíòîâîå áàíàõîâî ïðîñò-
ðàíñòâî X, ñíàáæ¼ííîå ñòðóêòóðîé ëåâîãî A-ìîäóëÿ òàê, ÷òî áèëèíåé-
íûé îïåðàòîð âíåøíåãî óìíîæåíèÿ

ṁ : A×X → X
(
(a, x) 7→ a · x)

⊗̃-îãðàíè÷åí.
Ìîðôèçìû â êàòåãîðèè ëåâûõ áàíàõîâûõ A-⊗̃-ìîäóëåé (îáîçíà÷àå-

ìîé A-⊗̃-mod) � ýòî âïîëíå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, ÿâëÿþùèåñÿ â òî
æå âðåìÿ ìîðôèçìàìè ìîäóëåé â àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå.

Ìîðôèçì ëåâûõ áàíàõîâûõ A-⊗̃-ìîäóëåé, îáëàäàþùèé ïðàâûì îá-
ðàòíûì âïîëíå îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì, áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì
ýïèìîðôèçìîì.

Ìîäóëü P èç A-⊗̃-mod íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ
ëåâûõ áàíàõîâûõ A-⊗̃-ìîäóëåéX è Y , ìîðôèçìà (ëåâûõ áàíàõîâûõ A-⊗̃-
ìîäóëåé) ϕ : P → X è äîïóñòèìîãî ýïèìîðôèçìà σ : Y → X ñóùåñòâóåò
ìîðôèçì ψ : P → Y òàêîé, ÷òî äèàãðàììà

Y
σ

��
P

ψ
>>}}}}}}}

ϕ
// X

êîììóòàòèâíà.
Êàòåãîðèè ïðàâûõ áàíàõîâûõ A-⊗̃-ìîäóëåé è áàíàõîâûõ A-⊗̃-áèìî-

äóëåé (îáîçíà÷àåìûå ñîîòâåòñòâåííî ⊗̃-mod-A è A-⊗̃-mod-A) è ïðîåê-
òèâíûå îáúåêòû â ýòèõ êàòåãîðèÿõ îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúåêòîâ è ìîðôèçìîâ âA-⊗̃-mod

X : 0
d−1←−− X0

d0←− X1
d1←− X2

d2←− . . .

íàçûâàåòñÿ (ïîëîæèòåëüíûì öåïíûì) êîìïëåêñîì, åñëè êîìïîçèöèÿ ëþ-
áûõ äâóõ ñîñåäíèõ ìîðôèçìîâ ðàâíà íóëþ. Êîìïëåêñ íàçûâàåòñÿ òî÷-
íûì, åñëè Ker dn−1 = Im dn äëÿ âñåõ n.
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Êîìïëåêñ ëåâûõ áàíàõîâûõ A-⊗̃-ìîäóëåé íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì,
åñëè îí ðàñùåïèì â êàòåãîðèè êâàíòîâûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Â
÷àñòíîñòè, äîïóñòèìûé êîìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.

ÏóñòüX � ëåâûé áàíàõîâ A-⊗̃-ìîäóëü. Êîìïëåêñ X ëåâûõ áàíàõîâûõ
A-⊗̃-ìîäóëåé âìåñòå ñ íåêîòîðûì ìîðôèçìîì ε : X0 → X íàçûâàåòñÿ
ðåçîëüâåíòîé ìîäóëÿ X , åñëè êîìïëåêñ

0← X
ε←− X0

d0←− X1 ← . . .

äîïóñòèì. Ðåçîëüâåíòà (X , ε) íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíîé, åñëè âñå ìîäóëè
â X ïðîåêòèâíû. Äëèíîé ðåçîëüâåíòû (X , ε) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå n
òàêîå, ÷òî Xk = 0 ïðè k > n, èëè æå ∞, åñëè òàêîãî n íåò.

Ïóñòü
0← X

ε←− X0
d0←− X1

d1←− X2
d2←− . . .

� ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà ëåâîãî áàíàõîâà A-⊗̃-ìîäóëÿ X . Äëÿ êàæäî-
ãî ëåâîãî áàíàõîâà A-⊗̃-ìîäóëÿ Y ãðóïïà ðàñøèðåíèé AExtn⊗̃(X,Y ) îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê n-ÿ ãðóïïà êîãîìîëîãèé (â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî) êîìïëåêñà

0→ AHom(X0, Y )
d∗0−→ AHom(X1, Y )

d∗1−→ AHom(X2, Y )
d∗2−→ . . . ,

ãäå d∗n(ϕ)(x) = ϕ(dn(x)) (x ∈ Pn+1) äëÿ ϕ ∈ AHom(Pn, Y ).
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïû AExtn⊗̃(X, Y ) çàâèñÿò òîëüêî îò ìîäóëåé

X è Y è íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðîåêòèâíîé ðåçîëüâåíòû, èñïîëüçóåìîé
â îïðåäåëåíèè.

Ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ ëåâîãî áàíàõîâà A-⊗̃-ìîäóëÿ X íàçû-
âàåòñÿ äëèíà åãî ñàìîé êîðîòêîé ïðîåêòèâíîé ðåçîëüâåíòû. Ýòà âåëè÷è-
íà îáîçíà÷àåòñÿ AdhX; îíà ðàâíà íóëþ, åñëè X ïðîåêòèâåí.

Ëåâîé ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ áàíàõîâîé ⊗̃-àëãåáðû A (îáîçíà-
÷åíèå ⊗̃ dgA) íàçûâàåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíü âåëè÷èí AdhX, âçÿòàÿ ïî âñåì
ëåâûì áàíàõîâûì A-⊗̃-ìîäóëÿì X.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ãðóïïû ðàñøèðåíèé äëÿ ïðàâûõ è äâóñòî-
ðîííèõ áàíàõîâûõ A-⊗̃-ìîäóëåé X è Y (îíè îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåí-
íî ⊗̃ExtnA(X,Y ) è A-⊗̃ExtnA(X, Y )), ãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ïðàâîãî
áàíàõîâà A-⊗̃-ìîäóëÿ X (îáîçíà÷åíèå dhAX), ãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåð-
íîñòü áàíàõîâà A-⊗̃-áèìîäóëÿ X (îáîçíà÷åíèå AdhAX), à òàêæå ïðàâàÿ
ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü áàíàõîâîé ⊗̃-àëãåáðû A (îáîçíà÷åíèå dg⊗̃A).

Áèðàçìåðíîñòüþ áàíàõîâîé ⊗̃-àëãåáðû A (îáîçíà÷åíèå dbA) íàçû-
âàåòñÿ ãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü A+ êàê áàíàõîâà A-⊗̃-áèìîäóëÿ, ò. å.
AdhAA+. Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ãëîáàëüíûå ðàçìåðíîñòè áàíàõîâîé ⊗̃-àëãåáðû
A ñâÿçàíû ñ å¼ áèðàçìåðíîñòüþ íåðàâåíñòâàìè

⊗̃ dgA 6 dbA è dg⊗̃A 6 dbA.
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Ïóñòü òåïåðü X � áàíàõîâ A-⊗̃-áèìîäóëü, è ïóñòü

Hn
⊗̃(A,X) = A-⊗̃ExtnA(A+, X).

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Hn
⊗̃(A,X) íàçûâàåòñÿ n-ìåðíîé ãðóïïîé êîãîìî-

ëîãèé áàíàõîâîé ⊗̃-àëãåáðû A ñ êîýôôèöèåíòàìè â X . Çàìåòèì, ÷òî ïðè
âû÷èñëåíèè ãðóïï êîãîìîëîãèé áàíàõîâîé ⊗̃-àëãåáðû A ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ëþáîé ïðîåêòèâíîé ðåçîëüâåíòîé áàíàõîâà A-⊗̃-áèìîäóëÿ A+,
à áèðàçìåðíîñòü ýòîé àëãåáðû ìîæíî ïåðåîïðåäåëèòü â òåðìèíàõ ãðóïï
êîãîìîëîãèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dbA = min
{
n : Hn+1

⊗̃ (A,X) = 0 äëÿ âñåõ X ∈ A-⊗̃-mod-A
}
.

Ðàçäåë 2.2 ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ïðîåêòèâíûõ èäåàëîâ â êâàíòîâûõ
êîììóòàòèâíûõ áàíàõîâûõ àëãåáðàõ. Ïîìèìî òîãî, ÷òî ýòî èçó÷åíèå âàæ-
íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãëàâíîãî ðåçóëüòàòà âòîðîé ãëàâû (òåîðåìû 2.3.1),
îíî ïðåäñòàâëÿåò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Â ÷àñòíîñòè, çäåñü ïî-
ëó÷åí êðèòåðèé ïðîåêòèâíîñòè çàìêíóòîãî èäåàëà â áàíàõîâîé àëãåáðå
C(Ω) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà êîìïàêòå, ðàññìîòðåííîé ñ ìèíèìàëü-
íûì êâàíòîâàíèåì:
Òåîðåìà 2.2.5. Çàìêíóòûé èäåàë â êîììóòàòèâíîé óíèòàëüíîé áà-
íàõîâîé

h⊗ (
o⊗)-àëãåáðå C(Ω) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì áàíàõîâûì C(Ω)-

h⊗-ìîäóëåì (C(Ω)-
o⊗-ìîäóëåì) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ñïåêòð

ïàðàêîìïàêòåí.
Âàæíîå ìåñòî âî âòîðîé ãëàâå çàíèìàåò ðàçäåë 2.3. Çäåñü ìû äîêàçû-

âàåì òåîðåìó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé àíàëîã òåîðåìû À. ß. Õåëåìñêîãî
î ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû ñ áåñêîíå÷-
íûì ñïåêòðîì:
Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ áàíàõîâà ⊗̃-àëãåáðà ñ áåñ-
êîíå÷íûì ñïåêòðîì. Òîãäà max{⊗̃ dgA, dg⊗̃A} > 2.

Íàïîìíèì, ÷òî ñèìâîë ⊗̃ çàìåíÿåò ó íàñ îäèí èç ñèìâîëîâ
h⊗ èëè

o⊗, è
çàìåòèì, ÷òî íà ñëó÷àé êîììóòàòèâíûõ áàíàõîâûõ

o⊗-àëãåáð ñ áåñêîíå÷-
íûì ñïåêòðîì �êëàññè÷åñêàÿ� òåîðåìà î ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè22 (ò. å.
îöåíêà dgA > 2) ïåðåíîñèòñÿ ïîëíîñòüþ, ïîñêîëüêó äëÿ íèõ ïðàâûå áà-
íàõîâû A-

o⊗-ìîäóëè ñâîäÿòñÿ ê ëåâûì íàä ïðîòèâîïîëîæíîé àëãåáðîé
Aop = A, è â ýòîì ñëó÷àå

o⊗ dgA = dg o⊗A = max{ o⊗ dgA, dg o⊗A}.
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Â òî æå âðåìÿ, âñëåäñòâèå íåêîììóòàòèâíîñòè õààãåðóïîâà òåíçîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ, ïðàâàÿ ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé
h⊗-àëãåáðû ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ ëåâîé.

Èç òåîðåìû 2.3.1 è ïðèâåä¼ííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé ìåæäó áèðàç-
ìåðíîñòüþ àëãåáðû è å¼ ëåâîé è ïðàâîé ãëîáàëüíûìè ðàçìåðíîñòÿìè ìû
ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå:
Òåîðåìà 2.3.2. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ áàíàõîâà ⊗̃-àëãåáðà ñ áåñ-
êîíå÷íûì ñïåêòðîì. Òîãäà dbA > 2, ò. å. ñóùåñòâóåò áàíàõîâ A-⊗̃-
áèìîäóëü X òàêîé, ÷òî H2

⊗̃(A,X) 6= 0.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3.1, âî ìíîãîì ïîâòîðÿþùåå ðàññóæäåíèÿ

êëàññè÷åñêîé òåîðåìû è îïèðàþùååñÿ íà òåõíèêó ïðîåêòèâíûõ ðåçîëü-
âåíò, òåì íå ìåíåå ïîòðåáîâàëî ó÷¼òà ñïåöèôèêè êâàíòîâîãî ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà, â ÷àñòíîñòè áîëåå ñèëüíîãî òðåáîâàíèÿ îãðàíè÷åííî-
ñòè îïåðàòîðîâ è ñâÿçàííûõ ñ ýòèì ñëîæíîñòåé.

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà êîãîìîëîãè÷åñêè òðèâèàëü-
íûì êâàíòîâûì ïîëèíîðìèðîâàííûì àëãåáðàì. Çäåñü ìû âñþäó ðàññìàò-
ðèâàåì ïîëèíîðìèðîâàííûå

h⊗-àëãåáðû. Íàïîìíèì, ÷òî òàêàÿ àëãåáðà A
íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàåìîé, åñëè âñå å¼ âïîëíå íåïðåðûâíûå äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â ëþáîì A-

h⊗-áèìîäóëå ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè
èëè, ýêâèâàëåíòíî, åñëè H1

h⊗
(A,X) = 0 äëÿ êàæäîãî A-

h⊗-áèìîäóëÿ X.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò òðåòüåé ãëàâû, óñòàíîâëåííûé â ðàçäåëå 3.2.2, �

îïèñàíèå ñòÿãèâàåìûõ, òî åñòü íàèáîëåå ïðîñòûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ãîìî-
ëîãèè,

h⊗-àëãåáð Àðåíñà�Ìàéêëà:

Òåîðåìà 3.2.4.
h⊗-àëãåáðà Àðåíñà�Ìàéêëà A ñòÿãèâàåìà òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà îíà âïîëíå èçîìîðôíà äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ íåêîòî-
ðîãî ñåìåéñòâà ïîëíûõ ìàòðè÷íûõ C∗-àëãåáð.

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.2.4 ìû ñíà÷àëà èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé
òåõíè÷åñêèé ðåçóëüòàò èç ðàçäåëà 3.2.1.

Íàïîìíèì, ÷òî äèàãîíàëüþ34 äëÿ ïîëèíîðìèðîâàííîé
h⊗-àëãåáðû A

íàçûâàåòñÿ òàêîé ýëåìåíò d ∈ A h⊗ A, ÷òî a · d = d · a äëÿ âñåõ a ∈ A è
πA(d) � åäèíèöà â A.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.1. Ïîëèíîðìèðîâàííàÿ
h⊗-àëãåáðà A ñòÿãèâàåìà òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óíèòàëüíà è èìååò äèàãîíàëü.
34Õåëåìñêèé À. ß. Áàíàõîâû è ïîëèíîðìèðîâàííûå àëãåáðû: îáùàÿ òåîðèÿ, ïðåäñòàâëåíèÿ, ãî-

ìîëîãèè. Ì., Íàóêà, 1989.

15



Çàòåì ìû ïðèìåíÿåì ê
h⊗-àëãåáðå Àðåíñà�Ìàéêëà A îïèñàíèå (ïîëó-

÷åííîå ðàíåå â ðàçäåëå 3.1) å¼ ñòðîåíèÿ êàê îáðàòíîãî ïðåäåëà áàíàõîâûõ
h⊗-àëãåáð. Êàæäàÿ èç ýòèõ áàíàõîâûõ

h⊗-àëãåáð îêàçûâàåòñÿ óíèòàëüíîé
è èìåþùåé äèàãîíàëü.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Áëå÷åðà35, âñÿêàÿ áàíàõîâà
h⊗-àëãåáðà âïîëíå èçî-

ìîðôíà çàìêíóòîé ïîäàëãåáðå â àëãåáðå B(H) îãðàíè÷åííûõ îïåðàòî-
ðîâ â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Åñëè æå òàêàÿ àëãå-
áðà óíèòàëüíà è èìååò äèàãîíàëü, òî îíà, ñîãëàñíî òåîðåìå Ïîëñåíà è
Ñìèòà33, âïîëíå èçîìîðôíà äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà
ïîëíûõ ìàòðè÷íûõ C∗-àëãåáð.

Ýòè ñîîáðàæåíèÿ è ïîçâîëÿþò çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî íàøåé òåî-
ðåìû.

Íàêîíåö, â ðàçäåëå 3.2.3 ìû îïðåäåëÿåì ïîíÿòèå îáîëî÷êè Àðåíñà�
Ìàéêëà ïîëèíîðìèðîâàííîé

h⊗-àëãåáðû, ðåøàåì âîïðîñ î å¼ ñóùåñòâî-
âàíèè è åäèíñòâåííîñòè è äîêàçûâàåì (òåîðåìà 3.2.6), ÷òî åñëè ïîëèíîð-
ìèðîâàííàÿ

h⊗-àëãåáðà (íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùàÿñÿ
h⊗-àëãåáðîé Àðåí-

ñà�Ìàéêëà) ñòÿãèâàåìà, òî å¼ îáîëî÷êà Àðåíñà�Ìàéêëà âïîëíå èçîìîð-
ôíà äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ïîëíûõ ìàòðè÷íûõ
C∗-àëãåáð.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîèì íàó÷íûì ðóêîâîäè-
òåëÿì ïðîôåññîðó Þðèþ Âàñèëüåâè÷ó Ñåëèâàíîâó è ïðîôåññîðó Àëåê-
ñàíäðó ßêîâëåâè÷ó Õåëåìñêîìó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîëåçíûå îáñó-
æäåíèÿ.
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