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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íåêîòîðûõ êàòåãîðèé áåñêîíå÷-
íîìåðíûõ ìîäóëåé êîíå÷íîìåðíûõ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè, ñâîéñòâ ýòèõ
êàòåãîðèé ÷åðåç ãåîìåòðè÷åñêèå èíâàðèàíòû èõ îáúåêòîâ, à òàê æå èõ ñâÿ-
çåé ñ êàòåãîðèåé ãîëîíîìíûõ D-ìîäóëåé.

Ïóñòü g � ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì C, à k ⊂ g � ðåäóêòèâíàÿ
â g ïîäàëãåáðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(k) � óíèâåðñàëüíóþ îá¼ðòûâàþùóþ
àëãåáðó k, ÷åðåç G � ïðèñîåäèí¼ííóþ ãðóïïó àëãåáðû [g, g], ÷åðåç K ñâÿç-
íóþ ðåäóêòèâíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû G ñ àëãåáðîé Ëè k∩ [g, g], è, íàêîíåö,
÷åðåç B � áîðåëåâñêóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû K, ò.å. ìàêñèìàëüíóþ ñâÿçíóþ
ðàçðåøèìóþ ïîäãðóïïó. Âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìíîãîîáðàçèÿ àëãåáðàè÷íû
íàä C. Âñå ðàññìàòðèâàåìûå àëãåáðû Ëè êîíå÷íîìåðíû.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 1.Ìû íàçûâàåì (g, k)-ìîäóëåì g-ìîäóëü ñ ëîêàëüíî
êîíå÷íîìåðíûì äåéñòâèåì k, ò.å. òàêèì, ÷òî dim (U(k)m) < ∞ äëÿ âñÿêîãî
m ∈ M , ãäå U(k)m := {m′ ∈ M | m′ = um äëÿ êàêèõ-òî u ∈U(k) è m ∈ M}.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2.Ïóñòü M � ëîêàëüíî êîíå÷íîìåðíûé k-ìîäóëü (òî
åñòü (k, k)-ìîäóëü). Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî M êîíå÷íîãî òèïà íàä k, åñëè
âñå k-èçîòèïíûå êîìïîíåíòû M êîíå÷íîìåðíû. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
(g, k)-ìîäóëü èìååò êîíå÷íûé òèï, åñëè M åñòü k-ìîäóëü êîíå÷íîãî òèïà.

Åñòü äâå èçâåñòíûå êàòåãîðèè (g, k)-ìîäóëåé: êàòåãîðèÿ ìîäóëåé Õàðèø-
×àíäðû è êàòåãîðèÿ O. Â ïåðâîì ñëó÷àå k � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîäàëãåáðà
àëãåáðû g (òî åñòü k ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåêîòîðîé
èíâîëþöèè g), à âî âòîðîì ñëó÷àå k � Êàðòàíîâñêàÿ ïîäàëãåáðà hg àëãåá-
ðû g. Äëÿ îáåèõ òèïîâ ïàð (g, k) êîíå÷íîïîðîæä¼ííûå (g, k)-ìîäóëè ÿâëÿ-
þòñÿ ìîäóëÿìè êîíå÷íîãî òèïà è èìåþò êîíå÷íóþ äëèíó. Èçâåñòíî, ÷òî
êàòåãîðèè ýòèõ ìîäóëåé ýêâèâàëåíòíû êàòåãîðèè ïðåâðàòíûõ ïó÷êîâ íà
ìíîãîîáðàçèè ôëàãîâ (ñìîòðè 1, 2 è 3). Â ñâîþ î÷åðåäü ýòè êàòåãîðèè ýê-
âèâàëåíòíû êàòåãîðèÿì ïðåäñòàâëåíèé íåêîòîðûõ êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð,
äîïóñêàþùèõ ÿâíîå îïèñàíèå 4.

È. Ïåíêîâ, Â. Ñåðãàíîâà è Ã. Öóêåðìàí îïðåäåëèëè è ïîïûòàëèñü êëàñ-

1Beilinson A., Bernstein J., Localisation de g-modules, C.R.Acad. Sci. Paris 292(1981), 15�18.
2Beilinson A., Localization of representations of reductive Lie algebras, Proc. of the IMC (Warsaw, 1983),

PWN, Warsaw, 1984, 699�710.
3Êàñèâàðà Ì., Øàïèðà Ï., Ïó÷êè íà ìíîãîîáðàçèÿõ, Ìîñêâà, Ìèð, 1997.
4S�orgel W., Kategorie O, perverse Garben und Moduln �uber den Koinvarianten zur Weylgruppe, J. Amer.

Math. Soc. 3:2(1990), 421�445.
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ñèôèöèðîâàòü ïðîñòûå (g, k)-ìîäóëè êîíå÷íîãî òèïà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðå-
äóêòèâíûõ ïàð àëãåáð Ëè (g, k) 5, 6 (ñìîòðè òàêæå 7).

Êîíå÷íîïîðîæä¼ííîìó U(g)-ìîäóëþ � îáúåêòó íåêîììóòàòèâíîé àëãåá-
ðû, ìîæíî ñîïîñòàâèòü ãðàäóèðîâàííûé S(g)-ìîäóëü grM � îáúåêò àëãåá-
ðû êîììóòàòèâíîé, è, êàê ñëåäñòâèå, àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Íîñèòåëü
ïó÷êà íà g∗, ñîîòâåòñòâóþùåãî grM , íàçûâàåòñÿ àññîöèèðîâàííûì ìíîãî-
îáðàçèåì g-ìîäóëÿ M ; îáîçíà÷àåòñÿ V(M). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî (g, k)-ìîäóëü
M ÿâëÿåòñÿ (g, k)-ìîäóëåì êîíå÷íîãî òèïà åñëè è òîëüêî åñëè V(M) èìååò
åäèíñòâåííóþ çàìêíóòóþ K-îðáèòó.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòûå îáúåêòû êàòåãîðèè O è âñå ïðîñòûå ìîäóëè
Õàðèø-×àíäðû äîïóñêàþò ïîëíîå îïèñàíèå â òåðìèíàõ àññîöèèðîâàííûõ
ìíîãîîáðàçèé 8. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ïîëó÷åíà êàê ïîëíàÿ ¾ãåîìåòðè÷åñêàÿ¿
êëàññèôèêàöèÿ ìîäóëåé Õàðèø-×àíäðû, òàê è ÿâíîå îïèñàíèå èõ â òåðìè-
íàõ ïðåâðàòíûõ ïó÷êîâ.

Ïóñòü M � ýòî (g, k)-ìîäóëü êîíå÷íîãî òèïà, à V � ïðîñòîé k-ìîäóëü.
Ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç [M : V ]k ìàêñèìóì ïî âñåì êîíå÷íîìåðíûì k-
ïîäìîäóëÿì M ′ ⊂ M êðàòíîñòåé Æîðäàíà-Ã¼ëüäåðà [M ′ : V ]k. ×åðåç
[M : ·]k îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ èç ìíîæåñòâà k-ìîäóëåé â
Z>0. Ýòà ôóíêöèÿ ïî îïðåäåëåíèþ åñòü k-õàðàêòåð ìîäóëÿ M .

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 3. Îãðàíè÷åííûì (g, k)-ìîäóëåìM íàçûâàåòñÿ (g, k)-
ìîäóëü, îãðàíè÷åííûé êàê k-ìîäóëü, ò.å. ìîäóëü M äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ
[M : ·]k ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà êàêîé-òî êîíñòàíòîé CM .

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 4. Ìîäóëåì ïðîñòîãî ñïåêòðà íàçûâàåòñÿ (g, k)-
ìîäóëü M , k-ñïåêòð êîòîðîãî ïðîñò, ò.å. k-ìîäóëü M , äëÿ êîòîðîãî ôóíê-
öèÿ [M : ·]k îãðàíè÷åíà 1.

Â êëàññèôèêàöèè (g, hg)-ìîäóëåé êîíå÷íîãî òèïà îãðàíè÷åííûå ìîäóëè
èãðàþò âåäóùóþ ðîëü. Îòòàëêèâàÿñü îò ýòîãî, è îò îïûòà ðàáîòû ñ ìîäó-
ëÿìè Õàðèø-×àíäðû, È. Ïåíêîâ è Â. Ñåðãàíîâà îïðåäåëèëè ïîíÿòèå îãðà-
íè÷åííîãî ìîäóëÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû (g, k). Îäèí èç âîïðîñîâ, âîçíè-
êàþùèõ â ýòîì êîíòåêñòå, îïèñàòü, äëÿ äàííîé àëãåáðû g, âñå ðåäóêòèâíûå
îãðàíè÷åííûå ïîäàëãåáðû k ⊂ g, òî åñòü ðåäóêòèâíûå ïîäàëãåáðû k, äîïóñ-
êàþùèå ïðîñòîé îãðàíè÷åííûé áåñêîíå÷íîìåðíûé (g, k)-ìîäóëü. Â 9 àâòî-

5Penkov I., Serganova V., Zuckerman G., On the existence of (g, k)-modules of �nite type, Duke Math.
J. 125(2004), 329�349.

6Ivan Penkov, Gregg Zuckerman,Generalized Harish-Chandra modules with generic minimal k-type, Asian
J. Math. 8(2004), 795�812.

7Milev T., Root Fernando-Kac subalgebras of �nite type, to appear in J. of Alg., arXiv:1009.5260.
8Beilinson A., Bernstein J., Localisation de g-modules, C.R.Acad. Sci. Paris 292(1981), 15�18.
9Penkov I., Serganova V., Bounded generalized Harish-Chandra modules, to appear in Ann. de l'Inst.
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ðû ÷àñòè÷íî îòâåòèëè íà ýòîò âîïðîñ, äîêàçàâ íåðàâåíñòâî, ñóùåñòâåííî
óìåíüøàþùåå ÷èñëî èíòåðåñíûõ ïîäàëãåáð k. Îíè òàêæå ïðèâåëè ïîëíûé
ñïèñîê îãðàíè÷åííûõ ðåäóêòèâíûõ ïîäàëãåáð g = sln, êîòîðûå ìàêñèìàëü-
íû êàê ïîäàëãåáðû.

Íàïîìíèì, ÷òî B � áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà â K.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 5. Ìíîãîîáðàçèå X, ñíàáæ¼ííîå äåéñòâèåì K, íà-
çûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îðáèòà äëÿ äåéñòâèÿ B

íà X.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ñôåðè÷åñêèõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ïðèâåä¼ì
(àëãåáðàè÷åñêèå) ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ò.å. îäíîðîäíûå ïðîñòðàí-
ñòâà G/K, ãäå K � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, è (îáîáù¼ííûå)
ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ G/P , ãäå P � ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G,
ò.å. ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ íåêîòîðóþ áîðåëåâñêóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû G.
Îïèñàíèå B-îðáèò íà G/K ÿâëÿåòñÿ îòïðàâíîé òî÷êîé ¾ãåîìåòðè÷åñêîé¿
êëàññèôèêàöèè ìîäóëåé Õàðèø-×àíäðû.

Òåîðèÿ ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ðàçðà-
áîòàííûõ ðàçäåëîâ òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé. Ñôåðè-
÷åñêèå îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà èíòåíñèâíî èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè
ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ íà÷èíàÿ ñ êîíöà 70-õ ãã. XX âåêà è ïðîäîëæà-
þò àêòèâíî èçó÷àòüñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Îáçîð ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé
èññëåäîâàíèÿ ñôåðè÷åñêèõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ, à òàêæå äîñòèãíóòûõ
ïî ýòèì íàïðàâëåíèÿì ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ Ä.À. Òè-
ìàø¼âà10 è Ý. Á. Âèíáåðãà 11. Âàæíóþ ðîëü â äàííîé äèññåðòàöèè èãðàþò
ðåçóëüòàòû Ý. Á. Âèíáåðãà, Á. Í. Êèìåëüôåëüäà 12, È. Â. Ëîñåâà, ×. Áåíñî-
íà è Ã. Ðàòêëèôà, Â. Ã. Êàöà è Ä. È. Ïàíþøåâà, êàñàþùèåñÿ ñôåðè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé. Îòìåòèì îòäåëüíî Ì. Áðèîíà, Ä. Ëóíó, Ò. Âþñòà, Ô. Êíî-
ïà, Ì. Êðàìåðà è Ñ. Êþïèò-Ôóòó, Ð. Ñ. Àâäååâà, âí¼ñøèõ ñâîé âêëàä â ýòó
òåîðèþ.

Ïóñòü X � êâàçèàôôèííîå K-ìíîãîîáðàçèå. Êàê ïîêàçàëè Ý. Á. Âèí-
áåðã è Á. Í. Êèìåëüôåëüä, ìíîãîîáðàçèå X ÿâëÿåòñÿ K-ñôåðè÷åñêèì åñ-
ëè è òîëüêî åñëè àëãåáðà ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé C[X] íà X ÿâëÿåòñÿ îãðà-
íè÷åííûì (k, k)-ìîäóëåì. Îòêóäà (g, k)-ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì

Fourier
10Timashev D., Homogeneous spaces and equivariant embeddings, Encyclopaedia of Mathematical

Sciences, 138, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg, 2011.
11Ý. Á. Âèíáåðã, Êîììóòàòèâíûå îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà è êîèçîòðîïíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå äåé-

ñòâèÿ, ÓÌÍ 56(2001), 1�60.
12Âèíáåðã Ý. Á., Êèìåëüôåëüä Á. Í.,Îäíîðîäíûå îáëàñòè íà ôëàãîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è ñôåðè÷åñêèå

ïîäãðóïïû ïîëóïðîñòûõ ãðóïï Ëè, Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë., 12:3(1978), 12�19.
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åñëè è òîëüêî åñëè åãî àññîöèèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå V(M) ÿâëÿåòñÿ K-
ñôåðè÷åñêèì.

Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷:

1. Êëàññèôèêàöèÿ ïàð (sln, k), äîïóñêàþùèõ ïðîñòîé áåñêîíå÷íîìåðíûé
(sln, k)-ìîäóëü.

2. Îïèñàíèå àííóëÿòîðîâ îãðàíè÷åííûõ (sln, k)-ìîäóëåé è, â ñâÿçè ñ
ýòèì, êëàññèôèêàöèÿ K-ñôåðè÷åñêèõ êîìïàêòíûõ SLn-îäíîðîäíûõ
ïðîñòðàíñòâ (ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ).

3. Îïèñàíèå êàòåãîðèé îãðàíè÷åííûõ (spn(n±1), gln)-ìîäóëåé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòî-
ÿòåëüíî è çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Äîêàçàíî, ÷òî ïàðà (sln, k) äîïóñêàåò ïðîñòîé áåñêîíå÷íîìåðíûé îãðà-
íè÷åííûé (sln, k)-ìîäóëü åñëè è òîëüêî åñëè K äåéñòâóåò ñôåðè÷íî íà
ïðîåêòèâèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî n-ãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàê
êàê êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ äåéñòâèé èçâåñòíà, â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíà
ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïàð (sln, k), äîïóñêàþùèõ ïðîñòîé áåñêîíå÷íî-
ìåðíûé îãðàíè÷åííûé ìîäóëü.

2. Äîêàçàíî, ÷òî (sln, k)-ìîäóëü êîíå÷íîãî òèïà îãðàíè÷åí åñëè è òîëü-
êî àññîöèèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå åãî àííóëÿòîðà K-êîèçîòðîïíî.
Àññîöèèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå àííóëÿòîðà ïðîñòîãî sln-ìîäóëÿ K-
êîèçîòðîïíî åñëè è òîëüêî åñëè K-ñôåðè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåå êîì-
ïàêòíîå SLn-îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî (ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ). Ïîëó-
÷åíà êëàññèôèêàöèÿ K-ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ.

3. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ n > 5 êàòåãîðèè (spn(n±1), gln)�ìîäóëåé èçîìîðôíû
ïðÿìîé ñóììå ñ÷¼òíîãî ÷èñëà êàòåãîðèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ýêâèâà-

ëåíòíà êàòåãîðèè ïðåâðàòíûõ ïó÷êîâ íà F
n(n±1)

2 , ãëàäêèõ âäîëü îðáèò
äåéñòâèÿ ãðóïïû GLn (êàæäàÿ òàêàÿ êàòåãîðèÿ ýêâèâàëåíòíà êàòåãî-
ðèè ïðåäñòàâëåíèé íåêîòîðîãî ÿâíî çàäàííîãî êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíè-
ÿìè).

4



Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òåîðèè
ïðåäñòàâëåíèé, òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï è òåîðèè èíâàðèàíòîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû èìåþò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå.
Îíè ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé, ýêâèâàðèàíòíîé ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé è
òåîðèè èíâàðèàíòîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü:

• Íà ñåìèíàðå ¾Àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ¿ ìåõàíè-
êî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ (ðóêîâîäèòåëè - Ý. Á. Âèíáåðã,
Ä. À. Òèìàø¼â è È. Â. Àðæàíöåâ), 17 ôåâðàëÿ 2010 ã. è 20 àïðåëÿ
2011 ã.

• Íà îáùåì ñåìèíàðå êàôåäðû àëãåáðû ÌÃÓ, 31 îêòÿáðÿ 2011 ã.

• Íà ïÿòîì ñåìèíàðå ¾Transformation groups and mathematical physics¿
(îðãàíèçàòîðû - Joachim Hilgert, Alan Huckleberry, Peter Littelmann,
Karl-Hermann Neeb, Ivan Penkov, Christoph Schweigert), ã. Ãàìáóðã, 28
ìàÿ 2010 ã.

• Íà ñåìèíàðå ãðóïïû ¾Arbeitsgruppe Algebra und Zahlentheorie¿ óíè-
âåðñèòåòà ã. Ê¼ëüí (ðóêîâîäèòåëü - P. Littelmann), 1 èþíÿ 2010 ã.

• Íà ðàáî÷åé âñòðå÷å ¾Representation theory and quantization¿, Fields
Institute (îðãàíèçàòîðû - È. Äèìèòðîâ, Hadi Salmasian), ã. Òîðîíòî,
25-27 ôåâðàëÿ 2011 ã.

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ÷åòûð¼õ ðàáîòàõ àâ-
òîðà. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâîäèòñÿ â êîíöå àâòîðåôåðàòà [1�4].
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Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç 10 ïàðàãðàôîâ (ïåðâûå òðè èç íèõ � ââîäíûå) è
ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ïàðàãðàôû ðàçáèòû íà ïóíêòû, ïóíêòû � íà ïîäïóíê-
òû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò â ñåáÿ 65 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáú¼ì
äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 70 ñòðàíèö.

1. Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ïåðâûé ïàðàãðàô ôèêñèðóåò îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå äàëåå â ðà-
áîòå.

Â ïàðàãðàôå äâà äàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðèâåäåíû îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû ðàáîòû, à òàêæå îáñóæäàåòñÿ èñòîðèÿ âîïðîñà è ìåñòî ïîëó-
÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïðèâåä¼í áåãëûé îáçîð íåîáõîäèìûõ òåîðåòè-

÷åñêèõ êîíöåïöèé. Ìû ïðèâåä¼ì çäåñü îïðåäåëåíèÿ è êîíöåïöèè, âàæíûå
äëÿ ïîíèìàíèÿ íåêîòîðûõ ïàðàãðàôîâ äèññåðòàöèè.

Íàçîâ¼ì ñâÿçíóþ ïîäãðóïïó K ⊂GL(W ) íàñûùåííîé, åñëè îíà ÿâëÿ-
åòñÿ ìàêñèìàëüíîé ñâÿçíîé ïîäãðóïïîé ñ çàäàííîé ïîëóïðîñòîé ÷àñòüþ
K ′; ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà íàñûùåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñîâïàäà-
åò ñ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè åäèíèöû ñâîåãî íîðìàëèçàòîðà â GL(V ). Ìû
íàçûâàåì ìíîãîîáðàçèå öåïî÷åê ïîäïðîñòðàíñòâ V1 ⊂ ... ⊂ Vs ⊂ V ñ ôèê-
ñèðîâàííûì âåêòîðîì ðàçìåðíîñòåé (n1, ..., ns) ïðîñòðàíñòâîì V -ôëàãîâ
è îáîçíà÷àåì åãî Fl(n1, ..., ns;V ).

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíûé K-ìîäóëü. Ïîëîæèì

NK(V ) := {v ∈ V | 0 ∈ KV }.

Â ýòîì æå ïàðàãðàôå ìû âûäâèãàåì ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó.

ÃÈÏÎÒÅÇÀ 1. Ïðîñòîé (g, k)-ìîäóëü M îãðàíè÷åí òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà K-êîèçîòðîïíî ìíîãîîáðàçèå GV(M).

Ýòî óòâåðæäåíèå ñâÿçàíî ñ 13 è ñ ïîñëåäíèìè èññëåäîâàíèÿìè Ä. À.
Òèìàø¼âà è Â. Ñ. Æãóíà.
×åòâ¼ðòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ñïèñêà âîçìîæíûõ àññî-

öèèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé (g, k)-ìîäóëåé êîíå÷íîãî òèïà. Ïåðâûì øàãîì
ê ñïèñêó ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ñôîðìóëèðîâàííàÿ âî âòîðîì ïà-
ðàãðàôå.

13Panyushev D., On the conormal bundles of a G-stable subvariety, Man. Math. 99(1999), Question,
p. 191.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Ïóñòü Z ⊂ g∗ � íèëüïîòåíòíàÿ G-îðáèòà, k⊥ � àí-
íóëÿòîð k â g∗, NK(g

∗) � ýòî K-íóëüêîíóñ â g∗. Òîãäà âñå íåïðèâîäèìûå
êîìïîíåíòû Z ∩ k⊥ ∩ NK(g

∗) èçîòðîïíû â Z.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà êðèòåðèé Ãèëüáåðòà-
Ìàìôîðäà è óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå èçîòðîïíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ � èçîòðîïíî 14.

Ïî îïðåäåëåíèþ V·
g,k � ìíîæåñòâî íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò âñåâîçìîæ-

íûõ ïåðåñå÷åíèé NK(k
⊥) ñ G-îðáèòàìè â NG(g

∗). Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ
V·

g,k ïî âñåâîçìîæíûì ïàðàì ðåäóêòèâíûõ àëãåáð Ëè (g, k) è äà¼ò èñêîìûé
ñïèñîê àññîöèèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ìîäóëåé êîíå÷íîãî òèïà, ÷òî è åñòü
óòâåðæäåíèå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Ïóñòü M � ïðîñòîé (g, k)-ìîäóëü êîíå÷íîãî òèïà. Òî-
ãäà âñÿêàÿ íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà ìíîãîîáðàçèÿ V(M) ïðèíàäëåæèò
V·

g,k.

Êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå èãðàåò òåîðåìà 1 è òîò ôàêò, ÷òî àñ-
ñîöèèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå âñåãäà êîèçîòðîïíî (òåîðåìà Ãàááåðà).
Ïÿòûé ïàðàãðàô ïîñâÿù¼í ñëåäóþùåé òåîðåìå.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3. Ïðîñòîé áåñêîíå÷íîìåðíûé îãðàíè÷åííûé (sl(V ), k)-
ìîäóëü ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K-ñôåðè÷íî ìíîãîîá-
ðàçèå P(V ).

Ïåðâûì øàãîì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 ÿâëÿåòñÿ öåïî÷êà ïåðåôîð-
ìóëèðîâîê ñâîéñòâà ¾îãðàíè÷åííîñòü (sl(V ), k)-ìîäóëÿ¿, â êîíöå êîòîðîé
ñòîèò K-ñôåðè÷íîñòü íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ V -ôëàãîâ. Âòîðûì øàãîì
ê ñïèñêó ñëóæèò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ïóñòü Fl(n1, ..., ns;V ) � ýòî K-ñôåðè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå P(V ) òàêæå K-ñôåðè÷íî.

Ýòî ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî â ïàðàãðàôå äâà è ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåä-
ñòâèåì ðåçóëüòàòà È. Â. Ëîñåâà 15.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1, ìíîãîîáðàçèå P(V ) òàêæå K-ñôåðè÷íî. Äîêàçàòåëü-
ñòâî òîãî, ÷òî åñëè K-ñôåðè÷íî ìíîãîîáðàçèå P(V ), òî ñóùåñòâóåò ïðîñòîé
îãðàíè÷åííûé áåñêîíå÷íîìåðíûé (sl(V ), k)-ìîäóëü ïðèâåäåíî â 9

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì ãèïîòåçó 1 â íåêîòîðîì ÷àñòíîì ñëó÷àå.

ÒÅÎÐÅÌÀ 4. Ïðîñòîé (sl(W ), k)-ìîäóëü îãðàíè÷åí òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà K-êîèçîòðîïíî àññîöèèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå åãî àííóëÿ-

14Chriss N., Ginzburg V., Representation theory and complex geometry, Birkh�auser Boston, 1997.
15Losev I., Algebraic Hamiltonian actions, Math. Z. 263(2009), 685�723.
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òîðà.

Â ïàðàãðàôå øåñòü ïîëó÷åí ïîëíûé ñïèñîê ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ
Fl è íàñûùåííûõ ïîäãðóïï K ⊂GL(V ), äëÿ êîòîðûõ Fl ÿâëÿåòñÿ K-
ñôåðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ
ïîäãðóïïà K ⊂GL(V ) âêëþ÷àåòñÿ â åäèíñòâåííóþ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿ-
æåíèÿ ñâÿçíóþ íàñûùåííóþ ïîäãðóïïó. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðî-
âàí â âèäå äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîé òàáëèöû. Îñíîâíûì ñðåäñòâîì ÿâëÿåò-
ñÿ ñðàâíåíèå êîêàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ ñ ïîìîùüþ
îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòîâ.

Â ïàðàãðàôå ñåìü ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èäåàëà Äæîçåôà àëãåáðû U(g)
êàê èäåàëà, ôàêòîð ïî êîòîðîìó îáëàäàåò íàèìåíüøåé âîçìîæíîé íåíó-
ëåâîé ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà-Êèðèëëîâà. Ïðîÿñíÿåòñÿ ñâÿçü ýòèõ èäå-
àëîâ ñ îãðàíè÷åííûìè âåñîâûìè ìîäóëÿìè è èõ ïîâåäåíèå ïîä äåéñòâèåì
ôóíêòîðîâ òðàíñëÿöèè. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðàôà, ïðèíàäëå-
æàùèé À. Äæîçåôó 16, íåîáõîäèì äëÿ ïîíèìàíèÿ ïàðàãðàôà 9.

ÒÅÎÐÅÌÀ 5. Ïóñòü I1, I2 ⊂ U(sp(W ⊕W ∗)) � äâà èäåàëà Äæîçåôà.
Òîãäà êàòåãîðèè sp(W ⊕ W ∗)-ìîäóëåé, àííóëèðóåìûõ èäåàëàìè I1 è I2
ýêâèâàëåíòíû.

Òàê æå â ïàðàãðàôå 9 íàì ïîòðåáóåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ôàêòîðà ïî èäåà-
ëó Äæîçåôà â äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðàõ, ïðèâåä¼ííàÿ íèæå. Ïóñòü
D := F[x1, ..., xn, ∂x1

, ..., ∂xn
] � àëãåáðà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ îò

n ïåðåìåííûõ. Ââåä¼ì Z2-ãðàäóèðîâêó íà D, ïðèñâîèâ âåñ 1 îïåðàòîðàì
x1, ..., xn, ∂x1

, ..., ∂xn
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D0 íóëåâóþ êîìïîíåíòó ýòîé Z2-

ãðàäóèðîâêè D.

ËÅÌÌÀ 1. Ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ϕ : U(sp2n) → D, ÿäðîì êîòî-
ðîãî ÿâëÿåòñÿ èäåàë Äæîçåôà, à îáðàçîì � àëãåáðà D0.

Â ïàðàãðàôå âîñåìü ââîäèòñÿ ïîíÿòèå g-ìîäóëÿ ìàëîãî ðîñòà êàê
ìîäóëÿ, ñ íàèìåíüøåé âîçìîæíîé íåíóëåâîé ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà-
Êèðèëëîâà. Äîêàçàíî, ÷òî âñÿêèé òàêîé ìîäóëü îáëàäàåò êîíå÷íîé äëèíîé
è ÷òî âñÿêèé ïðîñòîé ìîäóëü ìàëîãî ðîñòà àííóëèðóåòñÿ èäåàëîì Äæîçå-
ôà. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ sp-ìîäóëåé ìàëîãî ðîñòà íåðàçëîæèìûé ïðîåêòèâ-
íûé ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ êàòåãîðèé. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ
sl-ìîäóëåé ìàëîãî ðîñòà íåðàçëîæèìûé ïðîåêòèâíûé ôóíêòîð åñòü êîìïî-
çèöèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè êàòåãîðèé è ôóíêòîðà, âîçíèêàþùåãî èç äåéñòâèÿ
Sn íà (n− 1)-îì ïðåäñòàâëåíèè.

16Joseph A., Orbital varieties of the minimal orbit, Ann. Sci. �Ecole Norm. Sup. 31(1998), 17�45.
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Ïàðàãðàô äåâÿòü ïîñâÿù¼í áîëåå äåòàëüíîìó àíàëèçó îãðàíè÷åííûõ
ìîäóëåé ÷åòûð¼õ ïàð (g, k):

a) W =S2V (nW = nV (nV +1)
2 ) b) W = Λ2V (nW = nV (nV −1)

2 )

1a) (sl(W ), sl(V )) 1b) (sl(W ), sl(V ))
2a) (sp(W ⊕W ∗), gl(V )) 2b) (sp(W ⊕W ∗), gl(V ))

(1).

Äëÿ ïðåäëîæåííûõ ÷åòûð¼õ ïàð (g, k) âñÿêèé îãðàíè÷åííûé ìîäóëü ÿâëÿ-
åòñÿ ìîäóëåì ìàëîãî ðîñòà. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6. Ïóñòü I ⊂ U(sp(W ⊕ W ∗)) � èäåàë Äæîçåôà. Òîãäà
êàòåãîðèÿ (sp(W ⊕ W ∗), gl(V ))-ìîäóëåé, àííóëèðóåìûõ I, ýêâèâàëåíòíà
êàòåãîðèè ïðåâðàòíûõ ïó÷êîâ íà W , ãëàäêèõ âäîëü âñåõ GL(V )-îðáèò.

Óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû, ñ ó÷¼òîì ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôîâ 8 è 9,
ñâîäèòñÿ ê óòâåðæäåíèþ î òîì, ÷òî êàòåãîðèÿ D-ìîäóëåé ñ ëîêàëüíî êî-
íå÷íîìåðíûì äåéñòâèåì gl(V ) ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè ïðåâðàòíûõ ïó÷êîâ
íà W , ãëàäêèõ âäîëü âñåõ GL(V )-îðáèò. Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî óòâåð-
æäåíèÿ ïîâòîðÿåò ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû 17.

Êàê ïîêàçàëè Ò. Áðåéäåí è Ì. Ãðèíáåðã 18, êàòåãîðèè ïðåâðàòíûõ ïó÷-
êîâ íà S2V è Λ2V , ãëàäêèõ âäîëü âñåõ GL(V )-îðáèò, ýêâèâàëåíòíû êàòå-
ãîðèè ïðåäñòàâëåíèé íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðû, çàäàííîé ÷åðåç êîë÷àí ñ
ñîîòíîøåíèÿìè. Ïðîñòûå îáúåêòû â ýòîì îïèñàíèè ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì
êîë÷àíà.

Êàê ìû íàäååìñÿ, ïðèâåä¼ííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿò ïî-
÷óâñòâîâàòü êàê âûãëÿäèò îáùàÿ òåîðèÿ îãðàíè÷åííûõ ìîäóëåé.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîåãî ó÷èòåëÿ ïðîôåññîðà Àëåêñàíäðà Âàñèëüåâè-
÷à Ìèõàë¼âà çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå. ß áëàãîäàðþ âñåõ ó÷àñòíè-
êîâ ñåìèíàðà Ýðíåñòà Áîðèñîâè÷à Âèíáåðãà çà íåçàòóõàþùèé èíòåðåñ êî
âñåìó, ÷òî ñâÿçàíî ñ ãðóïïàì è àëãåáðàìè Ëè, à òàêæå Èâàíà Ïåíêîâà çà
ñòèìóëèðóþùèå äèñêóññèè.

17Beilinson A., Bernstein J., Localisation de g-modules, C.R.Acad. Sci. Paris 292(1981), 15�18.
18Braden T., Grinberg M., Perverse sheaves on rank strati�cations, Duke Math. J. 96(1999), 317�362.
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