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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèÿ ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
âàæíóþ ñàìîñòîÿòåëüíóþ âåòâü òåîðèè êîëåö ñî ñâîèìè ñïåöèôè÷åñêèìè
ìåòîäàìè è ïðîáëåìàìè, èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùóþñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ.
Ãðàäóèðîâêè åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè òàêèõ
êëàññè÷åñêèõ îáúåêòîâ êàê êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ, ãðóïïîâûå è ïîëóãðóïïî-
âûå êîëüöà, êîëüöà ìàòðèö. Ïîíÿòèå ãðàäóèðîâêè èãðàåò âàæíóþ ðîëü âî
ìíîãèõ êîëüöåâûõ êîíñòðóêöèÿõ, òåîðèè àëãåáð Ëè, ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåá-
ðå.

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ ãðà-
äóèðîâàííûõ êîëåö. Ñ ïåðèîäîì îêîëî ÷åòâåðòè âåêà âûøëè äâå ìîíîãðà-
ôèè Ê. Íàñòàñåñêó è Ô. âàí Îéñòàéåíà1,2. Â ïåðâûõ ðàáîòàõ ãðàäóèðîâêà
ðàññìàòðèâàëàñü ïî ãðóïïå öåëûõ ÷èñåë Z. Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàëàñü ãðà-
äóèðîâêà ïî äâóõýëåìåíòíîé ãðóïïå Z2, òàê íàçûâàåìûé ½ñóïåð“ ñëó÷àé.
Â 90-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà ïîÿâèëîñü ìíîãî ðàáîò, êàñàþùèõñÿ êîëåö è
ìîäóëåé, ãðàäóèðîâàííûõ ïîëóãðóïïîé. Ðàçëè÷íûå àñïåêòû ýòîé òåîðèè
èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ Ã. Àáðàìñà, À.Â. Êåëàðåâà, Â.Ä. Ìàííà, Ê. Ìå-
íèíè è äðóãèõ, ïðè ýòîì ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ èãðàëà
ñòðóêòóðà ñàìîé ïîëóãðóïïû3,4,5. Â òî æå âðåìÿ ðÿäîì àâòîðîâ ðàññìàò-
ðèâàëèñü êîëüöà, ãðàäóèðîâàííûå ïî ãðóïïå, è ìîäóëè, ãðàäóèðîâàííûå ïî
ìíîæåñòâó, íà êîòîðîì äåéñòâóåò ýòà ãðóïïà6,7,8, à Ñ.Â. Çåëåíîâûì9 áûëà
ðàññìîòðåíà è áîëåå îáùàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ãðàäóèðîâêà êîëåö ðàññìàò-
ðèâàëàñü ïîëóãðóïïàìè, à ãðàäóèðîâêà ìîäóëåé � ïîëèãîíàìè íàä ýòèìè
ïîëóãðóïïàìè.

1N�ast�asescu C., van Oystaeyen F. Graded ring theory. � Amsterdam: North-Holland, 1982
2N�ast�asescu C., van Oystaeyen F. Methods of graded rings. � Berlin: Springer, 2004.
3Abrams G., Menini C., del Rio A. Realization theorems for categories of graded module over semigroup-

graded rings // Comm. Algebra. � 1994. � V. 22, no. 13. � P. 5343�5388.
4Êåëàðåâ À.Â. Íåäàâíèå ðåçóëüòàòû è îòêðûòûå âîïðîñû î êîëüöàõ, ãðàäóèðîâàííûõ ïîëóãðóïïàìè

// Ôóíäàìåíò. è ïðèêë. ìàòåì. � 1998. � Ò. 4, � 4. � Ñ. 1115�1139.
5Munn W.D. A class of band-graded rings // J. Lond. Math. Soc. � 1992. � V. 45. � P. 1�16.
6Dade E.C. Cli�ord theory for group graded rings // J. Reine Angew. Math. � 1986. � V. 369. � P. 40-86.
7N�ast�asescu C., Raianu S., van Oystaeyen F. Modules graded by G-sets // Math. Z. � 1990. � V. 203,

no. 4. � P. 605�627.
8Beattie M.A., D�asc�alescu S. Categories of modules graded by G-sets // J. Pure Appl. Alg. � 1996. � V.

107. � P. 129�139.
9Çåëåíîâ Ñ.Â. Òåîðåìû ïëîòíîñòè Çåëüìàíîâè÷à äëÿ êîëåö, ãðàäóèðîâàííûõ ïî ïîëóãðóïïàì //

Ôóíäàìåíò. è ïðèêë. ìàòåì. � 2001. � Ò. 7, �2. � Ñ. 373�385.
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Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â òåîðèè ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö èãðàþò ãðàäóè-
ðîâàííûå òåëà, òî åñòü ãðàäóèðîâàííûå êîëüöà, êàæäûé íåíóëåâîé îäíî-
ðîäíûé ýëåìåíò êîòîðûõ îáðàòèì. Ïîñêîëüêó ãðàäóèðîâàííûå ìîäóëè íàä
ãðàäóèðîâàííûìè òåëàìè îáëàäàþò ðÿäîì ñâîéñòâ, àíàëîãè÷íûõ ëèíåéíûì
ïðîñòðàíñòâàì, òî îíè íàçûâàþòñÿ ãðàäóèðîâàííûìè ëèíåéíûìè ïðîñòðàí-
ñòâàìè. Íàïðèìåð, èçó÷àÿ ñóïåðêîëüöà, Ì.Ë. Ðàñèí10 ïîêàçàë, ÷òî ñóïåðàë-
ãåáðû ýíäîìîðôèçìîâ êîíå÷íîìåðíûõ ñóïåðïðîñòðàíñòâ íàä ñóïåðòåëàìè
èçîìîðôíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëóëèíåéíûé èçî-
ìîðôèçì ñóïåðïðîñòðàíñòâ.

Â òåîðèè êîëåö øèðîêî èçâåñòíà è íàõîäèò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíå-
íèÿ òåîðåìà ïëîòíîñòè Äæåêîáñîíà: ïðèìèòèâíîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ïëîò-
íûì ïîäêîëüöîì êîëüöà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
íàä íåêîòîðûì òåëîì11. Â äàëüíåéøåì ïîÿâèëîñü ìíîãî îáîáùåíèé ýòîé
òåîðåìû íà âñ¼ áîëåå øèðîêèå êëàññû êîëåö: Ð.Å. Äæîíñîí12 ðàññìàòðè-
âàë ïåðâè÷íûå êîëüöà, îáëàäàþùèå ìèíèìàëüíûìè íåíóëåâûìè ïðàâûì
ïåðâè÷íûì è ëåâûì ïåðâè÷íûì èäåàëàìè; Ê. Êîõ è À.Ñ. Ìüþáîðí13 ðàñ-
ïðîñòðàíèëè ðåçóëüòàò Äæîíñîíà íà ïåðâè÷íûå àíòèñèíãóëÿðíûå ñïðàâà
êîëüöà ñ îäíîðîäíûì ïðàâûì èäåàëîì; Äæ. Çåëüìàíîâè÷åì14 áûëà äîêàçà-
íà ðàñøèðåííàÿ òåîðåìà ïëîòíîñòè äëÿ ñëàáî ïðèìèòèâíûõ êîëåö.

Â 90-å ãîäû ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ òåîðåì ïëîòíîñòè äëÿ
ãðàäóèðîâàííûõ ïî ãðóïïå êîëåö: áûëà äîêàçàíà òåîðåìà ïëîòíîñòè äëÿ
ãðàäóèðîâàííûõ ïðèìèòèâíûõ êîëåö15; ïîëó÷åíà òåîðåìà ïëîòíîñòè äëÿ
ãðàäóèðîâàííûõ ïîëóïðîñòûõ ìîäóëåé16. Àâòîðîì äèññåðòàöèè áûë ïîëó-
÷åí ãðàäóèðîâàííûé àíàëîã òåîðåìû Çåëüìàíîâè÷à äëÿ ãðàäóèðîâàííûõ
ãðóïïîé êîëåö, Ñ.Â. Çåëåíîâûì áûëà äîêàçàíà òåîðåìà ïëîòíîñòè äëÿ ãðà-
äóèðîâàííûõ ñëàáî ïðèìèòèâíûõ êîëåö â ñëó÷àå, êîãäà ãðàäóèðîâêà êîëåö

10Racine M. L. Primitive superalgebras with superinvolution // J. Algebra. � 1998. � V. 206. � P. 588�614.
11Äæåêîáñîí Í. Ñòðîåíèå êîëåö. � Ì.: Èçä-âî èíîñòð. ëèò., 1961.
12Johnson R.E. Representations of prime rings // Trans. Amer. Math. Soc. � 1953. � Vol. 74, no. 2. � P.

351�357.
13Koh K., Mewborn A.C. Prime rings with maximal annihilator and maximal complement right ideals //

Proc. Amer. Math. Soc. � 1965. � V. 16, no. 5. � P. 1073�1076.
14Zelmanowitz J. Weakly primitive rings // Comm. Algebra. � 1981. � V. 9, no. 1. � P. 23�45.
15Liu S.-X., Beattie M., Fang Hongjin. Graded division rings and the Jacobson density theorem// J. Boijing

Normal University (Natural Science). � 1991. � V. 27, no. 2. � P. 129�134.
16Gomez Pardo J.L. , Nastasescu C. Topological aspects of graded rings// Comm. Algebra. � 1993. � V.

21, no. 12. � P. 4481�4493.
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ðàññìàòðèâàëàñü ïî ïîëóãðóïïàì, à ãðàäóèðîâêà ìîäóëåé � ïî ïîëèãîíàì
íàä ýòèìè ïîëóãðóïïàìè, ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ñîêðàùåíèÿ íàëîæåííûõ
íà ïîëèãîíû, à Ñ.Â. Ëèìàðåíêî17 äîêàçàë ðàñøèðåííóþ òåîðåìó ïëîòíîñòè
äëÿ ñóïåðêîëåö, ñôîðìóëèðîâàííóþ â òåðìèíàõ ðîâíîé îäíîðîäíîñòè. Â
ñîâìåñòíîé ðàáîòå àâòîðà äèññåðòàöèè, À.Â.Ìèõàë¼âà è óæå óïîìÿíóòûõ
àâòîðîâ [5] äàí îáçîð íîâûõ ãðàäóèðîâàííûõ òåîðåì ïëîòíîñòè.

Ïðè èññëåäîâàíèè êîëåö íåðåäêî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì âëîæèòü ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå êîëüöî â êîëüöî, îáëàäàþùåå òåìè èëè èíûìè äîïîëíèòåëü-
íûìè ñâîéñòâàìè. Ïåðâîíà÷àëüíî ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ î âëîæåíèè êîëåö
â òåëà. Â íà÷àëå 30-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà Î. Îðå18 íàøåë íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âëîæèìîñòè íåêîììóòàòèâíîãî êîëüöà áåç äåëèòåëåé
íóëÿ â òåëî ÷àñòíûõ, Ê. Àñàíî19 ðàñøèðèë êîíñòðóêöèè Îðå íà êîëüöà
ñ äåëèòåëÿìè íóëÿ. Â êîíöå 50-õ ãîäîâ ñ ïîÿâëåíèåì ðàáîò Ð.Å. Äæîí-
ñîíà, Þ. Óòóìè, À.Â. Ãîëäè, Ï. Ãàáðèýëÿ, È. Ëàìáåêà è äðóãèõ çíà÷å-
íèå êîëåö ÷àñòíûõ âîçðîñëî íå òîëüêî â ñâÿçè ñ âëîæåíèåì êîëåö, íî è
â ñâÿçè ñî ñòðóêòóðíîé òåîðèåé êîëåö. Â ìîíîãðàôèè Á. Ñòåíñòð¼ìà20,
âûøåäøåé â 1975 ãîäó, áûëî äàíî ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå òåîðèè êî-
ëåö ÷àñòíûõ àññîöèàòèâíûõ êîëåö è åå ïðèìåíåíèå ê ñòðóêòóðíîé òåîðèè
êîëåö. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå êîëåö ÷àñòíûõ âî ìíîãîì ñâÿçàíî ñ òåîðè-
åé Áåéäàðà-Ìèõàë¼âà21 îðòîãîíàëüíîãî ïîïîëíåíèÿ è öèêëîì èññëåäîâàíèé
Â.Ê.Õàð÷åíêî ïî òåîðèè Ãàëóà êîëåö.

Ïðè ïîñòðîåíèè ñòðóêòóðíîé òåîðèè ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö çíà÷èòåëü-
íûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå êîëåö ÷àñòíûõ ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö.
Ïðè ýòîì êîëüöà ÷àñòíûõ ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö äîëæíû åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì íàñëåäîâàòü ãðàäóèðîâêó èñõîäíîãî êîëüöà. Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ
Óòóìè, E. Äæåðïåðñ è Ï. Âàóòåðñ22 îïðåäåëèëè ãðàäóèðîâàííûå àíàëî-
ãè ìàêñèìàëüíîãî, ìàðòèíäåéëîâñêèõ è ñèììåòðè÷åñêîãî êîëåö ÷àñòíûõ;

17Ëèìàðåíêî Ñ.Â. Ñëàáî ïðèìèòèâíûå ñóïåðêîëüöà // Ôóíäàìåíò. è ïðèêë. ìàòåì. � 2004. � Ò.10,
� 3. � Ñ. 97�142

18Ore O. Linear equations in non-commutative �elds //Ann. of Math.-1931.- V. 32.- P. 463-477.
19Asano Ê. Aritheoremetische idealtheorie' in nichtkommutativen Ringen //Japan J. Math.-1939.-V. 15.-P.

1-36.
20Stenstr�om B. Rings of quotients. An introduction to methods of ring theory. � Berlin: Springer, 1975.
21Áåéäàð Ê.È., Ìèõàë¼â À.Â. Îðòîãîíàëüíàÿ ïîëíîòà è àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû //Óñïåõè ìàòåì.

íàóê. � 1985. � Ò. 40, âûï. 6(246).� Ñ. 77�115.
22Jespers E., Wauters P. A general notion of noncommutative Krull rings // J. Algebra. � 1988. � V. 112.

� P. 388�398.
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óñòàíîâèëè ñâÿçü ìåæäó ýòèìè êîëüöàìè è èõ íåãðàäóèðîâàííûìè àíàëî-
ãàìè. Ìàêñèìàëüíûå ãðàäóèðîâàííûå êîëüöà ÷àñòíûõ èññëåäîâàëèñü â äèñ-
ñåðòàöèè Ì.Ò.Ðàõìàíà23, êëàññè÷åñêèì êîëüöàì ÷àñòíûõ ïîñâÿùåíû ðàáî-
òû24,25,26,27. Â [14] äàí îáçîð ñîâðåìåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïî êîëüöàì ÷àñòíûõ
ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö. Ãðàäóèðîâàííûì êîëüöàì ÷àñòíûõ ïîñâÿùåíà òðå-
òüÿ ãëàâà äàííîé ðàáîòû.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì âàæíóþ ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè
ñòðóêòóðíîé òåîðèè èãðàåò ïîíÿòèå ðàäèêàëà. Â 50-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà
â ðàáîòàõ À.Ã. Êóðîøà28 è Ñ.À. Àìèöóðà29,30 áûëî çàëîæåíî íà÷àëî îá-
ùåé òåîðèè ðàäèêàëîâ êîëåö è àëãåáð. Áûëî çàìå÷åíî, ÷òî îáùóþ òåîðèþ
ðàäèêàëîâ ìîæíî ðàçâèâàòü â ëþáûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, â êîòîðûõ
èìååò ñìûñë ïîíÿòèå ÿäðà ñ åãî îáû÷íûìè ñâîéñòâàìè, ò.å. â äîñòàòî÷íî
"õîðîøèõ" êàòåãîðèÿõ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îáùåé òåîðèè ðàäèêàëîâ êî-
ëåö è àëãåáð ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèÿõ Â.À. Àíäðóíàêèåâè÷à
è Þ.Ì. Ðÿáóõèíà31 è Á. Äæ. Ãàðäíåðà è Ð. Âèãàíäòà32

Â 1964 ãîäó Â.À.Àíäðóíàêèåâè÷ è Þ.Ì.Ðÿáóõèí33 ïîêàçàëè, ÷òî îáùàÿ
òåîðèÿ ðàäèêàëîâ àññîöèàòèâíûõ êîëåö ìîæåò áûòü èçëîæåíà âíåøíèì îá-
ðàçîì � íà ÿçûêå ìîäóëåé èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íà ÿçûêå òåîðèè ïðåä-
ñòàâëåíèé. Ïðè òàêîì èçëîæåíèè ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò îáùèå ìîäó-
ëè, îáîáùàþùèå ïîíÿòèÿ íåïðèâîäèìûõ è ïåðâè÷íûõ ìîäóëåé, ïðè÷åì ñïå-
öèàëüíûå ðàäèêàëû õàðàêòåðèçóþòñÿ íåêîòîðûìè ïîäêëàññàìè ïåðâè÷íûõ

23Ðàõìàí Ì. Ò. Èíúåêòèâíûå ìîäóëè, êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ è ëîêàëèçàöèè â ñëó÷àå ãðàäóèðîâàí-
íûõ êîëåö: Äèññ. ... êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê. � Ì., 1982.

24Jensen A., Jondrup S. Classical quotient rings of group graded rings // Comm. Algebra. � 1992. � V. 20.
� P. 2923�2936

25N�ast�asescu C., Nauwelaerts E., van Oystaeyen F. Arithmetically graded rings revisited // Comm.
Algebra. � 1986. � V. 14, no. 10. � P. 1191�2017

26Goodearl K.R., Sta�ord J.T. The graded version of Goldie`s theorem // Contemp. Math. � 2000. � V.
259. � P. 
237�240

27Êàíóííèêîâ À.Ë. Ãðàäóèðîâàííûå âàðèàíòû òåîðåìû Ãîëäè // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ñåð.1. Ìàòåìà-
òèêà. Ìåõàíèêà. � 2011. � �3. � Ñ. 46�50.

28Êóðîø À.Ã. Ðàäèêàëû êîëåö è àëãåáð// Ìàòåì. ñá. � 1953. � Ò. 33, �1. � Ñ. 13�26.
29Amitsur S.A. A general theory of radicals, I: Radicals in complete lattices// Amer. J. Math. � 1952. �

V. 74. � P. 774�786.
30Amitsur S.A. A general theory of radicals, II: Radicals in rings and bicategories// Amer. J. Math. �,

1954. � V. 76. � P. 100�125.
31Àíäðóíàêèåâè÷ Â. À., Ðÿáóõèí Þ. Ì. Ðàäèêàëû àëãåáð è ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ. � Ì.: Íàóêà, 1979.
32Gardner B.J., Wiegandt R., Radical theory of rings � New York: Marcel Dekker, 2004.
33Àíäðóíàêèåâè÷ Â.À., Ðÿáóõèí Þ.Ì. Ìîäóëè è ðàäèêàëû// ÄÀÍ ÑÑÑÐ 1964. � Ò. 156, �5. � Ñ.

991�994.
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ìîäóëåé34,35.
Ïðè ðàññìîòðåíèè ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö ãðàäóèðîâàííóþ âåðñèþ ðà-

äèêàëà ìîæíî îïðåäåëèòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ãðàäóèðîâàííûå ðàäè-
êàëû ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö àêòèâíî èçó÷àëèñü Ã. Áåðãìàíîì, Ì. Êîåí,
Ê. Ìåíèíè, Ñ. Ìîíòãîìåðè, Ì.À.Áèòè, Ï.Ñòüþàðòîì è äðóãèìè36,37,38,39.
Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ãðàäóèðîâàííûé ðàäèêàë Äæåêîáñîíà ìîæíî îïðå-
äåëèòü ñ ïîìîùüþ gr-íåïðèâîäèìûõ ìîäóëåé40, à ãðàäóèðîâàííûé ïåðâè÷-
íûé ðàäèêàë � ñ ïîìîùüþ gr-ïåðâè÷íûõ ìîäóëåé41.

Ìíîãèìè àâòîðàìè èçó÷àëèñü ðàäèêàëû ãðàäóèðîâàííûõ ïî ïîëóãðóï-
ïå êîëåö, â èõ ÷èñëå À.Ä Áåëë, Á.Ãàðäíåð, À.Â.Êåëàðåâ, E.Äæåðïåðñ,
Â.Ä. Ìàíí, Ï.Âàóòåðñ42,43,44,45,46. B ýòèõ ðàáîòàõ èññëåäîâàëèñü ñâîéñòâà
ðàäèêàëîâ ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö è àëãåáð, îäíîðîäíîñòü ðàäèêàëîâ è õà-
ðàêòåðèçàöèÿ ðàäèêàëîâ ÷åðåç ðàäèêàëû êîìïîíåíò äëÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ
ïîëóãðóïï. Áûëè ïîýëåìåíòíî îõàðàêòåðèçîâàíû ãðàäóèðîâàííûå ðàäèêà-
ëû Áýðà, Ëåâèöêîãî, Ê¼òå è Áðàóíà-Ìàêêîÿ êîëüöà, ãðàäóèðîâàííîãî ñî-
êðàòèìûì ìîíîèäîì47. Ðàäèêàëàì ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö ïîñâÿùåíà äèñ-

34Àíäðóíàêèåâè÷ Â.À. Ïåðâè÷íûå ìîäóëè è ðàäèêàë Áýðà// Ñèá. ìàòåì. æóðí. � 1961. � Ò. 2, �6. �
Ñ. 801�806.

35Àíäðóíàêèåâè÷ Â.À., Ðÿáóõèí Þ.Ì. Ñïåöèàëüíûå ìîäóëè è ñïåöèàëüíûå ðàäèêàëû// ÄÀÍ ÑÑÑÐ.
� 1962. � Ò. 147, �6. � Ñ. 1274�1277.

36Beattie M.A., Stewart P.N. Graded radicals of graded rings// Acta Math. Hung. � 1991. � V. 58, no.
3�4. � P. 261�272.

37Beattie M.A., Liu S.-X., Stewart P. Comparing graded versions of the prime radical// Canad. Math.
Bull. � 1991. � V. 34, no. 2. � P. 158�164.

38Cohen M., Montgomery S. Group-graded ring, smash products, and group action// Trans. Amer. Math.
Soc. � 1984. � V. 282, no. 1. �. P. 237�258.

39N�ast�asescu C., van Oystaeyen F. The strongly prime radical of graded rings// Bull. Soc. Math. Belg.
Ser. B. � 1984. � V. 36. � P. 243�251.

40Bergman G. On Jacobson radicals of graded rings// preprint
41Liu S.-X., van Oystaeyen F. Group-graded rings, smash product and additive categories// Perspectives

in ring theory. � Kluwer Academ Press, 1988. � P. 299� 300.
42Bell A.D., Stalder S.S.,Temply M.L. Prime ideals and radicals in semigroup-graded rings// Proc. Edinb.

Math. Soc. � 1996. � V. 39, no. 1. � P. 1�25.
43Clase M.V., Jespers E. On the Jacobson radical of semigroup graded rings// J. Algebra. 1994. � V. 169.

� P. 79�97.
44Kelarev A.V. The regular radical of semigroup rings of commutative semigroups// Glasgow Math. J. �

1992. � V. 34. � P. 133�141.
45Kelarev A.V. Radicals of algebras graded by cancellative linear semigroups// Proc. Amer. Math. Soc. �

1996. � V. 124, no. 1. � P. 61�65.
46Wauters P., Jespers E. Rings graded by an inverse semigroups with �nite many idempotents// Houston

J. Math. � 1989. � V. 15. � P. 291�304.
47Wnag Yao, Ren Yan-li. The characterization of graded radicals by means of elements// J. Jishou Univ.
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ñåðòàöèÿ Ñ.À. Àáäýëü Àçèç48. Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äàííîé ðàáîòû ïðîäîëæåíî
èçó÷åíèå ãðàäóèðîâàííûõ ðàäèêàëîâ ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö.

Âàæíîå çíà÷åíèå ïðè èññëåäîâàíèè ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö è ìîäóëåé
èãðàþò òàê íàçûâàåìûå ãðàäóèðîâàííûå ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. ýêâèâàëåíò-
íîñòè, êîòîðûå ïåðåñòàíîâî÷íû ñî âñåìè ôóíêòîðàìè ñäâèãà ãðàäóèðîâîê.
Â ñëó÷àå G = Z, òàêèå ýêâèâàëåíòíîñòè áûëè îõàðàêòåðèçîâàíû àâòîðîì
äèññåðòàöèè49, à òàêæå Ð. Ãîðäîíîì è Å. Ë. Ãðèíîì50. Ê. Ìåíèíè è Ê. Íà-
ñòàñåñêó51 çàìåòèëè, ÷òî ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ âåðíûìè è äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ãðóïïû G. Äæ. Õåéôíåð52 ðàññìàòðèâàë ãðàäóèðîâàííûå ýêâèâàëåíòíîñòè
ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö ñ ëîêàëüíûìè åäèíèöàìè, À. äåëü Ðèî53 îïèñàë ãðà-
äóèðîâàííûå ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó êàòåãîðèÿìè ãðàäóèðîâàííûõ ìîäó-
ëåé íàä êîëüöàìè â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðàäóèðîâêà êîëåö ðàññìàòðèâàëàñü
ïî ðàçëè÷íûì ãðóïïàì. Ãðàäóèðîâàííûì ýêâèâàëåíòíîñòÿì â êàòåãîðèÿõ
ãðàäóèðîâàííûõ ìîäóëåé ïîñâÿùåíà ïÿòàÿ ãëàâà äàííîé ðàáîòû.

Ïðè èçó÷åíèè êîëåö ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ è êî-
ëåö ýíäîìîðôèçìîâ ìîäóëåé îäíèì èç öåíòðàëüíûõ âîïðîñîâ ÿâëÿåòñÿ îïè-
ñàíèå èõ èçîìîðôèçìîâ. Îïèñàíèå èçîìîðôèçìîâ êîëåö ëèíåéíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä òåëàìè ïðèâåäåíî â ìîíîãðàôèè
Ð. Áýðà54. Ïðîáëåìà îïèñàíèÿ èçîìîðôèçìîâ êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ìî-
äóëåé ôàêòè÷åñêè ñòàðòîâàëà ñ òåîðåìû Áýðà-Êàïëàíñêîãî î õàðàêòåðè-
çàöèè àáåëåâûõ ãðóïï èõ êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ (âàæíîñòü ìîäóëüíî-
ãî ïîäõîäà â ýòîé çàäà÷å áûëà ïîä÷åðêíóòà â ìîíîãðàôèè È. Êàïëàíñêî-
ãî55 ïî áåñêîíå÷íûì àáåëåâûì ãðóïïàì). Êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è
âûÿñíÿåò, êîãäà èçîìîðôèçì êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ìîäóëåé èíäóöèðóåò-
Natur. Sci. Ed. � 1999. � V. 20, no. 3. � P. 41�45.

48Àáäýëü Àçèç Ñ.À. Ðàäèêàëû ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö: Äèññ. ... êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê. � Ì., 1986.
49Áàëàáà È.Í. Ãðàäóèðîâàííûé âàðèàíò òåîðåìû Ìîðèòû. // Ñá. òåçèñîâ V Âñåñîçí. ñèìï. ïî òåîðèè

êîëåö, àëãåáð è ìîäóëåé. - Íîâîñèáèðñê: ÈÌ ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ, 1982.� Ñ. 10-11.
50Gordon R., Green E.L. Graded Artin algebras // J. Algebra. � 1982. � V. 76, no. 1. � P. 111�137.
51Menini C., N�ast�asescu C. When is R-gr equivalent to the category of modules? // J. Pure Appl. Alg. �

1988, no. 3. � P. 277-291.
52Haefner J. Graded Equivalence Theory with Applications // J. Algebra. � 1995. � V. 172, no. 2. � P.

385�424.
53del Rio A. Graded rings and equivalence categories // Comm. Algebra. � 1991. � V. 19, no. 3. � P.

997�1012.
54Áýð Ð. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ. � Ì.: Èçä-âî èíîñòð. ëèò., 1955.
55Kaplansky I. In�nite abelian groups. � The University of Michigan, 1954.
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ñÿ ïîëóëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì; íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû Ê. Ìîðèòû56 ñòà-
ëà ðàññìàòðèâàòüñÿ èíäóöèðóåìîñòü ýêâèâàëåíòíîñòüþ Ìîðèòû, ò.å. ôóíê-
òîðîì, àññîöèèðîâàííûì ñ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì ïðîåêòèâíûì îáðàçóþ-
ùèì57. À.Â.Ìèõàë¼âûì58 áûëà ðàññìîòðåíà è áîëåå îáùàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà
èçîìîðôèçì êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ èíäóöèðóåòñÿ ôóíêòîðîì, àññîöèèðî-
âàííûì ñ îáðàçóþùèì ìîäóëåì: áûëè äîêàçàíû òðè êðèòåðèÿ, ðåøàþùèå
âîïðîñ î òîì, êîãäà èçîìîðôèçì êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ñòðîãèõ îáðàçóþ-
ùèõ ìîäóëåé (ò.å. ìîäóëåé, èìåþùèõ ñâîáîäíîå öèêëè÷åñêîå ïðÿìîå ñëàãà-
åìîå) èíäóöèðóåòñÿ ôóíêòîðîì, àññîöèèðîâàííûì ñ îáðàçóþùèì ìîäóëåì,
ýêâèâàëåíòíîñòüþ Ìîðèòû èëè ïîëóëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Íàðÿäó ñ
îïèñàíèåì èçîìîðôèçìîâ êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ìîäóëåé çíà÷èòåëüíûé èí-
òåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îïèñàíèå àíòèèçîìîðôèçìîâ êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ. Â
óæå óïîìÿíóòîé ìîíîãðàôèè Ð. Áýðà áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî êîëüöà ëè-
íåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ VD è WE íàä òåëàìè àíòè-
èçîìîðôíû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ïðîñòðàíñòâà VD è WE êî-
íå÷íîìåðíû è ñóùåñòâóåò àíòèïîëóëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîïðÿæåííîãî
ïðîñòðàíñòâà DV ∗ íà ïðîñòðàíñòâî WE, êîòîðîå èíäóöèðóåò àíòèèçîìîð-
ôèçì. Ê.Ã. Óîëôñîí59 ïðèâåë êðèòåðèé èíäóöèðóåìîñòè àíòèèçîìîðôèçìà
êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ñòðîãèõ îáðàçóþùèõ àíòèïîëóëèíåéíûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì. À.Â. Ìèõàë¼âûì è Ê.È.Áåéäàðîì60 áûë óñòàíîâëåí êðèòåðèé èíäó-
öèðóåìîñòè àíòèèçîìîðôèçìà êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ñòðîãèõ îáðàçóþùèõ
àíòèýêâèâàëåíòíîñòüþ Ìîðèòû.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö âìåñòî êîëüöà ýíäîìîðôèç-
ìîâ äëÿ ãðàäóèðîâàííîãî ìîäóëÿ åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ãðàäóèðîâàí-
íîå êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ âîîáùå ãîâîðÿ, ñòðîãî ñîäåðæàùååñÿ â êîëüöå
ýíäîìîðôèçìîâ ìîäóëÿ, ðàññìàòðèâàåìîãî áåç ãðàäóèðîâêè. Èçîìîðôèç-

56Morita K. Category-isomorphisms and endomorphism rings of modules// Trans. Amer. Math. Soc. �
1961. � V. 103. � P. 451-469.

57Bolla M.L. Isomorphisms between endomorphism rings of progenerators// J. Algebra. � 1984. � V. 87. �
P. 261�281.

58Ìèõàë¼â À.Â. Èçîìîðôèçìû êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ìîäóëåé, áëèçêèõ ê ñâîáîäíûì// Âåñòí. Ìîñê.
óí-òà. Ñåð.1. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. � 1989. �. � 2. � Ñ. 20�27.

59Wolfson K. G. Anti-isomorphism of endomorphism rings of locally free modules// Math. Z. � 1989. �
V.202. � P. 151�159.

60Áåéäàð Ê.È., Ìèõàë�åâ À.Â. Àíòèèçîìîðôèçìû êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ìîäóëåé, áëèçêèõ ê ñâîáîä-
íûì, èíäóöèðîâàííûå àíòèýêâèâàëåíòíîñòÿìè Ìîðèòû// Òð. ñåìèíàðà èì. È.Ã.Ïåòðîâñêîãî. � 1996. �
Âûï. 19. � Ñ. 338�344.
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ìàì è àíòèèçîìîðôèçìàì ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ãðàäóè-
ðîâàííûõ ìîäóëåé áëèçêèõ ê ñâîáîäíûì ïîñâÿùåíà çàêëþ÷èòåëüíàÿ ãëàâà
äàííîé ðàáîòû.

Âàæíîå ìåñòî â òåîðèè ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö çàíèìàåò ïðîáëåìà îïè-
ñàíèÿ ãðàäóèðîâîê. Â ïîñëåäíèå ãîäû áûëî îïóáëèêîâàíî ìíîãî ðàáîò, êà-
ñàþùèõñÿ îïèñàíèþ âñåõ âîçìîæíûõ ãðàäóèðîâîê íà êîëüöå ìàòðèö Mn(k)

íàä ïîëåì k61,62,63. Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëè âûäåëåíû, òàê íàçûâàåìûå õî-
ðîøèå (èëè ýëåìåíòàðíûå) ãðàäóèðîâêè, êîòîðûå õàðàêòåðèçîâàëèñü òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî âñå ìàòðè÷íûå åäèíèöû Eij ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ýëåìåí-
òàìè. Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ïîçâîëÿþò äàòü îïèñàíèå ½õîðîøèõ“ ãðà-
äóèðîâîê íà êîëüöàõ ìàòðèö íàä ëþáûìè ãðàäóèðîâàííûìè êîëüöàìè.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ñòðóêòóðíîé òåîðèè ãðàäóèðîâàí-
íûõ êîëåö íà îñíîâå ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ, ãðàäóèðîâàí-
íûõ ðàäèêàëîâ, ãðàäóèðîâàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè Ìîðèòû è ãðàäóèðîâàí-
íûõ êîëåö ÷àñòíûõ, ïîçâîëÿþùèõ, íàïðèìåð, ðåøèòü äëÿ ãðàäóèðîâàííûõ
êîëåö ïðîáëåìó Â.À. Àíäðóíàêèåâè÷à î ñïåöèàëüíûõ ðàäèêàëàõ, ãðàäóè-
ðîâàííûå âàðèàíòû ïðîáëåì Ìîðèòû è Áýðà-Êàïëàíñêîãî.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìå-
òîäû êëàññè÷åñêîé òåîðèè êîëåö, òåîðèè êàòåãîðèé è ðàçâèòûå ìåòîäû òåî-
ðèè ãðàäóèðîâàííûõ ñòðóêòóð.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâû-
ìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Ïîëó÷åí ãðàäóèðîâàííûé àíàëîã "òðåóãîëüíîé òåîðèè Ãàëóà": ïîñòðî-
åíû èçîìîðôèçì (àíòèèçîìîðôèçì) ìåæäó ðåøåòêîé ãðàäóèðîâàííûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ ãðàäóèðîâàííîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ãðàäóèðîâàí-
íûì òåëîì è ðåøåòêîé ïðàâûõ (ëåâûõ) ãðàäóèðîâàííûõ àííóëÿòîðíûõ èäå-
àëîâ åãî ãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ, àíòèèçîìîðôèçì ìåæäó
ðåøåòêîé ïðàâûõ è ðåøåòêîé ëåâûõ ãðàäóèðîâàííûõ àííóëÿòîðíûõ èäåà-
ëîâ ãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáîé èçî-
ìîðôèçì ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ãðàäóèðîâàí-

61Áàõòóðèí Þ.À., Çàéöåâ Ì.Â., Ñåãàë Ñ.Ê. Êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòûå ãðàäóèðîâàííûå àëãåáðû// Ìà-
òåì. ñá. � 2008. � Ò. 199. � � 7. � Ñ. 21�40.

62Bahturin Yu. A., Sehgal S.K., Zaicev M.V. Group graging on associative algebras// J. Algebra. � 2001.
� V. 241. � P. 677�698.

63D�asc�alescu S., Ion B., N�ast�asescu C. and Rios Montes J. Group gradings on full matrix rings// J. Algebra.
� 1999. � V. 220. � P. 709�728.
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íûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ãðàäóèðîâàííûìè òåëàìè èíäóöèðóåòñÿ
ñïåöèàëüíîãî âèäà ïîëóëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

2. Äîêàçàíà ðàñøèðåííàÿ òåîðåìà ïëîòíîñòè äëÿ ãðàäóèðîâàííûõ êî-
ëåö; îïèñàíû ãðàäóèðîâàííûå ñëàáî ïðèìèòèâíûå êîëüöà â ñëó÷àå, åñëè
ãðàäóèðîâêà êîëüöà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî ïîëóãðóïïå, à ãðàäóèðîâêè ìîäó-
ëåé � ïî ðàçëè÷íûì ïîëèãîíàì íàä ýòîé ïîëóãðóïïîé (ïðè íåêîòîðûõ óñëî-
âèÿõ ñîêðàùåíèÿ, íàëîæåííûõ íà ïîëèãîí).

3. Îïèñàíû ñâîéñòâà ãðàäóèðîâàííîãî öåíòðîèäà Ìàðòèíäåéëà ïîëóïåð-
âè÷íîãî ãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà. Ïîëó÷åíà ãðàäóèðîâàííàÿ âåðñèÿ òåîðå-
ìû Ïîçíåðà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ãðàäóèðîâàííàÿ ïåðâè÷íàÿ PI-àëãåáðà îá-
ëàäàåò ãðàäóèðîâàííîé ïðîñòîé êîíå÷íîìåðíîé íàä ñâîèì ãðàäóèðîâàííûì
öåíòðîì àëãåáðîé ÷àñòíûõ.

4. Äàíà õàðàêòåðèñòèêà ñïåöèàëüíûõ ðàäèêàëîâ êàòåãîðèè ãðàäóèðî-
âàííûõ êîëåö íà ÿçûêå òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé; ðàññìîòðåíû ãðàäóèðîâàí-
íûå âåðñèè êëàññè÷åñêèõ ðàäèêàëîâ è îõàðàêòåðèçîâàíû êëàññû ìîäóëåé,
èì ñîîòâåòñòâóþùèå; îïðåäåëåí êëàññ ñòðîãî ïåðâè÷íûõ ãðàäóèðîâàííûõ
ìîäóëåé, õàðàêòåðèçóþùèé ãðàäóèðîâàííûé ñòðîãî ïåðâè÷íûé ðàäèêàë.
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ëîêàëüíî ðàçðåøèìûé ãðàäóèðîâàííûé ðàäèêàë îáîáùåí-
íî ñïåöèàëüíîé ñóïåðàëãåáðû Ëè ñîâïàäàåò ñ ïåðâè÷íûì ãðàäóèðîâàííûì
ðàäèêàëîì.

Ââåäåíî ïîíÿòèå ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà ãðàäóèðîâàííîé Ω-ãðóïïû, äàíî
åãî ïîýëåìåíòíîå îïèñàíèå; äîêàçàíî, ÷òî ãðàäóèðîâàííûé ïåðâè÷íûé ðà-
äèêàë ãðàäóèðîâàííîé Ω-ãðóïïû ñ óñëîâèåì êîíå÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ íèæ-
íèì ñëàáî ðàçðåøèìûì (â ñìûñëå Ïàðôåíîâà) ðàäèêàëîì.

5. Äàíî îïèñàíèå ãðàäóèðîâàííûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé Ìîðèòû â ïîëíûõ
ïîäêàòåãîðèÿõ êàòåãîðèé ãðàäóèðîâàííûõ ìîäóëåé.

6. Ðåøåíà ïðîáëåìà Áýðà-Êàïëàíñêîãî äëÿ ãðàäóèðîâàííûõ ìîäóëåé,
áëèçêèõ ê ñâîáîäíûì. Ïîëó÷åíû òðè êðèòåðèÿ äëÿ èçîìîðôèçìà ãðàäóè-
ðîâàííûõ êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ áûòü èíäóöèðîâàííûì ïðè ïîìîùè ãðàäó-
èðîâàííîãî ïîëóëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ãðàäóèðîâàííîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè Ìîðèòû èëè ãðàäóèðîâàííîãî òî÷íîãî âëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó-
÷åíû äâà êðèòåðèÿ äëÿ àíòèèçîìîðôèçìà ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö ýíäîìîð-
ôèçìîâ áûòü èíäóöèðîâàííûì ãðàäóèðîâàííûì àíòèïîëóëèíåéíûì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì èëè ãðàäóèðîâàííîé àíòèýêâèâàëåíòíîñòüþ Ìîðèòû ñîîòâåò-
ñòâåííî. Îïèñàíû ½õîðîøèå“ ãðàäóèðîâêè íà êîëüöàõ ìàòðèö íàä ãðàäóè-
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ðîâàííûìè êîëüöàìè.
Òåì ñàìûì â äèññåðòàöèè ðåøåíû ñëåäóþùèå ïðîáëåìû:
� ïîñòðîåíèå ãðàäóèðîâàííîé òðåóãîëüíîé òåîðèè Ãàëóà;
� ãðàäóèðîâàííûé âàðèàíò ïðîáëåìû Â.À. Àíäðóíàêèåâè÷à î ñïåöèàëü-

íûõ ðàäèêàëàõ;
� ãðàäóèðîâàííûé âàðèàíò ïðîáëåìû Ìîðèòû;
� ãðàäóèðîâàííûé âàðèàíò ïðîáëåìû Áýðà-Êàïëàíñêîãî.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-

÷åñêèé õàðàêòåð è ìîæåò áûòü ïðèìåíèìà ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ
ãðàäóèðîâàííûõ ñòðóêòóð.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äî-
êëàäûâàëàñü àâòîðîì

� íà çàñåäàíèÿõ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ïî àëãåáðå è
ñåìèíàðå ½Êîëüöà è ìîäóëè“ êàôåäðû Âûñøåé àëãåáðû ÌÃÓ èìåíè
Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

� è íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ:
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî àëãåáðå (Êðàñíîÿðñê, 1993); Ø ìåæäó-

íàðîäíîé êîíôåðåíöèè ½Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ÷èñåë è åå ïðèëî-
æåíèÿ“(Òóëà, 1996); ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ïàìÿòè
À.Ã. Êóðîøà (Ìîñêâà, 1998); ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ½Óíèâåðñàëüíàÿ
àëãåáðà è åå ïðèëîæåíèÿ“(Âîëãîãðàä, 1999); ìåæäóíàðîäíîì àëãåáðàè÷å-
ñêîì ñåìèíàðå, ïîñâÿùåííîãî 70-ëåòèþ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî ñåìèíà-
ðà ÌÃÓ ïî àëãåáðå (Ìîñêâà, 2000); IV ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ½Ñî-
âðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ÷èñåë è åå ïðèëîæåíèÿ“(Òóëà, 2001); ìåæäó-
íàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè Ç.È.Áîðåâè÷à
(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2002); V ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ½Àëãåáðà è òåî-
ðèÿ ÷èñåë: ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû è ïðèëîæåíèÿ“(Òóëà, 2003); ìåæäó-
íàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ðàäèêàëàì (ICOR-2003) ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè
Â.Àíäðàíóêèåâè÷à (Êèøèíåâ, 2003); ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîí-
ôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 250-ëåòèþ ÌÃÓ è 75-ëåòèþ êàôåäðû âûñøåé àë-
ãåáðû (Ìîñêâà, 2004); ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå ½Êîìïüþòåðíàÿ àëãåáðà
è èíôîðìàòèêà“, ïîñâÿùåííîì 30-ëåòèþ ëàáîðàòîðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ìå-
òîäîâ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ (Ìîñêâà, 2005); Ëîìî-
íîñîâñêèõ ÷òåíèÿ ÌÃÓ èì. Ëîìîíîñîâà (Ìîñêâà, 2007); ìåæäóíàðîäíîé
íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè, èí-
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ôîðìàòèêè“(Òóëà, 2007); ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî àëãåáðå è òåîðèè
÷èñåë, ïîñâÿùåííàÿ 80-ëåòèþ Â.Å.Âîñêðåñåíñêîãî (Ñàìàðà, 2007); ìåæäóíà-
ðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæ-
äåíèÿ À.Ã.Êóðîøà (Ìîñêâà, 2008, ïëåíàðíûé äîêëàä); ìåæäóíàðîäíîì àë-
ãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû, ïîñâÿùåííîì 80-ëåòèþ
À.È.Êîñòðèêèíà (Ìîñêâà, 2009); VII ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ½Àëãåá-
ðà è òåîðèÿ ÷èñåë: ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû è ïðèëîæåíèÿ“, ïîñâÿùåííîé
ïàìÿòè À.À.Êàðàöóáû (Òóëà, 2010, ïëåíàðíûé äîêëàä); ìåæäóíàðîäíîì àë-
ãåáðàè÷åñêîì ñèìïîçèóìå, ïîñâÿùåííîì 80-ëåòèþ êàôåäðû âûñøåé àëãåá-
ðû ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ è 70-ëåòèþ À.Â.Ìèõàë¼âà
(Ìîñêâà, 2010, ïëåíàðíûé äîêëàä); VØ ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ½Àë-
ãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë: ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû è ïðèëîæåíèÿ“, ïîñâÿùåííîé
190-ëåòèþ Ï.Ë.×åáûøåâà è 120-ëåòèþ È.Ì.Âèíîãðàäîâà (Ñàðàòîâ, 2011);
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ½Àëãåáðà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà“, ïîñâÿ-
ùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Â.Â.Ìîðîçîâà (Êàçàíü, 2011); IX ìåæ-
äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ½Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë: ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû
è ïðèëîæåíèÿ“, ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ì.Ä.Ãðèíäëèíãåðà
(Òóëà, 2012, ïëåíàðíûé äîêëàä).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 39 ðàáîòàõ àâ-
òîðà, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 6 ãëàâ,
ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû (íóìåðàöèÿ ïàðàãðàôîâ ïîä÷èíåíà íóìåðàöèè
ãëàâ, íóìåðàöèÿ òåîðåì ïîä÷èíåíà íóìåðàöèè ïàðàãðàôîâ) è ñïèñêà ëèòå-
ðàòóðû. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè � 212 ñòðàíèö, áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò
201 íàèìåíîâàíèå, èç êîòîðûõ 39 � ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Âî ââåäåíèè ñîäåðæèòñÿ ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè; àíàëèçè-
ðóþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïðåäøåñòâóþùèå ïîÿâëåíèþ ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû,
äàåòñÿ êðàòêîå ñîäåðæàíèå ãëàâ.

Ãëàâà 1 íîñèò âñïîìîãàòåëüíûõ õàðàêòåð, â íåé ñîäåðæàòñÿ îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ è ôàêòû, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.

Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, òî âñþäó â ðàáîòå: G � ìóëüòèïëèêàòèâ-
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íàÿ ãðóïïà ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì e; êîëüöî � àññîöèàòèâíîå G-ãðàäó-
èðîâàííîå ñ åäèíèöåé, ìîäóëü � G-ãðàäóèðîâàííûé ìîäóëü (÷òîáû ïîä-
÷åðêíóòü ñ êàêîé ñòîðîíû îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà ìîäóëÿ áóäåì èñïîëüçî-
âàòü îáîçíà÷åíèÿ: MA, AM , AMR è ò.ä.); gr.mod-A (A-gr.mod) � êàòåãîðèÿ
ïðàâûõ (ëåâûõ) ãðàäóèðîâàííûõ A-ìîäóëåé, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
ïðàâûå (ëåâûå) ãðàäóèðîâàííûå A-ìîäóëè, à ìîðôèçìàìè � ñîõðàíÿþùèå
ãðàäóèðîâêó ãîìîìîðôèçìû.

Èäåàë I êîëüöà A íàçûâàåòñÿ ãðàäóèðîâàííûì, åñëè I =
⊕

g∈G(I ∩Ag).
Äëÿ ëþáîãî (ëåâîãî, ïðàâîãî èëè äâóñòîðîííåãî) èäåàëà I â A, âñþäó äàëåå
Igr � íàèáîëüøèé ãðàäóèðîâàííûé èäåàë, ñîäåðæàùèéñÿ â I.

Åñëè A � àëãåáðà íàä ïîëåì k, òî âñå Ag (g ∈ G) äîëæíû áûòü k-ïîä-
ïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàíñòâà A.

Îòîáðàæåíèå ϕ : A → B ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèç-
ìîì (àíòèèçîìîðôèçìîì ) ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö, åñëè ϕ ÿâëÿåòñÿ êîëü-
öåâûì èçîìîðôèçìîì (àíòèèçîìîðôèçìîì) è ϕ(Ag) ⊆ Bg (ϕ(Ag) ⊆ Bg−1)
äëÿ âñåõ g ∈ G.

Äëÿ MA, NA ∈ gr.mod-A îáîçíà÷èì ÷åðåç HOM(MA, NA)g ìíîæå-
ñòâî ãðàäóèðîâàííûõ ìîðôèçìîâ ñòåïåíè g, ò.å. A-ëèíåéíûõ îòîáðàæå-
íèé, äëÿ êîòîðûõ f(Mh) ⊆ Ngh äëÿ âñåõ h ∈ G; HOM(MA, NA) =⊕

g∈G HOM(MA, NA)g � ãðàäóèðîâàííàÿ àáåëåâà ãðóïïà; END(MA) =

HOM(MA,MA) � ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ãðàäóèðîâàí-
íûì êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ ìîäóëÿ MA. Åñëè ãðóïïà G êîíå÷íà èëè ìî-
äóëü M � êîíå÷íî ïîðîæäåí, òî END(MA) ñîâïàäàåò ñ êîëüöîì ýíäîìîð-
ôèçìîâ End(MA) ìîäóëÿ M , ðàññìàòðèâàåìîãî áåç ãðàäóèðîâêè. Îòìåòèì,
÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ëåâûõ ìîäóëåé ãîìîìîðôèçìû áóäåì ïèñàòü ñëåâà,
a f ∈ HOM(AM, AN)g îçíà÷àåò, ÷òî (Mh)f ⊆ Nhg.

Ïóñòü M =
⊕

g∈G Mg è σ ∈ G, òîãäà M(σ) � ìîäóëü M , ðàññìàòðèâàå-
ìûé ñ ãðàäóèðîâêîé M(σ)g = Mσg äëÿ ïðàâîãî ìîäóëÿ (è M(σ)g = Mgσ �
äëÿ ëåâîãî), h(M) =

⋃
g∈G Mg � ìíîæåñòâî îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ ìîäóëÿ

M .
Âñþäó äàëåå ãðàäóèðîâàííûå àíàëîãè ñòàíäàðòíûõ îïðåäåëåíèé áóäåì

îáîçíà÷àòü ïðèñòàâêîé "gr-".
Â § 1.2 ïðèâåäåíû ñâîéñòâà gr-èíúåêòèâíûõ è gr-ïðîåêòèâíûõ ìîäó-

ëåé. Ââåäåíî ïîíÿòèå gr-îáðàçóþùåãî êàòåãîðèè ãðàäóèðîâàííûõ ìîäóëåé
gr.mod-A. Ãðàäóèðîâàííûé A-ìîäóëü UA íàçûâàåòñÿ gr-îáðàçóþùèì êàòå-
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ãîðèè gr.mod�A, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñëåäóþùåé ëåììû.
Ëåììà 1.2.3. Äëÿ ãðàäóèðîâàííîãî A-ìîäóëÿ UA ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:
1)

⊕
g∈G U(g) ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì êàòåãîðèè gr.mod-A;

2) ôóíêòîð HOMA(U,−) : gr.mod-A → gr.mod-ENDA(U) óíèâàëåíòåí;
3) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ãðàäóèðîâàííûõ ìîðôèçìîâ

f1, f2, . . . , fn ∈ h(HOMA(U,A)) è îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ u1, u2, ..., un ∈
h(U), òàêèå ÷òî

∑n
i=1 fi(ui) = 1;

4) UA � îáðàçóþùèé êàòåãîðèè mod�A.
Â § 1.3 äàíà õàðàêòåðèñòèêà ïåðâè÷íûõ è ïîëóïåðâè÷íûõ ãðàäóèðîâàí-

íûõ êîëåö.
Â § 1.4 ââåäåíî ïîíÿòèå ïîëóëèíåéíîãî è àíòèïîëóëèíåéíîãî σ-èçîìîð-

ôèçìà äëÿ ãðàäóèðîâàííûõ ìîäóëåé.
Ïîëóëèíåéíûé èçîìîðôèçì (β, γ) ãðàäóèðîâàííûõ ìîäóëåé MA è NB

áóäåì íàçûâàòü ïîëóëèíåéíûì σ-èçîìîðôèçìîì (σ ∈ G), åñëè (Mg)
β ⊆ Ngσ

è (Ag)
γ ⊆ Bσ−1gσ äëÿ âñåõ g ∈ G.

Aíòèïîëóëèíåéíûé èçîìîðôèçì (γ, β) ãðàäóèðîâàííûõ ìîäóëåé AM è
NB áóäåì íàçûâàòü àíòèïîëóëèíåéíûì σ-èçîìîðôèçìîì (σ ∈ G), åñëè
(Mg)

β ⊆ Ng−1σ è (Ag)
γ ⊆ Bσ−1g−1σ äëÿ âñåõ g ∈ G.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà ãðàäóèðîâàííûì òåëàì, ðåãóëÿðíûì êîëüöàì è òåî-
ðåìàì ïëîòíîñòè.

Â § 2.1 ðàññìîòðåíû ãðàäóèðîâàííûå ìîäóëè íàä ãðàäóèðîâàííûìè òå-
ëàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ gr-ñâîáîäíûìè ìîäóëÿìè, îïèñàíû èõ îäíîðîäíûå áà-
çèñû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, êàæäûé ïðàâûé
(ëåâûé) ãðàäóèðîâàííûé ìîäóëü íàä êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ gr-ñâîáîäíûì, ÿâ-
ëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííûì òåëîì (òåîðåìà 2.1.1).

§ 2.2 ïîñâÿùåí ãðàäóèðîâàííûì êîëüöàì ýíäîìîðôèçìîâ ãðàäóèðîâàí-
íûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ãðàäóèðîâàííûìè òåëàìè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî
îíè ÿâëÿåòñÿ gr-ðåãóëÿðíûìè êîëüöàìè (òåîðåìà 2.2.1).

Ïóñòü VD � ãðàäóèðîâàííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ãðàäóèðîâàí-
íûì òåëîì D, A = ENDD(V ) - åãî ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ.
Äëÿ H ⊆ A, S ⊆ V , ïîëîæèì:
AnnV (H) = {v ∈ V | Hv = 0}, AnnA(S) = {f ∈ A | f(S) = 0},
CoannV (H) = HV = {hv | h ∈ H, v ∈ V }, CoannA(S) = (S : V )A,

lA(H) = {a ∈ A | aH = 0}, rA(H) = {a ∈ A | Ha = 0}.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lgr(V ) ðåøåòêó ãðàäóèðîâàííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðî-
ñòðàíñòâà V , à ÷åðåç Lgr

0 (AA) (Lgr
0 (AA)) ðåøåòêó ëåâûõ (ïðàâûõ) ãðàäó-

èðîâàííûõ àííóëÿòîðíûõ èäåàëîâ êîëüöà A

Ê îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ïàðàãðàôà ñëåäóåò îòíåñòè òåîðåìó,
ÿâëÿþùóþñÿ ãðàäóèðîâàííûì àíàëîãîì "òðåóãîëüíîé òåîðèè Ãàëóà"

Òåîðåìà 2.2.3. Ïóñòü V � G-ãðàäóèðîâàííîãî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä ãðàäóèðîâàííûì òåëîì D, A = ENDD(V ) � åãî ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Òîãäà:

1) îòîáðàæåíèå AnnA : Lgr(V ) −→ Lgr
0 (AA) ÿâëÿåòñÿ àíòèèçîìîðôèç-

ìîì (ñ îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì AnnV );
2) îòîáðàæåíèå CoannA : Lgr(V ) −→ Lgr

0 (AA) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
(ñ îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì CoannV );

3) îòîáðàæåíèå lA : Lgr
0 (AA) −→ Lgr

0 (AA) ÿâëÿåòñÿ àíòèèçîìîðôèç-
ìîì (ñ îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì rA).

è ñëåäóþùóþ òåîðåìó îá èçîìîðôèçìå
Òåîðåìà 2.2.4. Ïóñòü A = ENDD(V ) è B = ENDE(W ) � ãðàäóè-

ðîâàííûå êîëüöà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ãðàäóèðîâàííûõ ëèíåéíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ VD è WE íàä ãðàäóèðîâàííûìè òåëàìè D è E ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà φ : A → B ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóþò ýëåìåíò σ ∈ G è ïîëóëèíåéíûé
σ-èçîìîðôèçì (β, α) ãðàäóèðîâàííûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ VD è WE,
òàêèå ÷òî fφ = βfβ−1 äëÿ ëþáîãî f ∈ A.

Òðåòèé è ÷åòâåðòûé ïàðàãðàô âòîðîé ãëàâû ïîñâÿùåí ãðàäóèðîâàííûì
ðåãóëÿðíûì êîëüöàì è ìîäóëÿì, ïðè÷åì â § 2.4 ãðàäóèðîâêà ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ïî ðåãóëÿðíîé ïîëóãðóïïå S.

Â § 2.5 äîêàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííàÿ òåîðåìà ïëîòíîñòè äëÿ ãðàäóèðîâàí-
íîãî ãðóïïîé êîëüöà.

Ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî íàçûâàåòñÿ ñëàáî ïðèìèòèâíûì, åñëè îíî îáëà-
äàåò òî÷íûì êðèòè÷åñêè ñæèìàåìûì ãðàäóèðîâàííûì ìîäóëåì, ò. å. òàêèì
ìîäóëåì, êîòîðûé ìîæåò áûòü âëîæåí îäíîðîäíûì ìîíîìîðôèçìîì â êàæ-
äûé ñâîé íåíóëåâîé ãðàäóèðîâàííûé ïîäìîäóëü, íî íå ìîæåò áûòü âëîæåí
íè â îäèí èç ñâîèõ ñîáñòâåííûõ ãðàäóèðîâàííûõ ôàêòîð-ìîäóëåé.

Ïóñòü A � ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî. Íàçîâåì ãðàäóèðîâàííîé A-ðåøåò-
êîé òðîéêó (∆, ∆VA,MA), ãäå ∆ � ãðàäóèðîâàííîå òåëî, V � ãðàäóèðîâàííûé
∆�A-áèìîäóëü, MA � ãðàäóèðîâàííûé A-ìîäóëü, ∆M = V , è A äåéñòâóåò
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òî÷íî íà M (çíà÷èò ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî A ⊆ END∆(V )).
Òåîðåìà 2.5.4. Äëÿ ãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà A ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýê-

âèâàëåíòíû:
1) A ñëàáî ïðèìèòèâíî;
2) ñóùåñòâóåò A-ðåøåòêà (∆, ∆VA,MA) òàêàÿ, ÷òî äëÿ äàííûõ ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûõ íàä ∆ ýëåìåíòîâ v1, . . . , vk ∈ h(V ) ñóùåñòâóåò 0 6=
α ∈ h(∆) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ m1, . . . , mk ∈ M íàéäåòñÿ
òàêîé a ∈ A, ÷òî αmi = via ∈ M äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , k; ïðè÷åì, ïðè
k = 1 è m1 ∈ h(M) ýëåìåíò a ìîæíî âûáðàòü îäíîðîäíûì.

Îïèñàíû ãðàäóèðîâàííûå ñëàáî ïðèìèòèâíûå êîëüöà â ñëó÷àå, åñëè ãðà-
äóèðîâêà êîëüöà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî ïîëóãðóïïå, à ãðàäóèðîâêè ìîäóëåé �
ïî ðàçëè÷íûì ïîëèãîíàì íàä ýòîé ïîëóãðóïïîé (ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ
ñîêðàùåíèÿ, íàëîæåííûõ íà ïîëèãîíû).

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ãðàäóèðîâàííûì êîëüöàì ÷àñòíûõ.
Â § 3.1 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû, êàñàþùèõñÿ ïðàâûõ ãðàäóèðîâàííûõ

êëàññè÷åñêèõ êîëåö ÷àñòíûõ, ò.å. êîëåö ÷àñòíûõ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà
âñåõ îäíîðîäíûõ íåäåëèòåëåé íóëÿ.

§ 3.2 ïîñâÿùåí ãðàäóèðîâàííûì ìàêñèìàëüíûì êîëüöàì ÷àñòíûõ, èñ-
ñëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ãðàäóèðîâàííûõ ìàêñèìàëüíûõ êîëåö ÷àñòíûõ gr-ïî-
ëóïåðâè÷íûõ êîëåö. Ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî íàçûâàåòñÿ íåñèíãóëÿðíûì
ñïðàâà, åñëè åãî ïðàâûé ãðàäóèðîâàííûé ñèíãóëÿðíûé èäåàë singgr(A) =

sing(A)gr = 0.
Òåîðåìà 3.2.1 Ïóñòü Q = Qgr(A) � ìàêñèìàëüíîå ãðàäóèðîâàííîå

ïðàâîå êîëüöî ÷àñòíûõ gr-ïîëóïåðâè÷íîãî êîëüöà A. Òîãäà êîëüöî Qgr(A)

gr-ðåãóëÿðíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè singgr(A) = 0.

Â § 3.3 îïèñàíû ñâîéñòâà ãðàäóèðîâàííîãî ðàñøèðåííîãî öåíòðîèäà
Cgr(A) gr-ïîëóïåðâè÷íîãî êîëüöà A, ÿâëÿþùåãîñÿ ìàêñèìàëüíûì ãðàäó-
èðîâàííûì ïîäêîëüöîì öåíòðà ãðàäóèðîâàííîãî ìàðòèíäåéëîâñêîãî ïðà-
âîãî êîëüöà ÷àñòíûõ Qgr

r (A). Óñòàíîâëåíî, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ gr-ðåãóëÿðíûì
è gr-ñàìîèíúåêòèâíûì ïîäêîëüöîì ðàñøèðåííîãî öåíòðîèäà C(A) (òåîðå-
ìà 3.3.2).

Òåîðåìà 3.3.3. Ïóñòü A � gr-ïîëóïåðâè÷íîå êîëüöî, Qgr = Qgr(A),
Cgr = Cgr(A), AUA � ãðàäóèðîâàííûé ïîäáèìîäóëü A�A-áèìîäóëÿ Qgr è
f : AUA −→ AQgr

A � ãîìîìîðôèçì áèìîäóëåé, òàêîé ÷òî f(Uh) ⊆ Qgr
gh äëÿ
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íåêîòîðîãî g ëåæàùåãî â öåíòðå ãðóïïû G. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
λ ∈ Cgr

g , òàêîé ÷òî f(u) = λu äëÿ âñåõ u ∈ U .
Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3.3.3. ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 3.3.6. Ïóñòü Cgr(A) � ãðàäóèðîâàííûé ðàñøèðåííûé

öåíòðîèä gr-ïîëóïåðâè÷íîãî êîëüöà A. Òîãäà ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1) A � gr-ïåðâè÷íî;
2) Cgr(A) � ãðàäóèðîâàííîå ïîëå;
3) Cgr(A)e � ïîëå.

Â § 3.4 ðàññìàòðèâàþòñÿ gr-ïåðâè÷íûå àëãåáðû íàä ïîëåì k, ÿâëÿþùè-
åñÿ PI-àëãåáðàìè êàê àëãåáðû áåç ãðàäóèðîâêè.

Òåîðåìà 3.4.4. Ïóñòü A � gr-ïðèìèòèâíàÿ àëãåáðà, óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ ïîëèíîìèàëüíîìó òîæäåñòâó ñòåïåíè d. Òîãäà A ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-
ìåðíîé íàä ñâîèì ãðàäóèðîâàííûì öåíòðîì Zgr(A) gr-ïðîñòîé àëãåáðîé è
dimZgr(A)(A) ≤ [d/2]2, ãäå [d/2] � öåëàÿ ÷àñòü d/2.

Ïðåäëîæåíèå 3.4.1. Ïóñòü A � gr-ïåðâè÷íàÿ PI-àëãåáðà, Zgr � åå ãðà-
äóèðîâàííûé öåíòð. Òîãäà I ∩Zgr 6= 0 äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ãðàäóèðîâàí-
íîãî èäåàëà I â A.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3.4.4. è ïðåäëîæåíèÿ 3.4.1. äîêàçûâàåòñÿ ãðàäóè-
ðîâàííûé àíàëîã òåîðåìû Ïîçíåðà.

Òåîðåìà 3.4.5. Ïóñòü A � gr-ïåðâè÷íàÿ PI-àëãåáðà, A0 � ãðàäóèðîâàí-
íàÿ öåíòðàëüíàÿ àëãåáðà ÷àñòíûõ àëãåáðû A. Òîãäà:

1) A0 êîíå÷íîìåðíàÿ íàä ñâîèì ãðàäóèðîâàííûì öåíòðîì F gr-ïðîñòàÿ
àëãåáðà, ïðè÷åì F � ãðàäóèðîâàííîå ïîëå ÷àñòíûõ öåíòðà Zgr(A);

2) A0 ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé (ëåâîé è ïðàâîé) êëàññè÷åñêîé àëãåáðîé
÷àñòíûõ äëÿ A;

3) A è A0 óäîâëåòâîðÿþò îäíèì è òåì æå ïîëèíîìèàëüíûì òîæäå-
ñòâàì.

Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà ðàäèêàëàì ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö.
Â § 4.1 èññëåäîâàëèñü ïåðâè÷íûå è ñòðîãî ïåðâè÷íûå ãðàäóèðîâàí-

íûå ìîäóëè. Îïèñàíû ñâîéñòâà gr-ïåðâè÷íûõ, gr-êîïåðâè÷íûõ ìîäóëåé è
gr-ñòðîãî ïåðâè÷íûõ êîëåö è ìîäóëåé.

§ 4.2 ïîñâÿùåí ñïåöèàëüíûì ðàäèêàëàì êàòåãîðèè ãðàäóèðîâàííûõ êî-
ëåö.
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Ïîêàçàíî, ÷òî íàèáîëüøèé ñïåöèàëüíûé êëàññ ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ gr-ïåðâè÷íûõ êîëåö (ïðåäëîæåíèå 4.2.3).

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáîé ñïåöèàëüíûé ðàäèêàë êàòåãîðèè ãðàäóèðîâàí-
íûõ êîëåö ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî êëàññà ãðàäóèðî-
âàííûõ ìîäóëåé, ÿâëÿþùåãîñÿ ïîäêëàññîì gr-ïåðâè÷íûõ ìîäóëåé. Îõàðàê-
òåðèçîâàíû êëàññû ìîäóëåé, îïðåäåëÿþùèå êëàññè÷åñêèå ãðàäóèðîâàííûå
ðàäèêàëû, òàêèå êàê ãðàäóèðîâàííûå ðàäèêàëû Ëåâèöêîãî, Ê¼òå è Áðàóíà-
Ìàêêîÿ, à òàêæå ãðàäóèðîâàííûé êîìïðåññèâíûé è ãðàäóèðîâàííûé ñòðîãî
ïåðâè÷íûé ðàäèêàëû.

Â § 4.3 ðàññìàòðèâàëèñü ðàäèêàëû â êàòåãîðèè ñæàòûõ ãðàäóèðîâàí-
íûõ ïîëóãðóïïîé êîëåö. Îïðåäåëåí àíàëîã ðàäèêàëà Äæåêîáñîíà â äàííîé
êàòåãîðèè è äîêàçàíî, ÷òî îí áóäåò ñïåöèàëüíûì ðàäèêàëîì.

Â § 4.4 ââåäåíî ïîíÿòèå ãðàäóèðîâàííîé Ω-ãðóïïû, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ
íå òîëüêî àññîöèàòèâíûå àëãåáðû (ñ ãðàäóèðîâêîé è áåç îíîé) è ãðóïïû, íî
òàêæå àëãåáðû è ñóïåðàëãåáðû Ëè, êîíôîðìíûå è âåðòåêñíûå àëãåáðû.

Äàíî ïîýëåìåíòíîå îïèñàíèå ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà ãðàäóèðîâàííîé
Ω-ãðóïïû (òåîðåìà 4.4.1.), óñòàíîâëåíî, ÷òî ãðàäóèðîâàííûé ïåðâè÷íûé ðà-
äèêàë ãðàäóèðîâàííîé Ω-ãðóïïû ñ óñëîâèåì êîíå÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ íèæ-
íèì ñëàáî ðàçðåøèìûì (â ñìûñëå Ïàðôåíîâà) ðàäèêàëîì (òåîðåìà 4.4.3.).

§ 4.5 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà îáîáùåííî ñïåöèàëü-
íîé ñóïåðàëãåáðû Ëè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ ëîêàëüíî ðàçðåøè-
ìûì ãðàäóèðîâàííûì ðàäèêàëîì.

Ãëàâà 5 ïîñâÿùåíà ýêâèâàëåíòíîñòÿì è ïîëíûì âëîæåíèÿì â êàòåãî-
ðèÿõ ãðàäóèðîâàííûõ ìîäóëåé.

§ 5.1 äîêàçàíà òåîðåìà
Òåîðåìà 5.1.1. Ïóñòü A � æåñòêàÿ ïîäêàòåãîðèÿ êàòåãîðèè

gr.mod�A, ò.å. ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ, çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî ïîäìîäó-
ëåé, ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ, ïðÿìûõ ñóìì è ñäâèãîâ ãðàäóèðîâêè, U ∈ A è
B = ENDA(U). Òîãäà, åñëè ìîäóëü U ÿâëÿåòñÿ gr-îáðàçóþùèì êàòåãîðèè
A, òî ôóíêòîð HOMA(U,−) : A −→ gr.mod−B ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì óíè-
âàëåíòíûì ôóíêòîðîì, è èìååò ìåñòî åñòåñòâåííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
ôóíêòîðîâ HOMA(U,−)

⊗
B U ∼= IdA.

§ 5.2 ïîñâÿùåí ãðàäóèðîâàííîìó Ìîðèòà-êîíòåêñòó è ýêâèâàëåíòíîñòÿì
èì ïîðîæäàåìûì. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 5.2.4. Äëÿ ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö A è B ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
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ýêâèâàëåíòíû:
1) êàòåãîðèè gr.mod�A è gr.mod�B ÿâëÿþòñÿ gr-ýêâèâàëåíòíûìè;
2) êàòåãîðèè A�gr.mod è B�gr.mod ÿâëÿþòñÿ gr-ýêâèâàëåíòíûìè;
3) ñóùåñòâóþò êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé gr-îáðàçóþùèé

ìîäóëü PA è èçîìîðôèçì ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö B ≈ ENDA(P );
4) ñóùåñòâóþò ãðàäóèðîâàííûå áèìîäóëè BPA è AQB è èçîìîðôèçì

ãðàäóèðîâàííûõ áèìîäóëåé P
⊗

A Q ≈ B, Q
⊗

B P ≈ A.
Ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé îñóùåñòâëÿþò ôóíêòîðû:

HOMA(P,−) : gr.mod−A −→ gr.mod−B è

−
⊗

B

P : gr.mod−B −→ gr.mod−A.

Â §5.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàäóèðîâàííûe ýêâèâàëåíòíîñòè â æåñòêèõ
ïîäêàòåãîðèÿõ, èíäóöèðîâàííûå ëîêàëèçàöèÿìè è êîëîêàëèçàöèÿìè. Äàíî
îïèñàíèå ãðàäóèðîâàííûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ìåæäó ïîëíûìè ïîäêàòåãîðè-
ÿìè êàòåãîðèé ãðàäóèðîâàííûõ ìîäóëåé (òåîðåìà 5.3.1).

Â ãëàâå 6 ðàññìàòðèâàþòñÿ èçîìîðôèçìû è àíòèèçîìîðôèçìû ãðàäó-
èðîâàííûõ êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ãðàäóèðîâàííûõ ìîäóëåé, áëèçêèõ ê ñâî-
áîäíûì.

Â § 6.1 óñòàíîâëåíî, ÷òî èçîìîðôèçìû ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö ýíäîìîð-
ôèçìîâ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïðîåêòèâíûõ gr-îáðàçóþùèõ èíäóöèðóþòñÿ
ãðàäóèðîâàííîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ Ìîðèòû (òåîðåìà 6.1.2).

Â § 6.2 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñòðîãî ãðàäóèðîâàííîãî îáðàçóþùåãî è èññëå-
äóþòñÿ åãî ñâîéñòâà.

Ìîäóëü UA � ñòðîãèé gr-îáðàçóþùèé, åñëè UA = PA

⊕
HA è PA

∼= A(σ)

� gr-ñâîáîäíûé öèêëè÷åñêèé ìîäóëü. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò îäíîðîä-
íûé èäåìïîòåíò v = v2 ∈ END(MA)e, òàêîé ÷òî vMA

∼= PA, íàçûâàåìûé
èäåìïîòåíòíûì ýíäîìîðôèçìîì ðàíãà 1 è îáîçíà÷àòü ýòî: gr.r(v) = 1.

Â § 6.3 ïîëó÷åíû òðè êðèòåðèÿ äëÿ èçîìîðôèçìà ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö
ýíäîìîðôèçìîâ ñòðîãèõ gr-îáðàçóþùèõ áûòü èíäóöèðîâàííûì ïðè ïîìîùè
ãðàäóèðîâàííîãî ïîëóëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ãðàäóèðîâàííîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè Ìîðèòû èëè ãðàäóèðîâàííîãî òî÷íîãî âëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü A è B � ãðàäóèðîâàííûå êîëüöà, MA è NB � ñòðîãèå gr-îáðà-
çóþùèå, R = ENDA(M) è S = ENDB(N) � èõ ãðàäóèðîâàííûå êîëüöà
ýíäîìîðôèçìîâ, α : R → S � èçîìîðôèçì ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö.
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Òåîðåìà 6.3.1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) åñëè v ∈ R è gr.r(v) = 1, òî vαNB � êîíå÷íî ïîðîæäåí è ïðîåêòèâåí;
2) åñëè v ∈ R, w ∈ S è gr.r(v) = gr.r(w) = 1, òî vαSwSvα = vαSvα;
3) åñëè w ∈ S è gr.r(w) = 1 òî wα−1

M � gr-îáðàçóþùèé;
4) ñóùåñòâóåò gr-îáðàçóþùèé UA, äëÿ êîòîðîãî B = END(UA), è èçî-

ìîðôèçì ãðàäóèðîâàííûõ B-ìîäóëåé σ : HOM(UA,MA) → N , òàêîé, ÷òî
[HOM(UA, r)(x)]σ = rαxσ äëÿ âñåõ x ∈ HOM(UA,MA), r ∈ R.

Òåîðåìà 6.3.2. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) åñëè v = v2 ∈ R, gr.r(v) = 1, òî vαNB � gr-ïðîîáðàçóþùèé;
2) åñëè v = v2 ∈ R è w = w2 ∈ S, gr.r(v) = gr.r(w) = 1, òî vαNB è

wα−1

MA � êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïðîåêòèâíûå ãðàäóèðîâàííûå ìîäóëè;
3) åñëè v = v2 ∈ R è w = w2 ∈ S, gr.r(v) = gr.r(w) = 1, òî vαNB è

wα−1

MA � gr-îáðàçóþùèå ìîäóëè;
4) ñóùåñòâóåò ãðàäóèðîâàííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü T : gr.mod−A →

gr.mod−B, òàêàÿ ÷òî T (M) = N è T (r)x = rαx äëÿ âñåõ x ∈ N, r ∈ R.
Òåîðåìà 6.3.3. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) åñëè v = v2 ∈ R è gr.r(v) = 1, òî gr.r(vα) = 1;
2) ñóùåñòâóþò σ ∈ G è ïîëóëèíåéíûé σ-èçîìîðôèçì (β, γ) ìîäóëåé

MA è NB, òàêîé, ÷òî rα = βrβ−1 äëÿ âñåõ r ∈ R.
Â § 6.4 ïîëó÷åíû äâà êðèòåðèÿ äëÿ àíòèèçîìîðôèçìà ãðàäóèðîâàííûõ

êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ñòðîãèõ gr-îáðàçóþùèõ áûòü èíäóöèðîâàííûì ãðà-
äóèðîâàííûì àíòèïîëóëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì èëè ãðàäóèðîâàííîé àí-
òèýêâèâàëåíòíîñòüþ Ìîðèòû ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü MA è NB � ñòðîãèå gr-îáðàçóþùèå, ïðè÷åì MA � ïîëóðåôëåêñèâåí
(ò.å. êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì ωM : M → M ∗∗ = HOMA(HOM(M, A), A)

ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì), R = END(MA), S = END(NB) è α : R → S

àíòèèçîìîðôèçì ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö.
Òåîðåìà 6.4.2. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) åñëè v ∈ R è gr.r(v) = 1, òî gr.r(vα) = 1;
2) ñóùåñòâóþò σ ∈ G è àíòèïîëóëèíåéíûé σ-èçîìîðôèçì (γ, β) ìîäó-

ëåé AM ∗ è NB, òàêèå ÷òî (fη∗)β = ηαfβ äëÿ âñåõ f ∈ M ∗, η ∈ End(MA).
Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ìîäóëè MA è NB � ðåôëåêñèâíû è ñó-

ùåñòâóåò àíòèïîëóëèíåéíûé σ−1-èçîìîðôèçì ìîäóëåé BN ∗ è MA.
Òåîðåìà 6.4.4. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) åñëè v ∈ R è gr.r(v) = 1, òî vαNB � gr-ïðîîáðàçóþùèé;
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2) åñëè v ∈ R, w ∈ S è gr.r(v) = gr.r(w) = 1, òî vαNB è wα−1

MA �
gr-îáðàçóþùèå;

3) φ : R → END(AM ∗) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì è ñóùåñòâóåò ãðà-
äóèðîâàííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé H : gr.mod−Aop → gr.mod−B,

òàêàÿ ÷òî H((M ∗)op) = N è H(r)n = rαn äëÿ âñåõ n ∈ N, r ∈ Rop.
Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ìîäóëè MA è NB � ðåôëåêñèâíû.
§ 6.5 ïîñâÿùåí õîðîøèì ãðàäóèðîâêàì íà êîëüöàõ ìàòðèö íàä ãðàäóè-

ðîâàííûìè êîëüöàìè.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîëüöî ìàòðèö R = Mn(A) ñíàáæåíî õîðîøåé ãðà-

äóèðîâêîé, åñëè R = Mn(A)(ḡ) äëÿ íåêîòîðîãî ḡ = (g1, . . . , gn) ∈ Gn; â ýòîì
ñëó÷àå R èçîìîðôíî êîëüöó ENDA(F ) äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íî ïîðîæäåí-
íîãî gr-ñâîáîäíîãî G-ãðàäóèðîâàííîãî ëåâîãî (èëè ïðàâîãî) A-ìîäóëÿ F .

Òàê êàê gr-ñâîáîäíûé A-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì, òî èç § 6.3 ñëåäó-
åò, ÷òî ëþáîé èçîìîðôèçì ìàòðè÷íûõ êîëåö, ñíàáæåííûõ õîðîøèìè ãðàäó-
èðîâêàìè, èíäóöèðóåòñÿ ëèáî ãðàäóèðîâàííîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ Ìîðèòû,
ëèáî íåêîòîðûì ïîëóëèíåéíûì σ-èçîìîðôèçìîì.

Ðåçóëüòàòû § 2.2 ïîçâîëÿþò êëàññèôèöèðîâàòü õîðîøèå ãðàäóèðîâêè íà
êîëüöå ìàòðèö íàä òåëîì.

Òåîðåìà 6.5.1. Ïóñòü D � òåëî, Mn(D)(g1, . . . , gn) è
Mn(D)(h1, . . . , hn) � äâå õîðîøèå G-ãðàäóèðîâêè íà ìàòðè÷íîé àë-
ãåáðå Mn(D). Òîãäà ãðàäóèðîâàííûå àëãåáðû Mn(D)(g1, . . . , gn) è
Mn(D)(h1, . . . , hn) èçîìîðôíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñó-
ùåñòâóþò g ∈ G è ïåðåñòàíîâêà σ ∈ Sn, òàêèå, ÷òî hi = gσ(i)g äëÿ âñåõ
i = 1, . . . , n.

Ñëåäóþùóþ òåîðåìó ìîæíî ñ÷èòàòü ãðàäóèðîâàííûì àíàëîãîì òåîðå-
ìû Âåääåðá¼ðíà.

Òåîðåìà 6.5.2. Ïóñòü A =
⊕

g∈G Ag � gr-ïðîñòîå gr-àðòèíîâî êîëüöî.
Òîãäà êîëüöî A èçîìîðôíî êîëüöó ìàòðèö ñ õîðîøåé ãðàäóèðîâêîé íàä
íåêîòîðûì ãðàäóèðîâàííûì òåëîì D. Ïðè ýòîì åñëè A ∼= Mn(D)(ḡ) ∼=
Mm(E)(h̄), òî n = m è ñóùåñòâóþò ýëåìåíò σ ∈ G è σ-èçîìîðôèçì
êîëåö ϕ : D → E, äëÿ êîòîðîãî ϕ(Dg) = Eσ−1gσ.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ òåîðåìó
Òåîðåìà 6.5.3. Ïóñòü Mn(k) � êîëüöî ìàòðèö ïîëåì k, ãðàäóèðîâàí-

íîå ãðóïïîé G, òîãäà ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, ÿâëÿþùååñÿ äå-
ëèòåëåì ÷èñëà n, ãðàäóèðîâàííîå òåëî D è ḡ = (g1, . . . , gm) ∈ Gm, òàêèå
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÷òî Mn(k) ∼= Mm(D)(ḡ).
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêè Ðîññèéñêîãî Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëü-

íûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû �� 02-01-00584à, 05-01-00672à, 08-01-00790à, 11-
01-00571à)

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó Ó÷èòåëþ � ïðîôåññî-
ðó Àëåêñàíäðó Âàñèëüåâè÷ó Ìèõàë¼âó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå,
à òàêæå íåîöåíèìóþ ÷åëîâå÷åñêóþ ïîääåðæêó. Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ
áëàãîäàðíîñòü çàâåäóþùåìó êàôåäðîé ïðîôåññîðó Âèêòîðó Íèêîëàåâè÷ó
Ëàòûøåâó, ïðîôåññîðàì Âÿ÷åñëàâó Àëåêñàíäðîâè÷ó Àðòàìîíîâó, Ìèõàè-
ëó Âëàäèìèðîâè÷ó Çàéöåâó, Àëüôðåäó Ëüâîâè÷ó Øìåëüêèíó è âñåìó êîë-
ëåêòèâó êàôåäðû Âûñøåé àëãåáðû Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòå-
òà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà çà ïîìîùü, äîáðîæåëàòåëüíîå îòíîøåíèå
è ïîääåðæêó. Àâòîð òàêæå áëàãîäàðåí çàâåäóþùåìó êàôåäðîé àëãåáðû,
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ãåîìåòðèè Òóëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ïåäà-
ãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ë.Í. Òîëñòîãî ïðîôåññîðó Íèêîëàþ Ìè-
õàéëîâè÷ó Äîáðîâîëüñêîìó çà ïîääåðæêó. Àâòîð ïðèçíàòåëåí ïðîôåññîðó
Ñåðãååþ Àëåêñååâè÷ó Ïèõòèëüêîâó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

Ñïèñîê ðàáîò àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè:
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