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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçáðàííûì âîïðîñàì òåîðèè ïðèáëèæå-

íèé â ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ãåîìåòðè÷åñêîé òåî-
ðèè ïðèáëèæåíèé).

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïóñòü (X, ‖·‖) � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî,M � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâîX, ρ(x,M) := inf{‖x−y‖ :
y ∈ M} � ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà x ∈ X äî M , PM(x) = {y ∈
M : ‖x − y‖ = ρ(x,M)} � ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ýëåìåíòà x íà
ìíîæåñòâî M , òî åñòü ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæå-
íèÿ äëÿ x â M . Îñíîâíûå àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà M
îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè îïåðàòîðà ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ
PM : x → PM(x) � âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷íîãî è îïðåäåëåííîãî
íå íà âñåì X. Òàê, M íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿ, åñ-
ëè îïåðàòîð PM îïðåäåëåí íà âñåì ïðîñòðàíñòâå X, è ìíîæåñòâîì
åäèíñòâåííîñòè, åñëè PM îäíîçíà÷åí íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Åñëè M ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ìíîæåñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿ è ìíî-
æåñòâîì åäèíñòâåííîñòè, òî åñòü äëÿ ëþáîãî x ∈ X â M ñóùåñòâóåò
ðîâíî îäèí ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ PM(x), òî M íàçûâà-
åòñÿ ÷åáûøåâñêèì ìíîæåñòâîì.

Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ áåðåò ñâîå
íà÷àëî â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå Ï.Ë.×åáûøåâà (1859), â êîòîðîé, â
÷àñòíîñòè, äîêàçàíà ÷åáûøåâîñòü ìíîæåñòâà Pn àëãåáðàè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n è ìíîæåñòâà Rmn ðàöèîíàëü-
íûõ ôóíêöèé ñî ñòåïåíüþ ÷èñëèòåëÿ íå âûøå m è ñòåïåíüþ
çíàìåíàòåëÿ íå âûøå n â ïðîñòðàíñòâå C[a, b] äåéñòâèòåëüíîçíà÷-
íûõ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b]. Â ýòîé æå ðàáîòå
Ï.Ë.×åáûøåâ ïî ñóùåñòâó îïèñàë îïåðàòîð ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
åêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâà Pn è Rmn (òåîðåìà îá àëüòåðíàíñå).
Â äàëüíåéøåì ãåîìåòðè÷åñêèå âîïðîñû òåîðèè ïðèáëèæåíèé â
ïðîñòðàíñòâå C èçó÷àëèñü À.Õààðîì (1918), Ñ.Í.Áåðíøòåéíîì
(1938), À.Í.Êîëìîãîðîâûì (1948), Å.ß.Ðåìåçîì (1953). Îêîí÷à-
òåëüíîå ñòàíîâëåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ïðèáëèæåíèé êàê
ñàìîñòîÿòåëüíîé âåòâè òåîðèè ïðèáëèæåíèé ïðîèçîøëî â êîíöå
1950-õ è â 1960-å ãîäû áëàãîäàðÿ ðàáîòàì, â ïåðâóþ î÷åðåäü,
Â.Êëè, Í.Â. Åôèìîâà è Ñ.Á.Ñòå÷êèíà, à çàòåì Â.È.Áåðäûøåâà,
Ë.Ï.Âëàñîâà, À.Ë. Ãàðêàâè, Å.Â.Îøìàíà, Ñ.ß.Õàâèíñîíà,
Å.Àñïëóíäà, À.Áðàóíà, À.Áð¼íäñòåäà, Ä.Âóëüáåðòà, Ô.Äîé÷à,
È. Çèíãåðà, Á.Êðèïêå, É.Ëèíäåíøòðàóññà, Ï.Ìîððèñà, Ò. Ðèâëèíà,
Ó. Ðóäèíà, Ð.Ôåëïñà, Ð.Õîëìñà, Ý.×èíè, Ì.Ýäåëüøòåéíà è
äð. Â äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèÿ ïî ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè
ïðèáëèæåíèé â íàøåé ñòðàíå ïðîâîäèëèñü â îñíîâíîì ïðåä-
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ñòàâèòåëÿìè íàó÷íîé øêîëû Ñ.Á.Ñòå÷êèíà: À.Ð.Àëèìîâûì,
Ï.Â.Àëüáðåõòîì, Â.È.Àíäðååâûì, Â.Ñ.Áàëàãàíñêèì,
À.À.Âàñèëüåâîé, Â.È.Èâàíîâûì, Ì.È.Êàðëîâûì, Ñ.Â.Êîíÿãèíûì,
Â.À.Êîùååâûì, Å.Ä.Ëèâøèöåì, À.Â.Ìàðèíîâûì, Ê.Ñ.Ðþòèíûì,
Ã.Ô.Óñòèíîâûì, È.Ã.Öàðüêîâûì è äð., à òàêæå Ì.Â.Áàëàøîâûì,
Ñ.È.Äóäîâûì, Ã.Å.Èâàíîâûì, Â.Ï.Ôîíôîì è ìíîãèìè äðóãèìè
ìàòåìàòèêàìè.

Â ñîâðåìåííîì ïîíèìàíèè ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé
èçó÷àåò âçàèìîñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè àïïðîêñèìàòèâíûìè ñâîé-
ñòâàìè ìíîæåñòâ (÷åáûøåâîñòü, åäèíñòâåííîñòü, ñóùåñòâîâàíèå, àï-
ïðîêñèìàòèâíàÿ êîìïàêòíîñòü, ñîëíå÷íîñòü, àíòèïðîêñèìèíàëüíîñòü
è ò.ä.) ñ èõ òîïîëîãî�ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè (ëèíåéíîñòü, âû-
ïóêëîñòü, ðàçíîãî ðîäà ñâÿçíîñòü, ãëàäêîñòü è ò.ä.) ïðè ðàçëè÷íûõ
óñëîâèÿõ (ñòðîãàÿ âûïóêëîñòü, ðàâíîìåðíàÿ âûïóêëîñòü, ãëàäêîñòü
è ò.ä.) íà íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïðè âñåì ìíîãîîáðàçèè èññëåäîâàíèé ïî ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè
ïðèáëèæåíèé, ýòà òåîðèÿ ñîäåðæèò áîëüøîå ÷èñëî äàâíî ïîñòàâëåí-
íûõ ïðîáëåì, íå ïîääàþùèõñÿ ðåøåíèþ. Íàèáîëåå îñòðîé èç íèõ ïðè-
çíàåòñÿ ïðîáëåìà âûïóêëîñòè ÷åáûøåâñêèõ ìíîæåñòâ (Í.Â. Åôèìîâ,
Ñ.Á.Ñòå÷êèí, Â.Êëè): âñÿêîå ëè ÷åáûøåâñêîå ìíîæåñòâî â ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå âûïóêëî? Â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå âûïóêëîñòü âñÿêîãî ÷åáûøåâñêîãî ìíîæåñòâà áûëà äîêà-
çàíà Ë.Áóíòîì åùå â 1934 ã. Íè â îäíîì áåñêîíå÷íîìåðíîì áàíà-
õîâîì ïðîñòðàíñòâå ÷åáûøåâñêèå ìíîæåñòâà íå îõàðàêòåðèçîâàíû â
ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ. Ñ ïðîáëåìîé âûïóêëîñòè òåñíî ñâÿçàíà
òàêæå ïðîáëåìà õàðàêòåðèçàöèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ
êàæäîå ÷åáûøåâñêîå ìíîæåñòâî âûïóêëî (ýòà ïðîáëåìà äî êîíöà íå
ðåøåíà è â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå).

Â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé âûïóêëîñòè ÷åáûøåâñêèõ ìíîæåñòâ áûëà
äîêàçàíà

Òåîðåìà A (Í.Â.Åôèìîâ è Ñ.Á.Ñòå÷êèí1 , 1961). ×åáûøåâñêîå
ìíîæåñòâî â ãëàäêîì ðàâíîìåðíî âûïóêëîì áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå (â ÷àñòíîñòè, â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå) âûïóêëî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíî.

Òåîðåìà A ïîçâîëÿåò ïåðåôîðìóëèðîâàòü ïðîáëåìó âûïóêëîñòè
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñóùåñòâóåò ëè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå íå
àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíîå ÷åáûøåâñêîå ìíîæåñòâî? Â I ãëàâå äèñ-
ñåðòàöèè äëÿ öåëîãî êëàññà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà äàåòñÿ óòâåðäèòåëü-

1Í.Â.Åôèìîâ, Ñ.Á.Ñòå÷êèí, �Àïïðîêñèìàòèâíàÿ êîìïàêòíîñòü è ÷åáûøåâ-
ñêèå ìíîæåñòâà�, Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1961, 140:3, 522�524.
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íûé îòâåò íà ìåíåå êàòåãîðè÷íûé âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íå
àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî M , ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåê-
öèÿ PM(x) íåïóñòà è êîíå÷íà äëÿ ëþáîãî x ∈ X?

Â òî æå âðåìÿ ââåäåííîå â ñâÿçè ñ òåîðåìîé A ïîíÿòèå àïïðîêñè-
ìàòèâíîé êîìïàêòíîñòè îêàçàëîñü îñíîâîïîëàãàþùèì â ãåîìåòðè÷å-
ñêîé òåîðèè ïðèáëèæåíèé è åå ïðèëîæåíèÿõ. Àïïðîêñèìàòèâíî êîì-
ïàêòíûå ìíîæåñòâà ñòàëè èññëåäîâàòüñÿ ñàìè ïî ñåáå.

Â ëþáîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X âñÿêîå îãðàíè÷åííî êîìïàêò-
íîå ìíîæåñòâî (òî åñòü ìíîæåñòâî, ïåðåñå÷åíèå êîòîðîãî ñ ëþáûì
çàìêíóòûì øàðîì êîìïàêòíî) ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêò-
íûì. Â ÷àñòíîñòè, â ëþáîì X âñå êîíå÷íîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
ÿâëÿþòñÿ àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíûìè. Â äîñòàòî÷íî �õîðîøèõ�
ïðîñòðàíñòâàõ X àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå çà-
ìêíóòûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Òàêèå ïðîñòðàíñòâà íàçâàíû ïðîñòðàí-
ñòâàìè Åôèìîâà�Ñòå÷êèíà.

Èìåííî, áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
Åôèìîâà�Ñòå÷êèíà (È. Çèíãåð), åñëè ëþáîå ñåêâåíöèàëüíî ñëàáî çà-
ìêíóòîå ìíîæåñòâî M ⊂ X àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíî â X.

Òåîðåìà B (È. Çèíãåð2 , 1964). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-
íû:
(1) X � ïðîñòðàíñòâî Åôèìîâà�Ñòå÷êèíà;
(2) êàæäîå çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â X àïïðîêñèìàòèâíî êîì-
ïàêòíî;
(3) êàæäîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â X àïïðîêñèìàòèâíî
êîìïàêòíî;
(4) X ðåôëåêñèâíî è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: åñëè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ {xn} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó
x è ‖xn‖ → ‖x‖, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk},
÷òî ‖xnk − x‖ → 0.

Ïðèìåðàìè ïðîñòðàíñòâ Åôèìîâà�Ñòå÷êèíà ñëóæàò ïðîñòðàíñòâà
Lp, 1 < p < ∞. Â ñèëó òåîðåìû B çàäà÷à îïèñàíèÿ àïïðîêñèìà-
òèâíî êîìïàêòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîäåðæàòåëüíà (è äî ñèõ ïîð íå
ðåøåíà) äëÿ ïðîñòðàíñòâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòðàíñòâàìè Åôèìîâà�
Ñòå÷êèíà, â ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ ïðîñòðàíñòâ L1, L∞ è ïðîñòðàíñòâà
C(K) ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà (õàóñäîðôîâîì) êîìïàêòå K. Âî II
ãëàâå íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå àïïðîêñèìàòèâíî
êîìïàêòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâàõ òèïà c (òî åñòü â ïðî-
ñòðàíñòâàõ C(K) äëÿ êîìïàêòîâ K ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðåäåëüíûõ
òî÷åê).

2I. Singer, �Some remarks on approximative compactness�, Rev. roum. math. pures
et appl., 9:2 (1964), 167�177.
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Äëÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòðàíñòâàìè Åôè-
ìîâà�Ñòå÷êèíà, àêòóàëüíû äâå äðóãèå çàäà÷è: âî âñÿêîì ëè òàêîì
ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíîå, íî íå îãðà-
íè÷åííî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî?; âî âñÿêîì ëè òàêîì ïðîñòðàíñòâå
ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíîå òå-
ëî? Ãëàâà I äèññåðòàöèè ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ýòèõ çà-
äà÷ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ëþáîãî ñëàáî êîìïàêòíî ïîðîæäåííîãî áàíà-
õîâà ïðîñòðàíñòâà (WCG�ïðîñòðàíñòâà) è äëÿ ëþáîãî ðåôëåêñèâíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà èëè íåñåïàðàáåëüíîãîWCG�ïðîñòðàíñòâà. Ïîïóòíî
â ïðîèçâîëüíîì WCG�ïðîñòðàíñòâå ñòðîèòñÿ ïðèìåð íåòðèâèàëüíî-
ãî ÷åáûøåâñêîãî ìíîæåñòâà (âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè íåîäíîòî÷å÷-
íîãî ñîáñòâåííîãî ÷åáûøåâñêîãî ïîäìíîæåñòâà â ïðîèçâîëüíîì áà-
íàõîâîì ïðîñòðàíñòâå âîçíèê â øêîëå Ñ.Á.Ñòå÷êèíà è äî ñèõ ïîð íå
ðåøåí).

Âåðíåìñÿ ê ïðîáëåìå âûïóêëîñòè.
Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîëó÷åíû äåñÿòêè ðåçóëüòàòîâ, â êîòîðûõ

âûïóêëîñòü ÷åáûøåâñêîãî ìíîæåñòâàM äîêàçàíà â ðàçëè÷íûõ êëàñ-
ñàõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íà ñòðóêòóðó
M èëè íà îïåðàòîð ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ PM . Íàèáîëüøèé
âêëàä â ðàçâèòèå ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ïðèáëè-
æåíèé áûë âíåñåí Ë.Ï.Âëàñîâûì. Âîò îäíà èç åãî ìíîãî÷èñëåííûõ
òåîðåì.

Òåîðåìà C. (Ë.Ï.Âëàñîâ3 , 1967) Ïóñòü X � ëîêàëüíî ðàâíî-
ìåðíî âûïóêëîå ãëàäêîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî
M ⊂ X ÷åáûøåâñêîå è äëÿ ëþáîãî x 6∈M ñ PM(x) = {y} ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

lim
λ→0+

PM(x+ λ(x− y)) = y,

òî M âûïóêëî.
Òåîðåìà C ïðîäîëæàåò íàìåòèâøóþñÿ â òåîðåìå A �ëèíèþ� óñëî-

âèé âûïóêëîñòè ÷åáûøåâñêîãî ìíîæåñòâà M , ôîðìóëèðóåìûõ â òåð-
ìèíàõ òîãî èëè èíîãî âèäà íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà ìåòðè÷åñêîãî
ïðîåêòèðîâàíèÿ PM (òàê, â òåîðåìå C ôèãóðèðóåò òàê íàçûâàåìàÿ
�ðàäèàëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü� îïåðàòîðà PM). Â äàëüíåéøåì òàêîãî
ðîäà óñëîâèÿ ñòàëè ôîðìóëèðîâàòüñÿ â òåðìèíàõ ìíîæåñòâà òî÷åê
ðàçðûâà îïåðàòîðà PM . Íàèáîëåå ñëàáûå èç ýòèõ óñëîâèé ïîëó÷åíû
Â.Ñ.Áàëàãàíñêèì (1996), à òàêæå Ñ.Â.Êîíÿãèíûì (1996)4 .

3Ë.Ï.Âëàñîâ, �Î ÷åáûøåâñêèõ è àïïðîêñèìàòèâíî âûïóêëûõ ìíîæåñòâàõ�,
Ìàòåì. çàìåòêè, 2:2 (1967), 191�200.

4Â.Ñ.Áàëàãàíñêèé, Ë.Ï.Âëàñîâ, �Ïðîáëåìà âûïóêëîñòè ÷åáûøåâñêèõ ìíî-
æåñòâ�, Óñïåõè ìàòåì. íàóê, 51:6 (1996), 125�188.
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Â III ãëàâå äèññåðòàöèè ïðîáëåìà âûïóêëîñòè ÷åáûøåâñêîãî ìíî-
æåñòâà ïîëó÷àåò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðè äîïîëíèòåëüíîì àï-
ïðîêñèìàòèâíîì óñëîâèè èíîãî òèïà, à èìåííî, ïðè óñëîâèè N -÷å-
áûøåâîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà ñ N > 2. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäå-
ëåíèÿ.

Ïóñòü (X, ‖·‖) � äåéñòâèòåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ ýëå-
ìåíòîâ x1, . . . , xN ∈ X è ìíîæåñòâà M ⊂ X ïîëîæèì
ρ(x1, . . . , xN ;M) = inf{∑N

k=1 ‖xk − y‖ : y ∈M};
PM(x1, . . . , xN) = {y ∈M :

∑N
k=1 ‖xk − y‖ = ρ(x1, . . . , xN ;M)}

� ìåòðè÷åñêàÿ N -ïðîåêöèÿ òî÷åê x1, . . . , xN íà ìíîæåñòâî M .
Îòìåòèì, ÷òî ñàìà ïî ñåáå ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ìèíèìèçàöèè ñóì-

ìû ðàññòîÿíèé îò çàäàííûõ ýëåìåíòîâ x1, . . . , xN äî ýëåìåíòà çàäàí-
íîãî ìíîæåñòâà M â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå äàëåêî íå íîâà: åùå
â 1965 ã. Ã.Ø.Ðóáèíøòåéí ðàññìàòðèâàë äàæå áîëåå îáùèå ñóììû
(ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè ïðè íîðìàõ) è ïîëó÷àë õàðàêòåðèñòèêè
ýëåìåíòîâ âûïóêëîãî ìíîæåñòâàM , ìèíèìèçèðóþùèõ òàêèå ñóììû.

Ìíîæåñòâî M íàçîâåì N-÷åáûøåâñêèì, åñëè äëÿ ëþáûõ
x1, . . . , xN ∈ X âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:
(1) ρ(x1, . . . , xN ;M) > ρ(x1, . . . , xN ;X) è PM(x1, . . . , xN) îäíîòî÷å÷íà;
(2) ρ(x1, . . . , xN ;M) = ρ(x1, . . . , xN ;X) è PM(x1, . . . , xN) 6= ∅.

Â ñëó÷àå N = 1 ýòî îïðåäåëåíèå äàåò îáû÷íûå ÷åáûøåâñêèå ìíî-
æåñòâà. Âñÿêîå N -÷åáûøåâñêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷åáûøåâñêèì.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò III ãëàâû ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå âûïóêëî-
ñòè N -÷åáûøåâñêîãî ìíîæåñòâà: ïðè ÷åòíîì N � â ëþáîì ðàâíî-
ìåðíî âûïóêëîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðè íå÷åòíîì N > 3 � â
ëþáîì ðàâíîìåðíî âûïóêëîì ãëàäêîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äî-
êàçàòü ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïðè N = 1 îçíà÷àëî áû ðåøèòü ïðî-
áëåìó âûïóêëîñòè. Îäíàêî äî ñèõ ïîð âåðîÿòíàÿ âûïóêëîñòü ÷åáû-
øåâñêîãî ìíîæåñòâà M â ðàâíîìåðíî âûïóêëîì ãëàäêîì áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå äîêàçûâàëàñü ëèøü ïðè äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿõ (ñì.
âûøå).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðåçóëüòàòîâ III ãëàâû ñóùåñòâåííî èñïîëüçó-
åòñÿ òåîðåìà C, à òàêæå äðóãàÿ òåîðåìà Ë.Ï.Âëàñîâà î ñâÿçíîñòè
÷åáûøåâñêèõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà D. (Ë.Ï.Âëàñîâ5 , 1968) Â ðàâíîìåðíî âûïóêëîì áàíà-
õîâîì ïðîñòðàíñòâå X âñÿêîå P�ñâÿçíîå (â ÷àñòíîñòè, ÷åáûøåâ-
ñêîå) ìíîæåñòâî V �ñâÿçíî.

Çäåñü P�ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâà M îçíà÷àåò íåïóñòîòó è ñâÿçíîñòü
ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè PM(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ X, à V �ñâÿçíîñòü ìíî-

5Ë.Ï.Âëàñîâ, �×åáûøåâñêèå ìíîæåñòâà è íåêîòîðûå èõ îáîáùåíèÿ�, Ìàòåì.
çàìåòêè, 3:1 (1968), 59�69.
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æåñòâà M îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå M ñ ëþáûì çàìêíóòûì øàðîì
ïðîñòðàíñòâà X èëè ïóñòî, èëè ñâÿçíî.

Òåîðåìà D â III ãëàâå ïî íåîáõîäèìîñòè ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé
íåñèììåòðè÷íî íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, ÷òî ñàìî ïî ñåáå ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîÿâëåíèåì îáùåé òåíäåíöèè: ïîñëåäíèå äâàäöàòü ëåò òåîðèÿ
ïðèáëèæåíèé â íåñèììåòðè÷íîé íîðìå àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ, è ýòî
ðàçâèòèå ñòèìóëèðîâàëî ïåðåíåñåíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ íà ñëó÷àé íåñèììåòðè÷íîé íîðìû.

Ìåòðè÷åñêàÿ N -ïðîåêöèÿ åñòåñòâåííî ñâÿçàíà ñ òî÷êàìè Øòåé-
íåðà.

Òî÷êîé Øòåéíåðà ýëåìåíòîâ x1, . . . , xN áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X
íàçûâàåòñÿ òàêîé ýëåìåíò s = s(x1, . . . , xN) ∈ X, ÷òî

∑N
k=1 ‖xk −

s‖ = infx∈X
∑N

k=1 ‖xk − x‖. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òî÷êè Øòåéíåðà
ñîñòàâëÿþò ìåòðè÷åñêóþ N -ïðîåêöèþ PX(x1, . . . , xN).

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà X = H è N = 3
òî÷êà Øòåéíåðà s(x1, x2, x3) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà: îíà ëåæèò â
àôôèííîé ïëîñêîñòè òî÷åê x1, x2, x3 è ëèáî ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç
íèõ (åñëè â òðåóãîëüíèêå x1x2x3 åñòü óãîë, íå ìåíüøèé 120◦), ëèáî
ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Òîðè÷åëëè (èç êîòîðîé âñå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà
âèäíû ïîä óãëîì 120◦).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ðåôëåêñèâíîì ïðîñòðàíñòâå X òî÷êà
Øòåéíåðà ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî íàáîðà òî÷åê x1, . . . , xN .

Ïåðâûé ïðèìåð íåñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè Øòåéíåðà â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå ïîñòðîèë Ë.Âåñåëû (1993). Ïðè ýòîì îí äîêàçàë, ÷òî
âñÿêîå íåðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ìîæíî òàê ýêâèâà-
ëåíòíî ïåðåíîðìèðîâàòü, ÷òî â íîâîé íîðìå äëÿ íåêîòîðûõ òðåõ òî-
÷åê x1, x2, x3 òî÷êà Øòåéíåðà s(x1, x2, x3) íå ñóùåñòâóåò.

Â çàêëþ÷èòåëüíîì ïàðàãðàôå I ãëàâû äèññåðòàöèè äëÿ êàæäîãî
N = 3, 4, 5, . . . ïîñòðîåí ïðèìåð òàêîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X è
òàêèõ ýëåìåíòîâ x1, . . . , xN â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî òî÷êà Øòåé-
íåðà s(x1, . . . , xN) íå ñóùåñòâóåò. Ýòîò ïðèìåð îòëè÷åí îò ïðèìåðîâ
Ë.Âåñåëû è äðóãèõ àâòîðîâ è îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì
�óñòîé÷èâîñòè�. Èäåéíî ðåçóëüòàòû î òî÷êàõ Øòåéíåðà ïðèìûêàþò,
êîíå÷íî, ê III ãëàâå, è ïîðîæäàþò öåëûé ðÿä âîïðîñîâ î êðàò÷àéøèõ
ñåòÿõ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ (íåñóùåñòâîâàíèå òî÷êè Øòåéíåðà
äëÿ çàäàííûõ òðåõ òî÷åê îçíà÷àåò è íåñóùåñòâîâàíèå êðàò÷àéøåé ñå-
òè, òî åñòü ñâÿçíîãî ãðàôà ìèíèìàëüíîé äëèíû, çàòÿãèâàþùåãî ýòè
òðè òî÷êè).

Âîîáùå îòìåòèì, ÷òî êðóã çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ñâÿçè ñ ðåçóëüòà-
òàìè III ãëàâû, íå îãðàíè÷èâàåòñÿ �ãåîìåòðè÷åñêèìè� ðàìêàìè: âåäü
ýòè, óñëîâíî ãîâîðÿ, N�ïðèáëèæåíèÿ (êîãäà â çàäàííîì ìíîæåñòâå
èùåòñÿ ýëåìåíò ñ íàèìåíüøåé ñóììîé ðàññòîÿíèé äî çàäàííûõ N
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ýëåìåíòîâ), äîïóñêàþò âñå îñíîâíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ òåîðèè ïðè-
áëèæåíèé � ïîëó÷åíèå ïðÿìûõ è îáðàòíûõ òåîðåì, ñõîäèìîñòü ðàç-
ëè÷íûõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ, îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ è ò.ä. Ïðè ýòîì
âìåñòî ñóììû ðàññòîÿíèé äî çàäàííûõ N ýëåìåíòîâ ìîæíî áðàòü èõ
ìàêñèìóì èëè äðóãóþ ïîäõîäÿùóþ ôóíêöèþ îò ýòèõ ðàññòîÿíèé.

II ãëàâà äèññåðòàöèè, à òàêæå ÷àñòü III ãëàâû ñâÿçàíû ñ äðóãèì
êëàññè÷åñêèì íàïðàâëåíèåì ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ïðèáëèæåíèé �
òåîðèåé ÷åáûøåâñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îäíîâðåìåííàÿ ðåôëåêñèâíîñòü è ñòðîãàÿ
âûïóêëîñòü áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà íåîáõîäèìû è äîñòàòî÷íû äëÿ
òîãî, ÷òîáû âñå åãî ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà áûëè ÷åáûøåâñêèìè
(íàïðèìåð, òàêèìè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Lp, 1 < p <∞). Ïîýòîìó
îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à îïèñàíèÿ ÷åáûøåâñêèõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ â íåðåôëåêñèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ïðåæäå âñåãî â ïðîñòðàí-
ñòâàõ L1 è C). Â ïðîñòðàíñòâå C êîíå÷íîìåðíûå ÷åáûøåâñêèå ïîä-
ïðîñòðàíñòâà îïèñàíû À.Õààðîì (1918) è Äæ.Ìýéðõüþáåðîì (1956),
à ÷åáûøåâñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè � À.Ë. Ãàð-
êàâè (1967). Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ ïðîñòðàíñòâà L1 ïîëó-
÷åíû Ð.Ôåëïñîì (1966) è À.Ë. Ãàðêàâè (1970). Îäíàêî äàæå â ñàìûõ
ïðîñòûõ íåðåôëåêñèâíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ î ÷åáûøåâñêèõ
ïîäïðîñòðàíñòâàõ ñ áåñêîíå÷íûìè ðàçìåðíîñòüþ è êîðàçìåðíîñòüþ
èçâåñòíî î÷åíü ìàëî (íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà â ïðîñòðàíñòâàõ C[0, 1] è c).

Îïåðàòîð ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ PY áûâàåò ðàçðûâíûì,
áûâàåò íåïðåðûâíûì, íî íå ëèïøèöåâûì (íàïðèìåð, äëÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâà Y = Pn ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n > 2 â C[0, 1]),
è óæ ñîâñåì ðåäêî áûâàåò ëèíåéíûì, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà E (Ðóäèí�Ñìèò6 , 1961; È. Çèíãåð7 , 1970). Ïóñòü X �
äåéñòâèòåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè dimX > 3, è
íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, k óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1 6 n < dimX−1,
2 6 k < dimX. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) X � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî;
(2) âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊂ X ðàçìåðíîñòè n îáëàäàåò îä-

íîçíà÷íîé è ëèíåéíîé ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèåé;
(3) âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊂ X êîðàçìåðíîñòè k îáëàäàåò

îäíîçíà÷íîé è ëèíåéíîé ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèåé.
Âî II ãëàâå äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ïîëíûå îïèñàíèÿ ÷åáûøåâñêèõ

6W.Rudin, K.T. Smith, �Linearity of best approximation: a characterization of
ellipsoids�, Indagationes Mathematicae, 23:1 (1961), 97�103.

7I. Singer, Best approximation in normed linear spaces by elements of linear
subspaces, Springer, Berlin�Heidelberg�New York, 1970.
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ïîäïðîñòðàíñòâ ñ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâà-
íèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ C, L1 è â ïðîñòðàíñòâå H1 Õàðäè. Èññëåäóåòñÿ
òàêæå ëèïøèöåâîñòü îïåðàòîðà ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ÷å-
áûøåâñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâ, à òàêæå îáùèõ
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Â III ãëàâå ïîëó÷åíû òàêæå îïèñàíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ 2-÷åáûøåâñ-
êèõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâàõ L1 è C. Ýòè ðåçóëüòàòû àíà-
ëîãè÷íû óïîìèíàâøèìñÿ âûøå òåîðåìàì Õààðà è Ôåëïñà. Â öåëîì
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî 2-÷åáûøåâñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ýòèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì ÷åáûøåâñêèõ. Êðîìå òîãî, èññëåäóåò-
ñÿ ñâîéñòâî çåðêàëüíîñòè ìåòðè÷åñêîé 2-ïðîåêöèè íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâî (êàê äëÿ îáû÷íîé ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè íà ïîäïðîñòðàíñòâî
�íàèëó÷øèì� ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîñòü, òàê äëÿ ìåòðè÷åñêîé
2-ïðîåêöèè òàêîâûì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ åå çåðêàëüíîñòü). Â ÷àñòíî-
ñòè, ïîëó÷åí àíàëîã òåîðåìû E: ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà îõàðàê-
òåðèçîâàíû â òåðìèíàõ çåðêàëüíîñòè ìåòðè÷åñêîé 2-ïðîåêöèè íà èõ
ïîäïðîñòðàíñòâà.

IV ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà íîâîìó ðàçäåëó ãåîìåòðè÷åñêîé
òåîðèè ïðèáëèæåíèé � çàäà÷å î ïëîòíîñòè ïîëóãðóïïû, ïîðîæäåí-
íîé çàäàííûì ìíîæåñòâîì M , â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â îáùåì
âèäå ýòà çàäà÷à ñòàâèòñÿ òàê.

ÏóñòüM � íåêîòîðîå çàäàííîå ïîäìíîæåñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàí-
ñòâà X. Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæåñòâî

R(M) =
∞⋃
n=1

M + · · ·+M︸ ︷︷ ︸
n

âñþäó ïëîòíî â X, òî åñòü ëþáîé ýëåìåíò èç X ñêîëü óãîäíî òî÷íî
ïðèáëèæàåòñÿ êîíå÷íûìè ñóììàìè ýëåìåíòîâ èç M?

Ïîëó÷åííûå â IV ãëàâå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîé çàäà÷å,
÷åòêî äåëÿòñÿ íà äâå ÷àñòè: (1) íàõîæäåíèå óñëîâèé íà M è X, äî-
ñòàòî÷íûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû R(M) áûëî àääèòèâíîé ïîäãðóïïîé â X;
(2) íàõîæäåíèå óñëîâèé íà M è X, äîñòàòî÷íûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû çà-
ìêíóòàÿ àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà, ïîðîæäàåìàÿ ìíîæåñòâîìM , ñîâïà-
äàëà ñ X. Èíòåðåñíî, ÷òî â ðåçóëüòàòàõ ïåðâîé ÷àñòè ñóùåñòâåííóþ
ðîëü èãðàåò âûïóêëîñòü ñôåðû S(X), à â ðåçóëüòàòàõ âòîðîé ÷àñòè
� ãëàäêîñòü ýòîé ñôåðû.

Èñòî÷íèêîì è ìîäåëüíûì ïðèìåðîì äëÿ çàäà÷è î ïëîòíîñòè ïîëó-
ãðóïïû ïîñëóæèëà òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé íàèïðîñòåéøèìè äðîáÿìè.

Íàèïðîñòåéøåé äðîáüþ ñòåïåíè n íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ âèäà

rn(z) =
n∑

k=1

1

z − ak =
P ′(z)

P (z)
,
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ãäå {ak}nk=1 � òî÷êè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, à P (z) = c(z − a1) ·
· · · · (z− an), c ∈ C \ {0}, � ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñ íóëÿìè â ýòèõ òî÷êàõ.

Åñëè E � ìíîæåñòâî íà êîìïëåêcíîé ïëîñêîñòè,ME =
{

1
z−a : a ∈ E},

X � íåêîòîðîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà
êàêîì-ëèáî ìíîæåñòâå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íå ïåðåñåêàþùåìñÿ ñ
E, òî çàäà÷à î òîì, ïðèáëèæàåòñÿ ëè âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ X íàèïðî-
ñòåéøèìè äðîáÿìè ñ ïîëþñàìè èç E, ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î ïëîòíî-
ñòè ìíîæåñòâà R(ME) â X.

Èññëåäîâàíèÿ ïî ïðèáëèæåíèþ íàèïðîñòåéøèìè äðîáÿìè â ðàç-
ëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ áûëè íà÷àòû â íàøåé ñòðàíå
â êîíöå 1990-õ ïî èíèöèàòèâå Å.Ï.Äîëæåíêî. Ê íàñòîÿùåìó âðå-
ìåíè â ýòîé òåìàòèêå ïîëó÷åíî íåìàëî ðåçóëüòàòîâ (Â.È.Äàí÷åíêî,
Ä.ß.Äàí÷åíêî, È.Ð.Êàþìîâ, Å.Í.Êîíäàêîâà, Î.Í.Êîñóõèí, ß.Â.Íî-
âàê, Â.Þ.Ïðîòàñîâ, Ï.Â.×óíàåâ).

Íî íà÷àëîñü âñå ñî ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è, ïîñòàâëåí-
íîé Å.À. Ãîðèíûì â 1960-å ãîäû. Ïóñòü íàèïðîñòåéøàÿ äðîáü rn(z)
ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò 1 â êàæäîé òî÷êå äåéñòâèòåëüíîé îñè R.
Êàê áëèçêî ìîãóò ïîäõîäèòü ê îñè R ïîëþñû ak ýòîé äðîáè? Äðóãèìè
ñëîâàìè, ñòðåìÿòñÿ ëè ê íóëþ âåëè÷èíû

d(n) = inf



min |Im ak| :

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

1

z − ak

∥∥∥∥∥
L∞(R)

6 1



 ,

è åñëè ñòðåìÿòñÿ, òî ñ êàêîé ñêîðîñòüþ?
Â.È.Äàí÷åíêî ïîëíîñòüþ ðåøèë ýòó çàäà÷ó.
Òåîðåìà F (Â.È.Äàí÷åíêî8 , 1994)

d(n) � ln lnn

lnn
(n→∞)

(çíàê � ñëàáîé ýêâèâàëåíòíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî îòíîøåíèå ëåâîé è
ïðàâîé ÷àñòåé îãðàíè÷åíî ñâåðõó è ñíèçó ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿí-
íûìè).

Êðîìå òîãî, Â.È.Äàí÷åíêî èññëåäîâàë àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ
íàèïðîñòåéøèõ äðîáåé, îãðàíè÷åííûõ åäèíèöåé ïî íîðìå Lp(R), 1 <
p <∞. Ïðèâåäåì òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó ïîëó÷åííîãî èì ðåçóëüòàòà.

Ïóñòü 1 < p < ∞, 1
p

+ 1
q

= 1, Hp(C+) � ïðîñòðàíñòâî Õàðäè â
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè C+, òî åñòü ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ â C+

8Â.È.Äàí÷åíêî, �Îöåíêè ðàññòîÿíèé îò ïîëþñîâ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðîèçâîä-
íûõ äî ïðÿìûõ è îêðóæíîñòåé�, Ìàòåì. ñá., 185:8 (1994), 63�80.
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ôóíêöèé f ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖f‖Hp(C+) = sup
a>0

(∫

R
|f(x+ ia)|pdx

) 1
p

.

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Hp(C+) èìååò êîíå÷íûå óãëîâûå ïðåäåëû f(x)
äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ R, îáðàçóþùèå ôóíêöèþ f(x) ∈ Lp(R). Ïðî-
ñòðàíñòâî Hp(C+) ñîäåðæèò âñå íàèïðîñòåéøèå äðîáè ñ ïîëþñàìè â
íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïîëîæèì
d(n, p) =

inf



min

k
Im ak :

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

1

z − ak + f(z)

∥∥∥∥∥
Lp(R)

6 1, Im ak > 0, f ∈ Hp(C+)



 .

Òåîðåìà G (Â.È.Äàí÷åíêî, 1994). Äëÿ ëþáûõ p ∈ (1;∞) è n ∈ N
èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

d(n, p) >
2q
(

sin π
p

)q

B( q−1
2
, 1

2
)
,

ãäå B(α, β) � áåòà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà, 1
q

+ 1
p

= 1.
Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü çäåñü íå çàâèñèò îò n, òàê ÷òî

ïîëþñû íàèïðîñòåéøèõ äðîáåé rn(z) íåçàâèñèìî îò èõ êîëè÷åñòâà
íå ìîãóò ñêîëü óãîäíî áëèçêî ïîäõîäèòü ê äåéñòâèòåëüíîé îñè ïðè
óñëîâèè ‖rn‖Lp(R) 6 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëàãàåìûå 1

z−ak íàèïðîñòåé-
øåé äðîáè â ñëó÷àå 1 < p < ∞ (â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ p = ∞) íå
�èíòåðôåðèðóþò�, íå ìîãóò â ñóììå äàòü ìàëåíüêóþ Lp-íîðìó íà
äåéñòâèòåëüíîé îñè, íå óäàëèâøèñü îò íåå äîñòàòî÷íî äàëåêî.

Êàê çàìåòèëè Î.Í.Êîñóõèí è àâòîð, ýòîò ôàêò îçíà÷àåò, ÷òî ôóíê-
öèÿ − 1

z−i íå ïðèáëèæàåòñÿ â Lp(R) íàèïðîñòåéøèìè äðîáÿìè r(z)

(åñëè áû íîðìà ðàçíîñòè R(z) = − 1
z−i − r(z) áûëà ìåíüøå ε, òî íàè-

ïðîñòåéøàÿ äðîáü −R(z/ε)/ε èìåëà áû íîðìó ìåíüøå ε1/p, òî åñòü
ìåíüøå 1, è ïîëþñ â òî÷êå εi), òàê ÷òî íàèïðîñòåéøèå äðîáè íå ïëîò-
íû â Lp(R) ïðè 1 < p < ∞. Â äàëüíåéøåì êëàññ Sp(R) ôóíêöèé
èç Lp(R), ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ïðèáëèæàåìûõ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå
íàèïðîñòåéøèìè äðîáÿìè, áûë ïîëíîñòüþ îïèñàí Â.Þ.Ïðîòàñîâûì
(2009). Èìåííî, Sp(R) ñîñòîèò èç òåõ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà Lp(R),
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ïðîèçâîäíûìè öåëûõ ôóíê-
öèé ïîðÿäêà íå âûøå 1/q, ãäå 1/p+ 1/q = 1.

Â òîæå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû F â ðàáîòå Î.Í.Êîñóõèíà è
àâòîðà áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî u > 0 íàèïðîñòåéøèå äðîáè ñ
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ïîëþñàìè âíå ïîëîñû {z : |Im z| < u} âñþäó ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå
C0(R) = {f : R → C, f ∈ C(R), f(x) → 0 ïðè x → ∞} ñ ðàâíîìåðíîé
íîðìîé.

Åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ýòèõ èññëåäîâàíèé ñòàëî èçó÷åíèå
àïïðîêñèìàòèâíûõ ñâîéñòâ íàèïðîñòåéøèõ äðîáåé íà ïîëóîñè
R+ = [0,∞). Â IV ãëàâå äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ âñþäó ïëîòíîñòü
íàèïðîñòåéøèõ äðîáåé â Lp(R+) ïðè p > 2, à òàêæå èññëåäîâàí âîïðîñ
î âñþäó ïëîòíîñòè â Lp(R+) íàèïðîñòåéøèõ äðîáåé ñ îãðàíè÷åíèÿ-
ìè íà ðàñïîëîæåíèå ïîëþñîâ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ
ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà F.

Â IV ãëàâå èññëåäóåòñÿ òàêæå çàäà÷à î âñþäó ïëîòíîñòè íàèïðî-
ñòåéøèõ äðîáåé ñ ïîëþñàìè èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà E â ïðîñòðàí-
ñòâå AC(K) ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà çàäàííîì êîìïàêòå K è ãîëî-
ìîðôíûõ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ýòîãî êîìïàêòà; êîìïàêò K íå ðàç-
áèâàåò ïëîñêîñòü è íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ E. Ïðè E = C \ K ýòà çàäà÷à
ïîëîæèòåëüíî ðåøåíà Â.È.Äàí÷åíêî è Ä.ß.Äàí÷åíêî (2001). Îíà
îêàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé äàæå äëÿ ñëó÷àÿ êîìïàêòíîãî ìíîæå-
ñòâà E (â îòëè÷èå îò àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ îáùèõ ðàöèîíàëüíûõ
àïïðîêñèìàöèé). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïëîòíîñòè îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäè-
ìûì, ÷òîáû êîìïàêò E �îêðóæàë� ïî÷òè âåñü êîìïàêò K. Âîçíèêàåò
ãèïîòåçà î òîì, ÷òî åñëè êîìïàêò E �îêðóæàåò� êîìïàêò K ñî ñâÿç-
íûì äîïîëíåíèåì, òî íàèïðîñòåéøèå äðîáè ñ ïîëþñàìè èç E ïëîòíû
â AC(K). Ýòó ãèïîòåçó óäàåòñÿ äîêàçàòü â ñëó÷àå, êîãäà E ñîäåðæèò
êîíå÷íîå ÷èñëî çàìêíóòûõ ñïðÿìëÿåìûõ êîíòóðîâ, �îêðóæàþùèõ�
K, è ýòîò ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç îáùèõ òåîðåì î ïëîòíîñòè ïîëó-
ãðóïïû â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, äîêàçàííûõ â íà÷àëå ãëàâû.

Êðîìå òîãî, â ãëàâå IV ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèé äî îñè èëè ïî-
ëóîñè îò ïîëþñîâ íàèïðîñòåéøèõ äðîáåé, îãðàíè÷åííûõ ïî íîðìå Lp
íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ. Â ÷àñòíîñòè, óòî÷íÿþòñÿ îöåíêè Â.È.Äàí÷åíêî
äëÿ âåëè÷èí d(n, p) èç òåîðåìû G, è íàõîäèòñÿ òî÷íîå çíà÷åíèå
d(n, 2) = π. Ýòè ðåçóëüòàòû íàõîäÿò ïðèìåíåíèÿ â ñëåäóþùåé ãëàâå.

V ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà òàê íàçûâàåìîé îáðàòíîé çàäà-
÷å òåîðèè ïðèáëèæåíèé, èëè çàäà÷å î ñóùåñòâîâàíèè ýëåìåíòà x ñ
çàäàííûìè óêëîíåíèÿìè ρ(x,Mn) îò ðàñøèðÿþùåéñÿ ñèñòåìû M1 ⊂
M2 ⊂ . . . çàäàííûõ ïîäìíîæåñòâ çàäàííîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà
X. Èñòî÷íèêîì äëÿ ýòîé çàäà÷è ïîñëóæèëà

Òåîðåìà H (Ñ.Í.Áåðíøòåéí9 , 1938). Äëÿ âñÿêîé ÷èñëîâîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè d0 > d1 > d2 > . . . , dn → 0, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ,

9Ñ.Í.Áåðíøòåéí, �Îá îáðàòíîé çàäà÷å òåîðèè íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé�, â êí.: Ñ.Í.Áåðíøòåéí, Ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé, Ò. 2, Èçä-âî
ÀÍ ÑÑÑÐ, 1954, Ñ. 292�294.
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íåïðåðûâíàÿ íà çàäàííîì îòðåçêå [a, b], íàèìåíüøèå ðàâíîìåðíûå
óêëîíåíèÿ êîòîðîé îò ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n ðàâíû óêà-
çàííûì ÷èñëàì: En(f) = dn, n = 0, 1, . . . .

Äîêàçàòåëüñòâî Ñ.Í.Áåðíøòåéíà áûëî ïåðåíåñåíî À.Ô.Òèìàíîì
íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû Y1 ⊂ Y2 ⊂ . . . ñòðîãî âëîæåííûõ êî-
íå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Yk ïðîèçâîëüíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàí-
ñòâà X: äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè d1 > d2 > . . . , dn → 0, ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X ñ ρ(x, Yn) = dn, n = 1, . . . .

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêëà è äî ñèõ ïîð íå ðåøåíà ñëåäóþùàÿ çà-
äà÷à.

Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà Y1 ⊂ Y2 ⊂ Y3 ⊂ . . . ñòðîãî âëîæåííûõ
çàìêíóòûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ íåêîòîðîãî áåñêîíå÷íîìåðíîãî
áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà (X, ‖ · ‖), ïîëíàÿ â X:

⋃∞
n=1 Yn = X, à òàêæå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë d1 > d2 > d3 > . . . , dn →
0. Ñóùåñòâóåò ëè ýëåìåíò x ∈ X, óêëîíåíèÿ ρ(x, Yn) êîòîðîãî îò
ïîäïðîñòðàíñòâ Yn ðàâíû ýòèì ÷èñëàì: ρ(x, Yn) = dn, n = 1, 2, . . . ?

Åñëè òàêîé ýëåìåíò ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáûõ òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ
Yn è ÷èñåë dn, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâîX îáëàäàåò (B)-ñâîéñòâîì.

Â 1963 ã. Â.Í.Íèêîëüñêèé çàìåòèë, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâîX îáëà-
äàåò (B)-ñâîéñòâîì, òî îíî ðåôëåêñèâíî. Â òî æå âðåìÿ È.Ñ.Òþðåì-
ñêèõ äîêàçàë, ÷òî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò (B)-ñâîéñòâîì.
Êðîìå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî íè îäíîãî
äðóãîãî ïðèìåðà ïðîñòðàíñòâà X, îáëàäàþùåãî (B)-ñâîéñòâîì. Øà-
ïèðî (1964) ïîêàçàë, ÷òî â ëþáîì áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
X äëÿ ëþáûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Y1 ⊂ Y2 ⊂ . . . è ëþáûõ ÷èñåë d1 >
d2 > . . . , dn → 0, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x, ÷òî ρ(x, Yn) 6= O(dn)
(n → ∞). Ýòîò ðåçóëüòàò áûë óñèëåí È.Ñ.Òþðåìñêèõ (1967), êî-
òîðûé ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ óñòàíîâèë ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî
ýëåìåíòà x ∈ X, ÷òî ρ(x, Yn) > dn, (n = 1, 2, . . . ). Èç ðåçóëüòàòîâ
Þ.À.Áðóäíîãî (1991) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñÿêîé íåâîçðàñòàþùåé âû-
ïóêëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè dn → 0 (dn 6 (dn−1 + dn+1)/2) è ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Yn} ñòðîãî âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðî-
ñòðàíñòâå X ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ X, ÷òî ρ(x, Yn) > dn äëÿ
âñåõ n è ρ(x, Yn) 6 Cdn äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ íîìåðîâ n è íåêî-
òîðîé êîíñòàíòû C. Óïîìÿíåì åùå ðåçóëüòàò Àëüìèðû è Äåëü Òî-
ðî (2002): â óñëîâèÿõ ïîñòàâëåííîé âûøå çàäà÷è äëÿ ëþáûõ äâóõ
íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé dn → 0 è δn → 0 ïîëîæèòåëü-
íûõ ÷èñåë íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò x ∈ X, ÷òî ρ(x, Yn)/dn → 0, íî
ρ(x, Yn)/dn 6= O(δn) (n → ∞). Êðîìå òîãî, òåîðåìà Áåðíøòåéíà-
Òèìàíà (ñëó÷àé êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Yn) îáîáùàëàñü íà
ðàçëè÷íûå êëàññû ëèíåéíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
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Â V ãëàâå äèññåðòàöèè ïðèâåäåíû ïîäðîáíûé îáçîð ðåçóëüòàòîâ,
îòíîñÿùèõñÿ ê çàäà÷å ñóùåñòâîâàíèÿ ýëåìåíòà ñ çàäàííûìè óêëîíå-
íèÿìè îò ðàñøèðÿþùåéñÿ ñèñòåìû ïîäïðîñòðàíñòâ, è ïîëîæèòåëü-
íîå åå ðåøåíèå ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà óêëîíåíèÿ dn èëè
íà ïîäïðîñòðàíñòâà Yn.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè ýëåìåíòà x ñ çàäàííû-
ìè óêëîíåíèÿìè ρ(x,Mn) îò ðàñøèðÿþùåéñÿ ñèñòåìû ìíîæåñòâ Mn

ðåøàåòñÿ â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ ìíîæåñòâ Mn � íàïðèìåð, ìíîæåñòâ
Rn ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñòåïåíè íå âûøå n. Òàê, À.À.Ïåêàðñêèé
(1994) äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîé ñòðîãî ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè dn → 0 ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f , íåïðåðûâ-
íàÿ íà îòðåçêå [a, b], íàèìåíüøèå ðàâíîìåðíûå óêëîíåíèÿ êîòîðîé
îò êîìïëåêcíîçíà÷íûõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñòåïåíè íå âûøå n
ðàâíû óêàçàííûì ÷èñëàì: ρ(f,Rn) = dn, n = 0, 1, 2, . . . . Äî ñèõ ïîð
íåèçâåñòíî, ñóùåñòâåííî ëè óñëîâèå ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè dn â ýòîì
óòâåðæäåíèè. Ïðè ýòîì À.À.Ïåêàðñêèé ïðåäëîæèë îáùóþ ñõåìó äî-
êàçàòåëüñòâà òàêîãî ðîäà óòâåðæäåíèé (î ñóùåñòâîâàíèè ôóíêöèè ñ
çàäàííûìè óêëîíåíèÿìè îò ñèñòåìû íåëèíåéíûõ ìíîæåñòâ).

Â V ãëàâå äèññåðòàöèè ñ ïîìîùüþ ñõåìû À.À.Ïåêàðñêîãî äîêà-
çûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè f ∈ C0(R) ñ ïðîèçâîëüíî çàäàííû-
ìè ñòðîãî ìîíîòîííî ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ óêëîíåíèÿìè ρ(f, SFn)
îò ìíîæåñòâ SFn íàèïðîñòåéøèõ äðîáåé ñòåïåíè íå âûøå n, è ïî-
êàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íåñòðîãîé ìîíîòîííîñòè çàäàâàåìûõ óêëîíåíèé
òàêîé ôóíêöèè ìîæåò íå áûòü. Êðîìå òîãî, èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà
óêëîíåíèé ρ(f, SFn) äëÿ ôóíêöèé f â ïðîñòðàíñòâå L2(R+).

Öåëü ðàáîòû: ïîñòðîåíèå íåòðèâèàëüíûõ ïðèìåðîâ ìíîæåñòâ
ñ çàäàííûìè àïïðîêñèìàòèâíûìè ñâîéñòâàìè â êëàññàõ áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâ; îïèñàíèå ÷åáûøåâñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñ ëèíåéíûì èëè
ëèïøèöåâûì îïåðàòîðîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ â êîíêðåò-
íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ; èññëåäîâàíèå âûïóêëîñòè N -
÷åáûøåâñêèõ ìíîæåñòâ è ñâîéñòâ ìåòðè÷åñêîé N -ïðîåêöèè; äîêàçà-
òåëüñòâî îáùèõ ðåçóëüòàòîâ î ïëîòíîñòè ïîëóãðóïïû, ïîðîæäåííîé
çàäàííûì ìíîæåñòâîì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, è ïðèëîæåíèå èõ
â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ íàèïðîñòåéøèìè äðîáÿìè; èññëåäîâàíèå çà-
äà÷è ñóùåñòâîâàíèÿ ýëåìåíòà ñ çàäàííûìè óêëîíåíèÿìè îò ñèñòåìû
ðàñøèðÿþùèõñÿ ìíîæåñòâ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû. Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. Ïîñòðîåíû íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû ìíîæåñòâ ñ çàäàííûìè àï-
ïðîêñèìàòèâíûìè ñâîéñòâàìè â êëàññàõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

2. Îïèñàíû ÷åáûøåâñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà ñ ëèíåéíûì îïåðàòî-
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ðîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
C, L1 è H1.

3. Äîêàçàíà âûïóêëîñòü N -÷åáûøåâñêèõ ìíîæåñòâ ïðè N > 2 â
ïðîèçâîëüíîì ãëàäêîì ðàâíîìåðíî âûïóêëîì áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå.

4. Èññëåäîâàíà ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà íàèïðîñòåéøèõ äðîáåé (â
òîì ÷èñëå è ñ îãðàíè÷åíèåì íà ïîëþñû) â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâàõ êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè.

5. Â íåñêîëüêèõ íîâûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïîëîæèòåëüíî ðåøåíà çà-
äà÷à ñóùåñòâîâàíèÿ ýëåìåíòà ñ çàäàííûìè óêëîíåíèÿìè îò ñèñòåìû
ðàñøèðÿþùèõñÿ ìíîæåñòâ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìå-
òîäû òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî è êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî,
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåî-
ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò íàéòè ïðèìåíå-
íèå â òåîðèè ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå è ãåîìåòðèè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äî-
êëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïå-
ðåìåííîãî ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Ï.Ë.Óëüÿíîâà (1928�
2006) è ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Á.Ñ.Êàøèíà, à çàòåì ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäå-
ìèêà ÐÀÍ Á.Ñ.Êàøèíà, ïðîô. Á.È. Ãîëóáîâà, ïðîô. Ì.È.Äüÿ÷åíêî è
÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Ñ.Â.Êîíÿãèíà, íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû âûñøåé
ìàòåìàòèêè Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà (ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà) ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Å.Ñ.Ïîëîâèíêèíà;
íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè ïðèáëèæåíèé è ãðàíè÷íûì ñâîéñòâàì ôóíê-
öèé ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Å.Ï.Äîëæåíêî, íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè
ïðèáëèæåíèé ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. È.Ã.Öàðüêîâà, íà ñåìèíàðå
ïî òåîðèè ðàöèîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.
À.È.Àïòåêàðåâà, ïðîô. Â.Í.Ñîðîêèíà è äîö. Â.Ñ.Áóÿðîâà, íà ñåìè-
íàðå ïî ìèíèìàëüíûì ñåòÿì ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. À.Î.Èâàíîâà
è ïðîô. À.À.Òóæèëèíà, íà øêîëàõ Ñ.Á.Ñòå÷êèíà ïî òåîðèè ôóíê-
öèé (1998�2002, 2007, 2011), íà Ñàðàòîâñêèõ (1994, 1998, 2002, 2004,
2006, 2010), Âîðîíåæñêèõ (2003, 2005, 2007) è Êàçàíñêèõ (2009 è
2011) øêîëàõ�êîíôåðåíöèÿõ ïî òåîðèè ôóíêöèé, íà ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó, ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ
À.Ïåë÷èíñêîãî (Ïîçíàíü, Ïîëüøà, 2002), íà ìåæäóíàðîäíîé êîí-
ôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ñ.Á.Ñòå÷êèíà
(Ìîñêâà, 2010), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ãàðìîíè÷åñêîìó
àíàëèçó è òåîðèè ïðèáëèæåíèé (Åðåâàí, Àðìåíèÿ, 2001), íà ìåæäó-

14



íàðîäíîé êîíôåðåíöèè èì. È.Ã.Ïåòðîâñêîãî (Ìîñêâà, 2007).
Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 18 ðàáî-

òàõ àâòîðà (âñå èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ), ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå
àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
ïÿòè ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 149 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì
äèññåðòàöèè � 258 ñòðàíèö.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ
Â ãëàâå I ñîáðàíû ðàçëè÷íûå ïðèìåðû ìíîæåñòâ ñ çàäàííûìè

àïïðîêñèìàòèâíûìè ñâîéñòâàìè â êëàññàõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ýòè ïðèìåðû âûíåñåíû â îòäåëüíóþ ãëàâó, âî-ïåðâûõ, ïîòîìó, ÷òî
êàæäûé èç íèõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå çàäà÷è, ïîñòàâëåííîé íå
àâòîðîì è èìåþùåé ñâîþ èñòîðèþ (îïèñàííóþ âûøå), à âî-âòîðûõ,
ïîòîìó, ÷òî ýòè ïðèìåðû (â òîì ÷èñëå è ñâîåé íåòðèâèàëüíîñòüþ)
äåìîíñòðèðóþò âñå áîãàòñòâî ïðîáëåìàòèêè ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè
ïðèáëèæåíèé.

Òåîðåìà 1.1. Â ëþáîì WCG�ïðîñòðàíñòâå X ñóùåñòâóåò ÷å-
áûøåâñêîå ìíîæåñòâî M ñî ñëåäóþùèìè äîïîëíèòåëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè: M âûïóêëî, îãðàíè÷åíî, àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíî, è
ρ(x,M) < ‖x‖ äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà x ∈ X.

Êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ðåçóëüòàòà èãðàåò òåîðå-
ìà Äýâèñà�Ôèãåëÿ�Äæîíñîíà�Ïåë÷èíñêîãî (1974) î õàðàêòåðèçàöèè
WCG�ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 1.2. Â ëþáîì áåñêîíå÷íîìåðíîì WCG�ïðîñòðàíñòâå
ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå, àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíîå, íî íå ëî-
êàëüíî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.

(Ëîêàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà M îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿ-
êîé åãî òî÷êè íàéäåòñÿ çàìêíóòûé øàð ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà ñ
öåíòðîì â ýòîé òî÷êå, ïåðåñå÷åíèå êîòîðîãî ñ M êîìïàêòíî.)

Òåîðåìà 1.3. Â ëþáîé áàíàõîâîé ðåøåòêå, ïîðÿäîê â êîòîðîé
îïðåäåëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ñèììåòðè÷åñêèì áàçèñîì ñ êîíñòàíòîé ñèì-
ìåòðè÷íîñòè 1, ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ñòðîãîé ìîíîòîííî-
ñòè íîðìû îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò (íàïðèìåð, â ëþáîì ïðîñòðàí-
ñòâå lp, 1 6 p < ∞), ñóùåñòâóåò òàêîå íå àïïðîêñèìàòèâíî êîì-
ïàêòíîå è îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî M , ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ
PM(x) íåïóñòà è êîíå÷íà äëÿ ëþáîãî x ∈ X.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ñîâìåñòíî ñ È.À.Ïÿòûøåâûì.
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Â 4-îì ïàðàãðàôå I ãëàâû äëÿ êàæäîãî n = 3, 4, 5, . . . ñòðîÿòñÿ íî-
âûå ïðèìåðû ñåïàðàáåëüíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ X è òàêèõ ýëå-
ìåíòîâ x1, . . . , xn ∈ X, ÷òî òî÷êà Øòåéíåðà s(x′1, . . . , x′n) â X íå ñóùå-
ñòâóåò äëÿ âñåõ íàáîðîâ x′1, . . . , x′n, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê x1, . . . , xn.
Íàïîìíèì, òî÷êîé Øòåéíåðà s(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ òî÷êà ñ
ìèíèìàëüíîé ñóììîé ðàññòîÿíèé äî ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn.

Â ãëàâå II èññëåäóåòñÿ ëèíåéíîñòü è ëèïøèöåâîñòü îïåðàòîðîâ
PY ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ÷åáûøåâñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà
Y îáùèõ áàíàõîâûõ è êîíêðåòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ X.

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ýòîãî èññëåäîâàíèÿ ñëóæèò êîýôôèöè-
åíò ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà PY , à èìåííî, âåëè÷èíà

λ(Y ) = inf

{
ρ(q1 + q2, Y )

‖q1 + q2‖ : q1, q2 ∈ Q(Y ), q1 + q2 6= 0

}
,

ãäå Q(Y ) = {q ∈ X : PY (q) 3 0} � êâàçèîðòîãîíàëüíîå ìíîæåñòâî
ê ïîäïðîñòðàíñòâó Y .

Òåîðåìà 2.1.Äëÿ ëþáîãî ÷åáûøåâñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Y ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
(1) 0 6 λ(Y ) 6 1; λ(Y ) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð
PY ëèíååí;
(2) åñëè îïåðàòîð PY óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàí-
òîé k: ‖PY (x1)− PY (x2)‖ 6 k‖x1 − x2‖ ∀x1, x2 ∈ X, òî λ(Y ) > 1

k+1
;

(3) åñëè λ(Y ) > 0, òî PY óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîí-
ñòàíòîé k = 1

λ(Y )
+ 1;

(4) λ(Y ) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð PY íå ÿâëÿåòñÿ
ëèïøèöåâûì.
(5) åñëè îïåðàòîð PY ðàçðûâåí, òî λ(Y ) = 0; îáðàòíîå, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íåâåðíî.

Íåðàâåíñòâà â óòâåðæäåíèÿõ (2) è (3) ýòîé òåîðåìû, ñâÿçûâàþùèå
êîýôôèöèåíò ëèíåéíîñòè λ(Y ) è ëèïøèöåâó êîíñòàíòó k = k(Y ),
ìîãóò îáà îáðàùàòüñÿ â ðàâåíñòâà.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òåîðåì É.Ëèí-
äåíøòðàóññà è Ë.Öàôðèðè è òåîðåìû 2.1.

Ñëåäñòâèå 2.2.1. Åñëè áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X íå èçîìîðôíî
ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó, òî â X åñòü ëèáî íå÷åáûøåâñêîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Y , ëèáî ÷åáûøåâñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ñ λ(Y ) = 0
(òî åñòü ñ íåëèïøèöåâûì îïåðàòîðîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâà-
íèÿ).

Ïóñòü C[K] � ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ èëè êîìïëåêñ-
íîçíà÷íûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà êîìïàêòíîì õàóñäîðôîâîì òî-

16



ïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâåK, ñ îáû÷íîé ðàâíîìåðíîé íîðìîé ‖f‖ =
sup{|f(t)| : t ∈ K}.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü Y � ÷åáûøåâñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî â C[K].
Òîãäà
(1) åñëè dimY = 0 èëè codimY 6 1, òî λ(Y ) = 1;
(2) åñëè dimY > 1 è codimY > 2, òî λ(Y ) 6 1/2;
(3) åñëè êîìïàêò K áåñêîíå÷åí, òî ïðè 2 6 dimY < ∞ èëè 2 6
codimY <∞ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî λ(Y ) = 0.

Â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîð ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ÷åáû-
øåâñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊆ C[K] ëèíååí òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èëè Y = {0}, èëè Y = C[K], èëè Y èìååò êîðàçìåðíîñòü 1.

Óòâåðæäåíèå (3) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðåçóëüòàòîâ Ï.Ìîððèñà
(1968) è À.Êëàéíà (1973). Íåðàâåíñòâî λ(Y ) 6 1/2 â óòâåðæäåíèè
(2) òåîðåìû 2.3 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Ïî-âèäèìîìó, â óòâåðæäåíèè (3)
òåîðåìû 2.3 ìîæíî ñíÿòü îãðàíè÷åíèÿ dimY <∞ è codimY <∞. Â
÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà êîìïàêò K èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ïðåäåëüíûõ
òî÷åê (òî åñòü C[K] ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì òèïà c), ýòî äåéñòâè-
òåëüíî óäàåòñÿ ñäåëàòü.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü êîìïàêò K èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ïðåäåëü-
íûõ òî÷åê.
(1) Ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊂ C[K] àïïðîêñèìàòèâíî êîì-
ïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî êîíå÷íîìåðíî.
(2) Îïåðàòîð PY ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ÷åáûøåâñêîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Y ⊂ C[K] íåïðåðûâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ëèáî codimY 6 1, ëèáî dimY <∞.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ÷åáûøåâñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y â òàêîì C[K]
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì dimY > 2 èëè codimY > 2, òî λ(Y ) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî àïïðîêñèìàòèâíàÿ íåêîìïàêòíîñòü ôàêòîððåôëåê-
ñèâíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Y (â ÷àñòíîñòè, ïîäïðîñòðàíñòâ Y êîíå÷íîé
êîðàçìåðíîñòè) â îáùèõ ïðîñòðàíñòâàõ C[K] ñ áåñêîíå÷íûì K óñòà-
íîâëåíà Â.È.Àíäðååâûì (1975).

×òî êàñàåòñÿ óòâåðæäåíèÿ (2) òåîðåìû 2.4, â îáùèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ C[K] ñ áåñêîíå÷íûì K ðàçðûâíîñòü îïåðàòîðà PY äëÿ ÷åáû-
øåâñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ Y êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè > 1 äîêàçàíà
Ï.Ìîððèñîì (1968), äëÿ ôàêòîððåôëåêñèâíûõ ÷åáûøåâñêèõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ êîðàçìåðíîñòè > 1 � Â.È.Àíäðååâûì (1975). Î ñóùåñòâîâà-
íèè æå â ïðîñòðàíñòâàõ òèïà c ÷åáûøåâñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñ áåñ-
êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòüþ è áåñêîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòüþ íà äàííûé
ìîìåíò íè÷åãî íå èçâåñòíî.

Ïóñòü L1(M) = L1(M,Σ, µ) � ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíîçíà÷-
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íûõ èëè êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå
M ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû è ñóììèðóåìûõ íà M ïî σ−êîíå÷íîé ìå-
ðå µ, çàäàííîé íà σ−àëãåáðå Σ ïîäìíîæåñòâ ýòîãî ìíîæåñòâà. Äëÿ
êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(M) åå íîñèòåëü supp f := {t ∈M : f(t) 6= 0}
îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû 0.

Òåîðåìà 2.5. (1) Äëÿ ëþáîãî ÷åáûøåâñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Y â
äåéñòâèòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå L1(M) èìååò ìåñòî ëèáî ðàâåíñòâî
λ(Y ) = 1, ëèáî íåðàâåíñòâî λ(Y ) 6 1/2.

(2) Â ïðîèçâîëüíîì (äåéñòâèòåëüíîì èëè êîìïëåêñíîì) ïðîñòðàí-
ñòâå L1(M) ïîäïðîñòðàíñòâî Y ÿâëÿåòñÿ ÷åáûøåâñêèì ñ λ(Y ) = 1
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæå-
ñòâà M íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ µ-èçìåðèìûõ ìíîæåñòâà M1 è
M2 è òàêîé ëèíåéíûé îïåðàòîð A : L1(M1)→ L1(M2), ñòðîãî óìåíü-
øàþùèé íîðìó êàæäîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà (‖Ay‖ < ‖y‖ ïðè y 6=
0), ÷òî

Y = {y ∈ L1(M) : y|M2 = A (y|M1)} ,
ãäå y|N îáîçíà÷àåò ñóæåíèå ôóíêöèè y íà ìíîæåñòâî N ⊆M .

Íåðàâåíñòâî λ(Y ) 6 1/2 â óòâåðæäåíèè (1) òåîðåìû 2.5 ÿâëÿåòñÿ
òî÷íûì.

Óòâåðæäåíèå (2) òåîðåìû 2.5 â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà L1[0, 1]
äîêàçûâàëîñü Ï.Ìîððèñîì (1980).

Ïðîñòðàíñòâî Õàðäè H1 = H1(U) ñîñòîèò èç ôóíêöèé f(z), àíà-
ëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå U = {z ∈ C : |z| < 1} è òàêèõ, ÷òî

‖f‖H1 := sup
06r<1

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)| dθ <∞.

Ïðîñòðàíñòâî H1 èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî ïîäïðîñòðàíñòâó êîì-
ïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà L1(C := {z : |z| = 1}), ïîðîæäåííîìó ñèñòå-
ìîé {1, z, z2, . . . }.

×åáûøåâñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâåH1 èçó÷àëèñü ñðàâ-
íèòåëüíî ìàëî. Ñ.ß.Õàâèíñîí (1958) äîêàçàë, ÷òî ïðè ëþáîì n =
0, 1, 2, . . . ïîäïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âû-
øå n ÿâëÿåòñÿ ÷åáûøåâñêèì â H1. Ñ.Á.Ñòå÷êèí (1989) ïðèâåë ïðè-
ìåð êîíå÷íîìåðíîãî íå÷åáûøåâñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â H1. Àâòî-
ðîì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â H1 èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî ÷åáûøåâñêèõ
ïîäïðîñòðàíñòâ ëþáîé êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè èëè êîðàçìåðíîñòè (â
L1(C) âîîáùå íåò ÷åáûøåâñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñ êîíå÷íîé íåíóëåâîé
ðàçìåðíîñòüþ èëè êîðàçìåðíîñòüþ).

Òåîðåìà 2.6. Â ïðîñòðàíñòâå H1 íåò íåòðèâèàëüíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ Y , äëÿ êîòîðûõ Q(Y ) � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàç-
ìåðíîñòè áîëüøå 1. Â ÷àñòíîñòè, ÷åáûøåâñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî
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Y ⊆ H1 èìååò ëèíåéíûé îïåðàòîð ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èëè Y = {0}, èëè Y = H1, èëè Y èìå-
åò êîðàçìåðíîñòü 1.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòðàíñòâàõ C[K] è â ïðîñòðàíñòâå H1 ñî-
âîêóïíîñòü ÷åáûøåâñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ Y ñ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì
PY � â îòëè÷èå îò L1(C), ñì. òåîðåìó 2.5 âûøå � èñ÷åðïûâàåòñÿ òåì
ìèíèìóìîì, êîòîðûé îáÿçàòåëåí äëÿ êàæäîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà
(íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî, âñå ïðîñòðàíñòâî è ÷åáûøåâñêèå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà êîðàçìåðíîñòè 1 èìåþò ëèíåéíûé îïåðàòîð ìåòðè÷åñêîãî
ïðîåêòèðîâàíèÿ â ëþáîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå).

Â ãëàâå III èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ìåòðè÷åñêîé N�ïðîåêöèè è
âûïóêëîñòü N�÷åáûøåâñêèõ ìíîæåñòâ (îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé
ñì. âûøå).

Ñëåäñòâèå 3.1.1. Ïóñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ÷åòíî. Â ëîêàëü-
íî ðàâíîìåðíî âûïóêëîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêîå îãðàíè÷åí-
íî êîìïàêòíîå N�÷åáûøåâñêîå ìíîæåñòâî âûïóêëî.

Ñëåäñòâèå 3.1.2. Ïóñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ÷åòíî. Â ëî-
êàëüíî ðàâíîìåðíî âûïóêëîì ðåôëåêñèâíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå
îãðàíè÷åííî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ N�÷åáûøåâñêèì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî âûïóêëî.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî óòâåðæäåíèÿ ýòèõ ñëåäñòâèé íåâåðíû äëÿ
N = 1 � íóæíà ãëàäêîñòü ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà 3.3. (1) Ïóñòü N ÷åòíî è X � ðàâíîìåðíî âûïóêëîå
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. ÌíîæåñòâîM ⊂ X ÿâëÿåòñÿ N�÷åáûøåâñ-
êèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî âûïóêëî è çàìêíóòî.

(2) Ïóñòü N > 3 íå÷åòíî, è X � ãëàäêîå ðàâíîìåðíî âûïóêëîå
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. ÌíîæåñòâîM ⊂ X ÿâëÿåòñÿ N�÷åáûøåâñ-
êèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî âûïóêëî è çàìêíóòî.

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå ãëàäêîñòè ïðîñòðàíñòâà â óòâåðæäå-
íèè (2) ýòîé òåîðåìû óáðàòü íåëüçÿ.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü X = H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, N >
2, è äëÿ ìíîæåñòâà M ⊂ H ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ
ëþáûõ òî÷åê x1, . . . , xN ∈ H ñ ρ(x1, . . . , xN , H) 6 ερ(x1, . . . , xN ;M)
ìåòðè÷åñêàÿ N�ïðîåêöèÿ PM(x1, . . . , xN) ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.
Òîãäà M âûïóêëî.

Ýòî óòâåðæäåíèå óñèëèâàåò òåîðåìó 3.3 â ñëó÷àå ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà e ∈ H è ïðîèçâîëüíîãî
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÷èñëà k > 0 ÷åðåç Ae,k îáîçíà÷èì ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïðîèçâîäÿùèé
ðàñòÿæåíèå ïðîñòðàíñòâà H â k ðàç âäîëü íàïðàâëåíèÿ e: Ae,k(x) =
x+ (k − 1)(x, e)e.

Ñëåäñòâèå 3.5.1. Åñëè ÷åáûøåâñêîå ìíîæåñòâî M ⊂ H óñòîé-
÷èâî â òîì ñìûñëå, ÷òî îáðàçû Ae,k(M) ÿâëÿþòñÿ ÷åáûøåâñêèìè
ìíîæåñòâàìè äëÿ ëþáîãî e ∈ S(H) è ëþáîãî k ∈ [1 − ε, 1] (ãäå
ε ∈ (0, 1) � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî), òî M âûïóêëî.

Ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèåì ñîëíöà, ââåäåííîãî Í.Â.Åôèìîâûì
è Ñ.Á.Ñòå÷êèíûì (1958), ìíîæåñòâî M â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X
íàçîâåì N�ñîëíöåì, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xN ∈ X íàéäåòñÿ òàêîé
ýëåìåíò y ∈ PM(x1, . . . , xN), ÷òî y ∈ PM(x′1, . . . , x

′
N) äëÿ ëþáûõ òî÷åê

x′k, ëåæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî íà ëó÷àõ {y + λ(xk − y) : λ > 0}, k =
1, . . . , N (ïðè xk = y òàêîé ëó÷ âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó).

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,
è ìíîæåñòâî M ⊂ X ÿâëÿåòñÿ N�÷åáûøåâñêèì è N�ñîëíöåì äëÿ
áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ N . Òîãäà M âûïóê-
ëî.

Â ñâÿçè ñ òåîðåìîé 3.6 âîçíèêàåò âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè, äëÿ çà-
äàííîãî N > 2, N�÷åáûøåâñêîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ N�
ñîëíöåì? Äëÿ N = 1 ïðèìåð òàêîãî ìíîæåñòâà âïåðâûå áûë ïîñòðîåí
Äàíõýìîì (1975).

Ñëåäñòâèå 3.6.2. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî. Åñëè îãðàíè÷åííî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî M ⊂ X ÿâëÿåò-
ñÿ N�÷åáûøåâñêèì äëÿ íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íàòóðàëüíûõ N , òî îíî âûïóêëî.

Ñëåäñòâèå 3.6.3. Ïóñòü X � êîíå÷íîìåðíîå áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî M ⊂ X ÿâëÿåòñÿ N�÷åáûøåâñêèì äëÿ íåêî-
òîðîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ N , òî îíî âû-
ïóêëî.

Â äâóõ ïðåäïîñëåäíèõ ïàðàãðàôàõ III ãëàâû îïèñûâàþòñÿ êîíå÷-
íîìåðíûå 2-÷åáûøåâñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâàõ C è L1.

Òåîðåìà 3.7. n−ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ÿâëÿåòñÿ 2-÷åáû-
øåâñêèì â C[K] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêàÿ íåíóëåâàÿ ôóíê-
öèÿ y ∈ Y îáðàùàåòñÿ íà K â íóëü íå áîëåå ÷åì â n − 1 òî÷êàõ è
|y| ïðèíèìàåò âñÿêîå ñâîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå íå áîëåå ÷åì â
n òî÷êàõ.

Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì èçâåñòíîé òåîðåìû À.Õààðà
(1918) î êîíå÷íîìåðíûõ ÷åáûøåâñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ â ïðîñòðàí-
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ñòâå C. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ìýéðõüþáåðà èç íåãî âûâîäèòñÿ
Ñëåäñòâèå 3.7.2. Åñëè C[K] ñîäåðæèò 2-÷åáûøåâñêîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî Y ðàçìåðíîñòè n > 3, òî K íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ
â îêðóæíîñòü è íå ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâ, ãîìåîìîðôíûõ îòðåç-
êó.

Òåîðåìà 3.8. n−ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ÿâëÿåòñÿ 2-÷åáû-
øåâñêèì â L1(E) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ñóùåñòâóåò òà-
êîãî íåíóëåâîãî ôóíêöèîíàëà f ∈ Y ⊥, ÷òî ðàçíîñòü E \ ({t ∈ E :
|f(t)| = ‖f‖L∞(E)} ∪ {t ∈ E : f(t) = 0}) ñîñòîèò èç ìåíåå ÷åì n
àòîìîâ.

Ýòî óòâåðæäåíèå àíàëîãè÷íî òåîðåìå Ð.Ôåëïñà (1966) î êîíå÷íî-
ìåðíûõ ÷åáûøåâñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ â L1.

Â ïðîñòðàíñòâå L1[a, b] íà îòðåçêå [a, b] ⊂ R ñ êëàññè÷åñêîé ìåðîé
Ëåáåãà íåò ÷åáûøåâñêèõ � à çíà÷èò, è 2-÷åáûøåâñêèõ � ïîäïðî-
ñòðàíñòâ ñ êîíå÷íîé íåíóëåâîé ðàçìåðíîñòüþ èëè êîðàçìåðíîñòüþ
(Ì.Ã.Êðåéí, 1938). Áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ÷åáûøåâñêèõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà òàêæå îêàçûâàþòñÿ íå 2-÷åáûøåâñêèìè.
Òåì íå ìåíåå, 2-÷åáûøåâñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà â L1[a, b] âñå æå ñóùå-
ñòâóþò � öåëûé êëàññ òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ îïèñàí â òåîðåìå 3.9.

Â çàêëþ÷èòåëüíîì ïàðàãðàôå ãëàâû III èññëåäóåòñÿ ñâîéñòâî çåð-
êàëüíîñòè ìåòðè÷åñêîé 2�ïðîåêöèè. Åñëè X = H � ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî, òî ìåòðè÷åñêàÿ 2-ïðîåêöèÿ PY (x1, x2) äëÿ ëþáûõ ýëå-
ìåíòîâ x1, x2 ∈ H \ Y ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè y íà îòðåçêå
[PY (x1), PY (x2)], äåëÿùåé åãî â îòíîøåíèè ρ(x1, Y ) : ρ(x2, Y ). Íàïðè-
ìåð, åñëè Y � ïîäïðîñòðàíñòâî êîðàçìåðíîñòè 1 (ãèïåðïëîñêîñòü) è
ýëåìåíòû x1, x2 íàõîäÿòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò Y (H � äåéñòâèòåëü-
íîå), òî ëîìàíàÿ x1yx2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïóòü ëó÷à ñâåòà, èäóùåãî
èç x1 â x2 ñ îòðàæåíèåì îò Y êàê îò çåðêàëà.

Ïóñòü Y � ïîäïðîñòðàíñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî Y îáëàäàåò çåðêàëüíîé âûáîðêîé èç ìåòðè÷åñêîé 2-
ïðîåêöèè, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X \ Y íàéäåòñÿ ýëåìåíò y ∈
PY (x1, x2), óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó

‖x1 − y‖
ρ(x1, Y )

=
‖x2 − y‖
ρ(x2, Y )

.

Òåîðåìà 3.11. Ïóñòü X � äåéñòâèòåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî ðàçìåðíîñòè dimX > 2, è íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, k óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì 1 6 n < dimX, 1 6 k < dimX. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

(1) X � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî;
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(2) âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊂ X ðàçìåðíîñòè n îáëàäàåò çåð-
êàëüíîé âûáîðêîé èç ìåòðè÷åñêîé 2-ïðîåêöèè;

(3) âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊂ X êîðàçìåðíîñòè k îáëàäàåò
çåðêàëüíîé âûáîðêîé èç ìåòðè÷åñêîé 2-ïðîåêöèè.

Ýòîò ðåçóëüòàò àíàëîãè÷åí ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìå E.

Â ïåðâûõ ïàðàãðàôàõ IV ãëàâû ïîëó÷åíû íåêîòîðûå óñëîâèÿ
íà ìíîæåñòâî M è áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X, äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî,
÷òîáû çàìûêàíèå â X ïîëóãðóïïû R(M) =

⋃∞
n=1M + · · ·+M︸ ︷︷ ︸

n

áû-

ëî, âî-ïåðâûõ, ïîäãðóïïîé â X, à âî-âòîðûõ, ÷òîáû ýòà ïîäãðóïïà
ñîâïàäàëà ñî âñåì X.

Òåîðåìà 4.3.Ïóñòü â ðàâíîìåðíî âûïóêëîì áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå X çàäàíî ðàçíîñòîðîííåå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî Γ = Γ1 ∪
· · ·∪Γm, ñîñòîÿùåå èç ñïðÿìëÿåìûõ (çàìêíóòûõ èëè ðàçîìêíóòûõ)
êðèâûõ Γj. Òîãäà R(Γ) � ïîäãðóïïà â X.

Çäåñü ìíîæåñòâîM íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòîðîííèì, åñëè äëÿ ëþáîãî
íåíóëåâîãî ôóíêöèîíàëà f ∈ X∗ ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ M ,
÷òî f(x) < 0 (Re f(x) < 0 â ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî X), à ðàçíîñòîðîí-
íåå ìíîæåñòâîM íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè äëÿ âñÿêîãî x ∈M
è âñÿêîé îêðåñòíîñòè U(x) íàéäåòñÿ òàêîé ôóíêöèîíàë f ∈ X∗, ÷òî
f(y) > 0 äëÿ ëþáîãî y ∈ M \ U(x). Ðàçíîñòîðîííåñòü ìíîæåñòâà M
âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì (à â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíîñòè X � è
äîñòàòî÷íûì) óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû R(M) áûëî ïîäãðóïïîé â
X.

Ïîñòðîåíû ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå êàê ñóùåñòâåííîñòü ñïðÿì-
ëÿåìîñòè êðèâûõ Γj, òàê è ñóùåñòâåííîñòü ðàâíîìåðíîé âûïóêëîñòè
ïðîñòðàíñòâà X â òåîðåìå 4.3.

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü G � çàìêíóòàÿ àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà ðàâ-
íîìåðíî ãëàäêîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ ìîäóëåì ãëàäêîñòè s(τ), è íåïðå-
ðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : [0, 1] → G èìååò òàêîé ìîäóëü íåïðåðûâ-
íîñòè ωϕ(δ), ÷òî s(ωϕ(δ)) = o(δ) ïðè δ → 0. Òîãäà G ñîäåðæèò çà-
ìêíóòîå R-ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L, ïîðîæäåííîå ýëåìåíòàìè
âèäà a− b, ãäå a, b ∈ ϕ([0, 1]).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè îòîáðàæåíèå ϕ ëèïøèöåâî, òî G ñîäåðæèò
L ïðè ëþáîì ìîäóëå ãëàäêîñòè s(τ).

Ñëåäñòâèå 4.5.2. Åñëè äëÿ ôóíêöèè f èç âåùåñòâåííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà L2(R) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå f̂ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ìíî-
æåñòâå íóëåâîé ìåðû Ëåáåãà íà R è èíòåãðàëüíûé ìîäóëü íåïðå-
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ðûâíîñòè

ω2(f, δ) = sup
06h6δ

(∫

R
|f(t+ h)− f(t)|2 dt

)1/2

îáëàäàåò ñâîéñòâîì ω2
2(f, δ) = o(δ) ïðè δ → 0 (íàïðèìåð, åñëè f �

ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ëèïøèöà), òî ñóì-
ìû ôóíêöèé ±f(t− λ), λ ∈ R, ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå L2(R).

Ñóùåñòâåííîñòü óñëîâèÿ íà èíòåãðàëüíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè f â ýòîì ñëåäñòâèè ïîêàçûâàåò ïðèìåð ôóíêöèè f = I[0,1]

(ïîðîæäåííàÿ ñäâèãàìè ýòîãî èíäèêàòîðà ïîäãðóïïà â L2(R) ñîñòî-
èò òîëüêî èç öåëîçíà÷íûõ ôóíêöèé è íå ñîâïàäàåò ñ L2(R)). Ó÷àñò-
âóþùåå â ôîðìóëèðîâêå ñëåäñòâèÿ óñëîâèå � f̂ îáðàùàåòñÿ â íóëü
íà ìíîæåñòâå íóëåâîé ìåðû� ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ïîëíîòû ñèñòåìû
{f(t− α) : α ∈ R} â L2(R) ïî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Âèíåðà.

Äëÿ ïðèëîæåíèé â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ íàèïðîñòåéøèìè äðîáÿ-
ìè íåîáõîäèìû óòâåðæäåíèÿ î âûïóêëîñòè ïîäãðóïï, ïîðîæäåííûõ
îáðàçàìè ìíîæåñòâ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü G � çàìêíóòàÿ àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà ðàâ-
íîìåðíî ãëàäêîãî ïðîñòðàíñòâà X, ìîäóëü ãëàäêîñòè êîòîðîãî óäî-
âëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó s(τ) = O(τ 2) ïðè τ → 0 (íàïðèìåð, X = Lp
ïðè p > 2), E � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè, è ëèïøèöåâî
îòîáðàæåíèå ϕ : E → X òàêîâî, ÷òî ϕ(E) ⊂ G. Òîãäà G ñîäåðæèò
çàìêíóòîå R-ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L, ïîðîæäåííîå ýëåìåíòà-
ìè âèäà a− b, a, b ∈ ϕ(E).

Ñëåäñòâèå 4.6.1. Ïóñòü ñâÿçíûå êîìïàêòû E1 è E2 ëåæàò ñî-
îòâåòñòâåííî â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, è êàæäûé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííî-
ñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òîãäà ñóììû äðîáåé âèäà ± 1

z−a (òî
åñòü ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, èëè ðàç-
íîñòè íàèïðîñòåéøèõ äðîáåé) ñ ïîëþñàìè a ∈ E1 ∪ E2 ïëîòíû â
ïðîñòðàíñòâå Lp(R) ïðè p > 2.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ñëåäñòâèåì íàïîìíèì, ÷òî íàèïðîñòåéøèå äðîáè
(ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ìíîãî÷ëåíîâ) íå ïëîòíû íè â îäíîì
èç ïðîñòðàíñòâ Lp(R), 1 < p <∞.

Ñëåäñòâèå 4.6.2. Ïóñòü ñâÿçíûé êîìïàêò E íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ
ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ R+ äåéñòâèòåëüíîé îñè è ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâîì åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òîãäà ñóì-
ìû äðîáåé âèäà ± 1

z−a ñ ïîëþñàìè a ∈ E ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå
Lp(R+) ïðè p > 2.

23



Äëÿ ìíîæåñòâà E ⊂ C ÷åðåç Ê íèæå îáîçíà÷àåòñÿ çàìûêàíèå îáú-
åäèíåíèÿ E ñî âñåìè îãðàíè÷åííûìè êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè äîïîë-
íåíèÿ C \E, à AC(K) îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâ-
íûõ íà êîìïàêòå K ⊂ C è ãîëîìîðôíûõ â åãî âíóòðåííèõ òî÷êàõ, ñ
îáû÷íîé ðàâíîìåðíîé íîðìîé.

Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü K è E � íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîìïàêòû â
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

(1) Åñëè ðàçíîñòü K \ Ê ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê, òî
íàèïðîñòåéøèå äðîáè ñ ïîëþñàìè èç E íå ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå
AC(K).

(2) Åñëè K èìååò ñâÿçíîå äîïîëíåíèå è E ñîäåðæèò òàêèå âçà-
èìíî âíåøíèå çàìêíóòûå æîðäàíîâû ñïðÿìëÿåìûå êîíòóðû
Γ1, . . . ,Γm, ÷òî K ⊂ ∪mj=1Int Γj, òî íàèïðîñòåéøèå äðîáè ñ ïîëþñà-
ìè èç E ïëîòíû â AC(K).

Óòâåðæäåíèå (2) çäåñü âûâîäèòñÿ èç òåîðåì 4.3 è 4.6. Âîçìîæíî,
óñëîâèå K ⊂ Ê\E (ïðè ñâÿçíîì äîïîëíåíèè ê êîìïàêòó K) ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû íàèïðîñòåéøèå äðîáè ñ ïîëþñàìè èç
E áûëè ïëîòíû â AC(K), íî äîêàçàòü ýòî ïîêà íå óäàåòñÿ. Â ñëó-
÷àå, êîãäà K ëåæèò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Ê \E,
ïëîòíîñòü â AC(K) íàèïðîñòåéøèõ äðîáåé ñ ïîëþñàìè èç E ìîæåò
áûòü ëåãêî âûâåäåíà èç ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà Êîðåâààðà (1964):
âñÿêàÿ ôóíêöèÿ, ãîëîìîðôíàÿ â îãðàíè÷åííîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè
D è íå èìåþùàÿ íóëåé â D, ìîæåò áûòü ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ðàâíî-
ìåðíî âíóòðè D ïðèáëèæåíà ìíîãî÷ëåíàìè, âñå íóëè êîòîðûõ ëåæàò
íà ãðàíèöå ∂D ýòîé îáëàñòè.

Äëÿ ðàçíîñòåé íàèïðîñòåéøèõ äðîáåé, òî åñòü ëîãàðèôìè÷åñêèõ
ïðîèçâîäíûõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè çàäàíû êîìïàêò
K ñî ñâÿçíûì äîïîëíåíèåì è êîìïàêò E ⊂ C\K, óäîâëåòâîðÿþùèé
îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
1) Ê ⊃ K;
2) E ñâÿçåí è ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãàðìîíè-
÷åñêèõ ôóíêöèé.

Òîãäà ñóììû äðîáåé âèäà ± 1
z−a ñ ïîëþñàìè a ∈ E ïëîòíû â ïðî-

ñòðàíñòâå AC(K).
Â ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèÿõ ðå÷ü èäåò î ïðèáëèæåíèè íàè-

ïðîñòåéøèìè äðîáÿìè íà ïîëóîñè. Ïðè èõ äîêàçàòåëüñòâå ïðèìåíÿ-
þòñÿ òåîðåìà F Â.È.Äàí÷åíêî è ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå ñëåäñòâèå
4.6.2.

Òåîðåìà 4.11. (1) Íàèïðîñòåéøèå äðîáè íå ïëîòíû â ïðîñòðàí-
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ñòâå Lp(R+) ïðè êàæäîì p ∈ (1; 2).
(2) Ïðè ëþáûõ p > 2 è α > 0 ìíîæåñòâî íàèïðîñòåéøèõ äðîáåé

ñ ïîëþñàìè â îáëàñòè Ωα = {z = x+ iy : x < y2

4α2 −α2} âñþäó ïëîòíî
â Lp(R+).

Îáëàñòü Ωα ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ìíîæåñòâà
√

Ωα = {z : |Im z| >
α} ïðè îòîáðàæåíèè z → z2. Ãðàíèöà îáëàñòè Ωα åñòü ïàðàáîëà ñ
ôîêóñîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 4.12. Äëÿ ëþáîãî γ ∈ [0, π
2
] íàèïðîñòåéøèå äðîáè ñ ïî-

ëþñàìè â óãëå Λγ = {z : arg z ∈ (γ, 2π − γ)} ñîäåðæàòñÿ â ñîá-
ñòâåííîì ïîëóïðîñòðàíñòâå ïðîñòðàíñòâà Lp(R+) (â ÷àñòíîñòè,
íå âñþäó ïëîòíû â ýòîì ïðîñòðàíñòâå) ïðè êàæäîì p ∈

(
1, 2π−2γ

π−2γ

)

è âñþäó ïëîòíû â Lp(R+) ïðè êàæäîì p > 2π−2γ
π−2γ

.
Ýòîò ðåçóëüòàò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû

4.11, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí ïîêàçûâàåò, ÷òî îáëàñòü Ωα â òåîðåìå
4.11 íåëüçÿ çàìåíèòü íèêàêèì óãëîì Λγ, γ > 0.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óòî÷íÿåòñÿ îöåíêà Â.È.Äàí÷åíêî äëÿ âåëè-
÷èí d(n, p) èç òåîðåìû G. Íîâàÿ îöåíêà ëó÷øå îöåíêè Â.È.Äàí÷åíêî
ïðè âñåõ p è ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ïðè p = 2.

Òåîðåìà 4.14. Äëÿ ëþáûõ p ∈ (1;∞) è n ∈ N èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

22q−2πq−1

pq
B
(q

2
,
q

2

)
6 d(n, p) 6

(
πq22−p

pB(p
2
, p

2
)

)q−1

,

ãäå 1
p

+ 1
q

= 1, B(α, β) =
1∫
0

tα−1(1− t)β−1dt � áåòà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Ñëåäñòâèå 4.14.1. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

d(n, 2) = π.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà G äàåò îöåíêó d(n, 2) > 4
π
.

Â çàêëþ÷èòåëüíîì ïàðàãðàôå IV ãëàâû ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòî-
ÿíèé äî ïîëóîñè R+ îò ïîëþñîâ íàèïðîñòåéøèõ äðîáåé r ñ óñëîâèåì
‖r‖Lp(R+) 6 1 äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ (1, 2]. Ïîëþñû òàêèõ äðîáåé r ïðè
çàäàííîì p ∈ (1, 2) íå ìîãóò, à ïðè p = 2 ìîãóò ïîäõîäèòü ê ïîëóîñè
R+ ñêîëü óãîäíî áëèçêî. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ àíàëîã òåîðåìû
G, à âî âòîðîì � àíàëîã òåîðåìû F.

Ñëåäñòâèå 4.15.1. Äëÿ êàæäîãî n > 20 ïîëþñû íàèïðîñòåéøåé
äðîáè r ñòåïåíè íå âûøå n ñ óñëîâèåì ‖r‖L2(R+) 6 1 íå ìîãóò ïîäõî-
äèòü ê ïîëóîñè R+ áëèæå ÷åì íà (3302 lnn)−1, íî ìîãóò ïîäõîäèòü
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íà ðàññòîÿíèå C1(ln lnn)2/ lnn (ïî îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè), ãäå C1

� íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Ãëàâà V íà÷èíàåòñÿ ñ ïîäðîáíîãî îáçîðà ðåçóëüòàòîâ, ïîñâÿùåí-
íûõ çàäà÷å ñóùåñòâîâàíèÿ ýëåìåíòà ñ çàäàííûìè óêëîíåíèÿìè dn
îò ðàñøèðÿþùåéñÿ ñèñòåìû {Yn} ñòðîãî âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà (ñì. âûøå). Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ýòà
çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ è äîâîëüíî ñèëüíûõ óñëîâèÿõ
íà óêëîíåíèÿ.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå áåñêîíå÷íîìåðíîå áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî, Y1 ⊂ Y2 ⊂ . . . � ïðîèçâîëüíàÿ ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà
ñòðîãî âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â X, à ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {dn}∞n=1 òàêîâà, ÷òî dn >

∞∑
k=n+1

dk äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî
n > n0, ïðè êîòîðîì dn > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X, äëÿ
êîòîðîãî ρ(x, Yn) = dn (n = 1, 2, . . . ).

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 5.1, Ñ.Â.Êîíÿãèí (2012) ïîêàçàë, ÷òî äëÿ âñÿ-
êîé ñèñòåìû ñòðîãî âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ {Yn} â ïðîèçâîëü-
íîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X è âñÿêîé ìîíîòîííî óáûâàþùåé ê
íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè dn ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ X, ÷òî
dn/4 6 ρ(x, Yn) 6 4dn ïðè êàæäîì n.

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè îò óêëîíåíèé dn òðåáóåòñÿ ëèøü ñòðî-
ãàÿ ìîíîòîííîñòü, íî çàòî íàêëàäûâàþòñÿ ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà
ïîäïðîñòðàíñòâà Yn.

Ñëåäñòâèå 5.2.2. Ïóñòü X åñòü îäíî èç ïðîñòðàíñòâ c0 èëè
lp, 1 < p < ∞, d1 > d2 > . . . , dn → 0, à ñèñòåìà ñòðîãî âëîæåí-
íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Y1 ⊂ Y2 ⊂ . . . òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n0

ðàçìåðíîñòü ôàêòîðïðîñòðàíñòâà Yn+1/Yn áåñêîíå÷íà. Òîãäà â X
ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x, ÷òî ρ(x, Yn) = dn (n = 1, 2, . . . ).

Åñëè äîêàçàòü àíàëîã ñëåäñòâèÿ 5.2.2 äëÿ ïðîñòðàíñòâà l1, òî
îí áóäåò äîêàçàí äëÿ ëþáîãî ñåïàðàáåëüíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà
X (ïîñêîëüêó âñÿêîå òàêîå ïðîñòðàíñòâî èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî
íåêîòîðîìó ôàêòîðïðîñòðàíñòâó l1/Y ).

Çàêëþ÷èòåëüíûå ïàðàãðàôû V ãëàâû ñîäåðæàò ðåçóëüòàòû î ñó-
ùåñòâîâàíèè ôóíêöèé f ñ çàäàííûìè íàèìåíüøèìè óêëîíåíèÿìè
ρn(f) = ρ(f, SFn) îò ìíîæåñòâ SFn íàèïðîñòåéøèõ äðîáåé ñòåïåíè
íå âûøå n â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðåìà 5.3. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {dn}∞n=0 íåîòðè-
öàòåëüíûõ ÷èñåë, ñòðîãî óáûâàþùåé âïëîòü äî íóëÿ: dn > 0 =⇒
dn > dn+1, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ C0(R), ÷òî ρn(f) = dn,
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n = 0, 1, 2, . . . .
Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå ñòðîãîãî óáûâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {dn} âïëîòü äî 0 â òåîðåìå 5.3 ñóùåñòâåííî.

Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí Ñåðãåþ Âëàäèìèðîâè÷ó Êîíÿãèíó, Èãî-
ðþ Ãåðìàíîâè÷ó Öàðüêîâó è ñâîåìó ó÷èòåëþ Åâãåíèþ Ïðîêîôüåâè÷ó
Äîëæåíêî.
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