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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ íàñòîÿùåé äèññåð-
òàöèè ÿâëÿþòñÿ ñàìîïîäîáíûå ôóíêöèè è èõ ñâîéñòâà â ðàçëè÷íûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ñàìîïîäîáíûå ìåðû è èõ ïðèëîæåíèÿ
ê ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ.

Ñàìîïîäîáíîé ìû íàçûâàåì ôóíêöèþ f , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæ-
íîé òî÷êîé àôôèííîãî îïåðàòîðà G. Òî÷íåå, ïóñòü ôèêñèðîâàíî íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî n > 1, è ïóñòü âåùåñòâåííûå ÷èñëà ak ∈ (0, 1), ãäå
k = 1, . . . , n, òàêîâû, ÷òî

n∑
k=1

ak = 1.

Îïðåäåëèì ÷èñëà α1 = 0, αk =
k−1∑
j=1

aj, ãäå k = 2, . . . , n+ 1.

Ââåä¼ì òàêæå ÷èñëà ck > 0, dk è βk (ïîêà ïðîèçâîëüíûå) è òàêæå
áóëåâñêèé âåêòîð {ek} (k = 1, . . . , n) è îïðåäåëèì ñåìåéñòâî àôôèííûõ
ïðåîáðàçîâàíèé îòðåçêà [0, 1]

Sk(x) = akx+ αk, ek = 0; Sk(x) = −akx+ αk+1, ek = 1.

Äàííîìó íàáîðó ÷èñåë ìîæíî ñîïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå àôôèííûé
îïåðàòîð G : Lp[0, 1] → Lp[0, 1] âèäà

[G(f)](t) =
n∑

k=1

(
dk · f

(
S−1
k (t)

)
+ ckS

−1
k (t) + βk

)
· χ(αk,αk+1), (1)

ãäå ÷åðåç χ(ζ,ξ) îáîçíà÷åíà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èíòåðâàëà (ζ, ξ),
ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Lp[0, 1].

Ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû {ak}, {dk} îïåðàòîð G
ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â ïðîñòðàíñòâå Lp[0, 1]. ×òîáû ýòîò îïåðàòîð áûë
ñæèìàþùèì â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íåîáõîäèìî òàêæå
íàëîæèòü óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû {βk}.

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà òàêîãî îïåðàòîðà â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàí-
ñòâå íàçûâàåòñÿ ñàìîïîäîáíîé ôóíêöèåé. ×èñëà {ak}, {dk}, {βk} è {ek}
íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè ñàìîïîäîáèÿ.

Ôðàêòàëüíûå ìíîæåñòâà è ñâÿçàííûå ñ íèìè ôóíêöèè èññëåäîâàëèñü
ðàíåå.1,2

1Julia G., Memoire sur it�eration des fonctions rationelles//J. Math. Pure Appl., 1918, 8, 47�245.
2Fatou P.,Sur les solutions uniformes de certaines �equations fonctionnelle, C.R.Acad. Sci. Paris, 1906,

143, 546�548.
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Äîñòàòî÷íî îáùèé ïîäõîä ê êîíñòðóêöèè ñàìîïîäîáíûõ ìåð è ìíî-
æåñòâ èçëîæåí â ðàáîòàõ 3,4.

Îäíèì èç âàæíûõ êëàññîâ ñàìîïîäîáíûõ îáúåêòîâ ÿâëÿþòñÿ ôðàê-
òàëüíûå êðèâûå. Èõ òåîðèÿ ïîëó÷èëà áîëüøîé òîë÷îê ê ðàçâèòèþ ïî-
ñëå òîãî, êàê îáíàðóæèëàñü å¼ ñâÿçü ñ òåîðèåé âñïëåñêîâ (âåéâëåòîâ) è
ìàñøòàáèðóþùèõ ôóíêöèé5. Â ÷àñòíîñòè, îïðåäåë¼ííûé èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå ãëàäêîñòè ðåøåíèé ìàñøòàáèðóþùèõ óðàâíåíèé
â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íàïðèìåð, â ðàáîòå6 áûëè
ïîëó÷åíû îöåíêè ñâåðõó íà ïîêàçàòåëü Ã�åëüäåðà ýòèõ ðåøåíèé â ïðî-
ñòðàíñòâå C[0, 1]. Â.Þ.Ïðîòàñîâûì7 áûëè ïîëó÷åíû êðèòåðèè òàêèõ
ñâîéñòâ ðåøåíèé ìàñøòàáèðóþùèõ óðàâíåíèé, êàê àáñîëþòíàÿ íåïðå-
ðûâíîñòü, ñèíãóëÿðíàÿ íåïðåðûâíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü âàðèàöèè.

Ðàñøèðåíèåì ïîíÿòèé ñàìîïîäîáíûõ ìåð è íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
ÿâëÿþòñÿ ñàìîïîäîáíûå ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâ Lp. Â ñâÿçè ñ ýòèì íåîá-
õîäèìî óïîìÿíóòü î ââåä�åííûõ Â.Þ.Ïðîòàñîâûì8 ñóììèðóåìûõ ôðàê-
òàëüíûõ êðèâûõ. Â ýòîé ðàáîòå áûëè ïîëó÷åíû êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ
ôðàêòàëüíîé êðèâîé è ïðèíàäëåæíîñòè å�å êëàññàì Lp â òåðìèíàõ ñïåê-
òðàëüíûõ p-ðàäèóñîâ ρp (ñì. òàêæå 9). Êðîìå òîãî, òàì æå áûëè âûâåäå-
íû ôîðìóëû äëÿ ïîêàçàòåëåé ãëàäêîñòè â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðèìåíåíèåì ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ ñàìîïîäîáíûõ îáúåêòîâ ê ñïåê-
òðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ çàíèìàëèñü ìíîãèå àâòîðû. Ðàñïðåäåëåíè-
åì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà â îáëàñòÿõ ñ ôðàêòàëüíîé
ãðàíèöåé çàíèìàëèñü Ì.Áåððè10,11, Ëàïèäóñ Ì.Ë.12,13, Ëåâèòèí Ì., Âà-

3Hutchinson J., Fractals and Self-similatity//Indiana University Math. J., 30 (1981), 713�741.
4M. Barnsley, Fractals everywere//Academic Press, 1988.
5Daubechies I.,Lagarias J.,Two scale di�erence equations. I. Existence and global regularity of

solutions//SIAM. J. Anal., 22:5 (1991), 1388�1410.
6Daubechies I.,Lagarias J., Two scale di�erence equations. I. Local regularity, in�nite products of

matrices and fractals//SIAM. J. Anal., 23:4 (1992), pp. 1031�1079.
7Protasov V., Re�nement equations with nonnegative coe�cients//J. Fourier Anal. Appl., 6:1, (2000),

55�78.
8Â.Þ.Ïðîòàñîâ Ôðàêòàëüíûå êðèâûå è âñïëåñêè//Èçâ.ÐÀÍ. Ñåðèÿ ìàòåì.,70:5 (2006), 105�145.
9Lau K. S., Wang J., Characterization of Lp-solutions for two-scale dilation equations//SIAM. J. Math.

Anal., 26:4, (1995), 1018�1046.
10Berry M. V., Distribution of modes in fractal resonators, structural stability in physics(W. G�uttinger

and H. Eikemeier, eds.)// Springer-Verlag, Berlin, 1979, 51�53.
11Berry M.V., Some geometric aspects of wave motion: wavefront dislocations, di�raction catastrophes,

di�ractals//Geometry of Laplas Operator, Proc. Sympos. Pure Math., vol.36, Amer. Math. Soc.,
Providence, R.I., 1980, 13�38.

12Lapidus M. L., Fractal drum, inverse spectral problems for elliptic operators and a partial resolution

of the Weyl�Berry conjecture//Trans. Amer.Math.Soc., 325, 1991, pp. 465-529.
13Kigami J., Lapidus M.L., Weyl's problem for the spectral distributions of Laplacians on p.c.f. self-

similar fractals// Comm. Math. Phys. 158 (1993), 93-�125.
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ñèëüåâ Ä.14

Áîëüøîå çíà÷åíèå ñàìîïîäîáíûå âåñà ïðèîáðåëè ïðè èçó÷åíèè êîëå-
áàíèé ñòðóíû. Óðàâíåíèþ êîëåáàíèÿ ñòðóíû

−y′′ = λP ′y

ñ íàäëåæàùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïîñâÿùåíû ðàáîòû ìíîãèõ
àâòîðîâ. Íàèáîëåå âàæíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ
Ì.Ã.Êðåéíà.15,16,17,18 Â ÷àñòíîñòè èì áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà

lim
n→∞

n√
λn

=
1

π

∫ 1

0

√
P ′dx,

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ïðè íàëè÷èè àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ÷àñòè ó
íåóáûâàþùåé ôóíêöèè P ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò àñèìï-
òîòèêå

λn ∼ n2

(
1

π

∫ 1

0

√
P ′dx

)2

.

Êðîìå òîãî, â ðàáîòå Ì.Ñ.Áèðìàíà è Ì.Ç.Ñîëîìÿêà19 ïîêàçàíî, ÷òî åñ-
ëè P ñîäåðæèò àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó, òî å¼ ñèíãóëÿðíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ íå âëèÿåò íà ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè. Òàêèì îáðàçîì,
îñîáûé èíòåðåñ ïðè îïðåäåëåíèè ñïåêòðàëüíûõ àñèìïòîòèê ïðåäñòàâ-
ëÿþò ôóíêöèè P , íå ñîäåðæàùèå àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó.
Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè ñâÿçàíû ñ ñàìîïîäîáíûìè ñèí-
ãóëÿðíûìè ìåðàìè 20.

Â ÷àñòíîñòè, Ì.Ñîëîìÿêîì è Å. Âåðáèöêèì äëÿ çàäà÷è êîëåáàíèÿ
ñòðóíû ñ ñàìîïîäîáíîé ñèíãóëÿðíîé ìåðîé ρ â êà÷åñòâå âåñà ïðè ñïåê-
òðàëüíîì ïàðàìåòðå ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñ÷èòàþ-
ùåé ôóíêöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

N(λ) = λD(s(lnλ) + o(1))

14Levitin M., Vassiliev D., Spectral asymptotics, renewal theorem, and the Berry conjecture for a class

of fractals//Proc. Lond. Math. Soc., 72 (1996), 188�214.
15Ì.Ã.Êðåéí, Îïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè íåîäíîðîäíîé ñèììåòðè÷íîé ñòðóíû//ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1951,

ò. 76, �3, 345�348.
16Ì.Ã.Êðåéí, Îá îáðàòíûõ çàäà÷àõ äëÿ íåîäíîðîäíîé ñòðóíû//ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1952, ò. 82, �5, 669�

672.
17Ì.Ã.Êðåéí, Îá îäíîì îáîáùåíèè èññëåäîâàíèé Ñòèëòüåñà//ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1952, ò. 87, �6, 881�

884.
18Ì.Ã.Êðåéí, Î íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýôôåêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè íåîäíîðîäíîé ñòðóíû

ïî å¼ ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè//ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1953, ò. 93, �4, 617�620.
19Ì.Ñ.Áèðìàí, Ì. Ç.Ñîëîìÿê, Àñèìïòîòèêà ñïåêòðà ñëàáî ïîëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòî-

ðîâ// Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, ìàòåì., 34 (1970), N6, 1143�1158.
20Solomyak M., Verbitsky E., On a spectral problem related to self-similar measures//Bull. London

Math. Soc., 27 (1995), 242�248.
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â ñëó÷àå àðèôìåòè÷åñêîãî ñàìîïîäîáèÿ. Ôóíêöèÿ s â äàííîì ñëó÷àå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Â ñëó÷àå íåàðèôìåòè÷åñêîãî ñàìîïîäîáèÿ ôóíê-
öèÿ s ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé. Ïîêàçàòåëü D â ñëó÷àå ìåð ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèå â ïðîìåæóòêå (0, 1/2). Ñëó÷àé äèñêðåòíûõ ìåð èìè íå èññëåäîâàëñÿ,
ðàâíî êàê è ñëó÷àé çíàêîïåðåìåííûõ âåñîâ.

Èññëåäîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ
ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè çàíèìàëèñü ìíîãèå àâòîðû. Â ÷àñòíî-
ñòè, ðàçëè÷íûå (íî ýêâèâàëåíòíûå) ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ îïåðàòî-
ðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè-ðàñïðåäåëåíèÿìè äàíû â ðàáî-
òå À.Ì.Ñàâ÷óêà è À.À.Øêàëèêîâà21 Èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ
ýòèõ îïåðàòîðîâ, ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ïîëó÷åíî â 22,23.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ ñàìîïî-
äîáíîé ñèíãóëÿðíîé íåïðåðûâíîé ìåðû è äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòî-
ðà âûñîêîãî ïîðÿäêà èçó÷åíî â ðàáîòå À.È.Íàçàðîâà24. Äëÿ ðàçëè÷íûõ
ïðèëîæåíèé, â ÷àñòíîñòè â òåîðèè ìàëûõ óêëîíåíèé ñëó÷àéíûõ ïðîöåñ-
ñîâ, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ äèñêðåòíîé ìåðîé (òî÷íåå ñ å¼ ïëîòíîñòüþ) â êà÷å-
ñòâå êîýôôèöèåíòà ïðè ñïåêòðàëüíîì ïàðàìåòðå. Ðàíåå òàêèå çàäà÷è íå
èçó÷àëèñü äàæå â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿä-
êà.

Çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ñàìîïîäîáíûì äèñêðåòíûì âåñîì ìî-
æåò áûòü ïðèìåíåíà ê óñòàíîâëåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà ßêîáè ñ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèìè ìàò-
ðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà äâóõäèàãîíàëüíûõ
îïåðàòîðîâ ßêîáè ñ áûñòðî óáûâàþùèìè (ýêñïîíåíöèàëüíî è ñâåðõ-
ýêñïîíåíöèàëüíî) ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè èçó÷åíû Ý.À.Òóðîì25 è
Ð.Â.Êîæàíîì26.

21À.Ì.Ñàâ÷óê, À.À.,Øêàëèêîâ, Îïåðàòîðû Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè-

ðàñïðåäåëåíèÿìè//Òðóäû Ìîñê. ìàòåì. îáùåñòâà, 64, 2003, 159�212.
22À.Ì.Ñàâ÷óê, À.À.,Øêàëèêîâ, Î ñâîéñòâàõ îòîáðàæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ îáðàòíîé çàäà÷åé

Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ// Òðóäû Ìîñêîâñêîãî Èíñòèòóòà èì. Â.À.Ñòåêëîâà Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè Íà-
óê, Ò. 260, 2008, 227�247.

23À.Ì.Ñàâ÷óê, À.À.,Øêàëèêîâ, Ìåòîä îòîáðàæåíèé â îáðàòíûõ çàäà÷àõ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè// Òðóäû Ìîñêîâñêîãî Èíñòèòóòà èì. Â.À.Ñòåêëîâà Ðîññèéñêîé
Àêàäåìèè Íàóê, ò. 261, 2008, 243�248.

24À.È.Íàçàðîâ,Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ àñèìïòîòèêà ìàëûõ óêëîíåíèé äëÿ íåêîòîðûõ ãàóññîâñêèõ

ïðîöåññîâ â L2-íîðìå îòíîñèòåëüíî ñàìîïîäîáíîé ìåðû//Çàïèñêè íàó÷. ñåìèíàðîâ ÏÎÌÈ 311,
2004, 190�213.

25Ý.À.Òóð Àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ îäíîãî êëàññà ìàòðèö ßêîáè ñ ïðåäåëüíûì

òî÷å÷íûì ñïåêòðîì// Ìàòåì. çàìåòêè, ò.73, âûï.3, 2003, 449�462.
26Ð.Â.Êîæàí Àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äâóõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ßêîáè//Ìàòåì.

çàìåòêè, ò.77, âûï. 2, 2005, 313�316.
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Öåëü ðàáîòû. Îïèñàíèå êîíñòðóêöèè ñàìîïîäîáíûõ ôóíêöèé â ðàç-
ëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Óñòàíîâëåíèå êðèòåðèÿ ïðè-
íàäëåæíîñòè ñàìîïîäîáíûõ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâàì Lp[0, 1] (p > 1),
C[0,1]. Ïîëó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ñèíãóëÿðíûì ñàìî-
ïîäîáíûì âåñîì. Ïðè ýòîì èçó÷àþòñÿ âåñà, ÿâëÿþùèåñÿ îáîáù¼ííûìè
ïðîèçâîäíûìè ñàìîïîäîáíûõ ôóíêöèé ïîëîæèòåëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî
ïîðÿäêà è ñàìîïîäîáíûõ ôóíêöèé íóëåâîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà. Èñ-
ñëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðà-
òîðà âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ äèñêðåòíîé ñàìîïîäîáíîé ìåðîé. Ïðèìåíåíèå
ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ âûðîæäåííî ñàìî-
ïîäîáíûì âåñîì ê èçó÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé îïåðàòîðà ßêîáè (â òîì ÷èñëå è â ïðîñòðàíñòâå ñ èíäåôèíèò-
íîé ìåòðèêîé) ñ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà ñæèìàþ-
ùèõ îòîáðàæåíèé â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ñâîé-
ñòâà ñàìîïîäîáíûõ ôóíêöèé è ìåð, ìåòîäû ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïå-
ðàòîðíûõ ïó÷êîâ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, âàðèàöèîííûå ìåòîäû,
àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, ìåòîäû òåîðèè îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ñ
èíäåôèíèòíîé ìåòðèêîé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è çà-
êëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

1. Äàíà êîíñòðóêöèÿ ñàìîïîäîáíûõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâàõ Lp[0, 1],
C[0, 1]. Ïîëó÷åí êðèòåðèé ñæèìàåìîñòè îïåðàòîðà (1) â ýòèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñàìîïîäîáíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè ñàìîïî-
äîáíîé ôóíêöèè ïîëîæèòåëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ôóíê-
öèé íóëåâîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà (òàê íàçûâàåìûõ ôóíêöèé ñ âû-
ðîæäåííûì ñàìîïîäîáèåì) ïîëó÷åíû êðèòåðèè ìîíîòîííîñòè è îãðà-
íè÷åííîñòè âàðèàöèè. Ðàññìîòðåíû íåàôôèííî-ñàìîïîäîáíûå ôóíê-
öèè.

2. Ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ñàìîïîäîáíûì ñèí-
ãóëÿðíûì èíäåôèíèòíûì âåñîì â ñëó÷àÿõ:

à) àðèôìåòè÷åñêîãî ñàìîïîäîáèÿ;

á) íåàðèôìåòè÷åñêîãî ñàìîïîäîáèÿ;

â) âûðîæäåííîãî àðèôìåòè÷åñêîãî ñàìîïîäîáèÿ;
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ã) äèñêðåòíîãî ñàìîïîäîáíîãî âåñà (âûðîæäåííîãî ñàìîïîäîáèÿ). Â
ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû áîëåå òîíêèå ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòè÷åñêîì
ïîâåäåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé: ïîêàçàíî, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìîæíî ðàçáèòü íà ñåðèè, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ïîëó÷åíû àñèìïòî-
òè÷åñêèå ôîðìóëû.

3. Ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ äèñêðåòíîé ñàìîïîäîáíîé ìåðîé.

4. Îáíàðóæåíà ñâÿçü ìåæäó çàäà÷åé Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ äâó÷ëåííû-
ìè äèñêðåòíûìè ñàìîïîäîáíûìè âåñàìè è îïåðàòîðîì ßêîáè ñ ýêñïî-
íåíöèàëüíî ðàñòóùèìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Èññëåäîâàíû ñïåê-
òðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà ßêîáè ñ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèìè
ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Ðàññìîòðåíû ìàòðèöû ßêîáè, çàäàþùèå ñà-
ìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð êàê â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, òàê è â
ïðîñòðàíñòâå Êðåéíà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû ñïåöèàëèñòàìè â îáëàñòè òåîðèè ôóíêöèé, òåîðèè ñà-
ìîïîäîáíûõ ôóíêöèé è ìåð, à òàêæå â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ,
òåîðèè ìàëûõ óêëîíåíèé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Àâòîð âûñòóïàë ñ äîêëàäàìè ïî òåìå
äèññåðòàöèè íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ:

• Íàó÷íûé ñåìèíàð ïî îïåðàòîðíûì ìîäåëÿì â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ïîä
ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðîâ À. Ã. Êîñòþ÷åíêî, À À. Øêàëèêîâà, (2001�
2011 ãã.).

• Íàó÷íûé ñåìèíàð ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì êàôåäðû òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Â.Â.Æèêîâà
(2006).

• Ñåìèíàð èì. Â.È.Ñìèðíîâà ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå Ñàíêò�
Ïåòåðáóðãñêîãî îòäåëåíèÿ Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì.
Â.À.Ñòåêëîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðîâ Ñ.È.Ðåïèíà,
Í.Í.Óðàëüöåâîé (2011).
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• Íàó÷íûé ñåìèíàð ïî ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Â.À.Ñàäîâíè÷åãî (2011).

• Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ïî òåîðèè ôóíêöèé ïîä ðóêî-
âîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Á.Ñ.Êàøèíà, ïðîôåññîðîâ Ì.È.Äüÿ÷åíêî,
Á.È. Ãîëóáåâà, ÷ëåí-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ, ïðîôåññîðà Ñ.Â.Êîíÿãèíà
(2012).

• Íàó÷íûé ñåìèíàð ÐÓÄÍ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì è ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà
À.Ë.Ñêóáà÷åâñêîãî (2012).

Ñîäåðæàùèåñÿ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþ-
ùèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ:

• Âîðîíåæñêàÿ âåñåííÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ≪Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òå-
íèÿ≫, Âîðîíåæ, 2006, 2008.

• Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ≪Ñîâðåìåííûå ìåòîäû
òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå âîïðîñû≫, Âîðîíåæ, 2006.

• International Workshop on Krein Spaces, Áåðëèí, 2006, 2007, 2008.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ≪Ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è è èõ ïðèëîæå-
íèÿ≫, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, 2009.

• 15-àÿ Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ≪Ñîâðåìåííûå ïðî-
áëåìû òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå âîïðîñû≫, Ñàðàòîâ, ÑÃÓ èì.
Í. Ã.×åðíûøåâñêîãî, 2010.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ≪Äèôôåðåíöèàëüíûå âîïðîñû è ñìåæ-
íûå âîïðîñû≫ (ã. Ìîñêâà, 2001, 2004, 2007, 2010 ãã.).

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ àêàäåìèêà
Ñ.Ì.Íèêîëüñêîãî (ã. Ìîñêâà, 2005).

• Ëîìîíîñîâñêèå ×òåíèÿ â ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà (2010 ã.).

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû àíàëèçà
è ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè¿, ïîñâÿùåííàÿ 105-ëåòèþ àêàäåìèêà
Ñ.Ì.Íèêîëüñêîãî (ã. Ìîñêâà, 2010).
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• International Workshop on Operator Theory and Applications (Ìåæäóíà-
ðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî òåîðèè îïåðàòîðîâ è ïðèëîæåíèÿì), IWOTA�
2010, ã. Áåðëèí, Ãåðìàíèÿ.

• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèÿ ≪Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ è êðàåâûå çàäà-
÷è≫ (ã. Îðñå, Ôðàíöèÿ, 2011).

• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèÿ ≪Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ îïåðàòîðîâ è å¼
ïðèëîæåíèÿ≫ (ã. Óôà, 2011).

• International Workshop on Operator Theory and Applications (Ìåæäóíà-
ðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî òåîðèè îïåðàòîðîâ è ïðèëîæåíèÿì), IWOTA�
2011, ã. Ñåâèëüÿ, Èñïàíèÿ.

Òåçèñû âñåõ äîêëàäîâ îïóáëèêîâàíû â ñáîðíèêàõ òåçèñîâ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êîíôåðåíöèé.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 23
ðàáîòàõ (èç íèõ 12 èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ), ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå
àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷å-
òûðåõ ãëàâ, äâóõ ïðèëîæåíèé è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Òåêñò äèññåðòàöèè
èçëîæåí íà 203 ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 114 íàèìåíî-
âàíèé. Â ðàáîòå èìååòñÿ 11 ïîÿñíÿþùèõ èëëþñòðàöèé è 3 òàáëèöû.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ââåäåíèå. Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð èñ-
ñëåäîâàíèé, ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåð-
òàöèè.

Ãëàâà 1. Â ïåðâîé ãëàâå äàíà îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ ñàìîïîäîáíûõ
ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâàõ Lp[0, 1], C[0, 1], ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñæèìàåìî-
ñòè îïåðàòîðà ïîäîáèÿ G â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè, îãðàíè÷åííîñòè âàðèàöèè ñàìîïîäîáíûõ ôóíê-
öèé ïîëîæèòåëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà. Äîêàçàíà íåïðåðûâíàÿ çà-
âèñèìîñòü ñàìîïîäîáíîé ôóíêöèè îò ïàðàìåòðîâ ñàìîïîäîáèÿ. Ïîëó÷å-
íû êðèòåðèè îãðàíè÷åííîñòè âàðèàöèè, ìîíîòîííîñòè äëÿ ñàìîïîäîáíûõ
ôóíêöèé íóëåâîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà.

Äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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Òåîðåìà 1 (1.1.1.). Îïåðàòîð ïîäîáèÿ G (1) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì
â Lp[0, 1] â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

n∑
k=1

ak |dk|p < 1 (1 6 p < +∞), (2)

max
16k6n

|dk| < 1 (p = +∞). (3)

Òåîðåìà 2 (1.1.2.). Åñëè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (2) (1 6 p <
+∞), èëè (3) (p = +∞), òî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ôóíêöèÿ
f ∈ Lp[0, 1], óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ G(f) = f .

Ôóíêöèè, çàäàííûå óñëîâèåì G(f) = f ñ íåêîòîðûì àôôèí-
íûì ñæèìàþùèì îïåðàòîðîì ïîäîáèÿ G, áóäåì íàçûâàòü àôôèííî-
ñàìîïîäîáíûìè èëè ïðîñòî ñàìîïîäîáíûìè. ×èñëà {ak}, {ck}, {dk}, {ek}
è {βk}, k = 1, 2, . . . , n áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðàìè ñàìîïîäîáèÿ.

Òåîðåìà 3 (1.1.5.). Ñàìîïîäîáíàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ íåïîäâèæ-
íîé òî÷êîé ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ, íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïàðà-
ìåòðîâ ñàìîïîäîáèÿ, à èìåííî, åñëè ck → c′k, dk → d′k è βk → β′

k,
k = 1, 2, . . . , n, òî ∥f − g∥Lp[0,1] → 0.

Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ íåïðåðûâíûõ ñàìîïîäîáíûõ ôóíêöèé îïèðà-
åòñÿ íà ñëåäóþùóþ ëåììó

Ëåììà 1 (1.2.1.). Çíà÷åíèÿ f(αk + 0) è f(αk − 0) îïðåäåëÿþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
I. ek = 0, ek−1 = 0

f(αk + 0) = dkf(0) + βk; f(αk − 0) = dk−1f(1) + βk−1 + ck−1;

II. ek = 0, ek−1 = 1

f(αk + 0) = dkf(0) + βk; f(αk − 0) = dk−1f(0) + βk−1;

III. ek = 1, ek−1 = 1

f(αk + 0) = dkf(1) + βk + ck; f(αk − 0) = dk−1f(0) + βk−1;

IV. ek = 1, ek−1 = 0

f(αk + 0) = dkf(1) + βk + ck; f(αk − 0) = dk−1f(1) + βk−1 + ck−1.
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Íà îñíîâàíèè ëåììû 1 îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ÷èñëà

hk := f(αk + 0)− f(αk − 0) =

= dkf

(
1− (−1)ek

2

)
− dk−1f

(
1 + (−1)ek−1

2

)
+

+ βk − βk−1 + ck
1− (−1)ek

2
− ck−1

1 + (−1)ek−1

2
.

Òåîðåìà 4 (1.2.1.). Ñæèìàþùèé îïåðàòîð ïîäîáèÿ G çàäàåò íåïðå-
ðûâíóþ ôóíêöèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ

1)
max
16k6n

|dk| < 1, (4)

2) Âñå âåëè÷èíû hk = 0, k = 2, . . . , n.

Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñàìîïîäîáíûå ìåðû.
Êîíñòðóêöèÿ ñàìîïîäîáíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùåé. Íåóáûâàþ-
ùèå ñàìîïîäîáíûå ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé ïîðîæäàþò ñà-
ìîïîäîáíûå ìåðû.

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííûå ñàìîïîäîáíûå ôóíêöèè, íîðìèðîâàííûå
óñëîâèÿìè f(0) = 0, f(1) = 1. Â ýòîì ñëó÷àå β1 = 0. Òàêæå óäîáíî
ïîëîæèòü βn+1 = 1. Ïîëîæèì òàêæå ek = 1, k = 1, . . . , n.

Òåîðåìà 5 (1.3.1.). ×òîáû ñàìîïîäîáíàÿ íåïðåðûâíàÿ ñëåâà îãðà-
íè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f áûëà íåóáûâàþùåé, íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ âñåõ
k = 1, 2, . . . , n âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

1) ck + dk > 0;
2) βk 6 βk+1;
3) ck + dk + βk 6 βk+1.
×òîáû ñàìîïîäîáíàÿ íåïðåðûâíàÿ ñëåâà îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f áû-

ëà íåóáûâàþùåé, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n âûïîëíÿ-
ëèñü

1) ck > 0, dk > 0;
2) βk 6 βk+1;
3) ck + dk + βk 6 βk+1.

Òåîðåìà 6 (1.3.2.). Ñàìîïîäîáíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f ñ ïàðà-
ìåòðàìè ñàìîïîäîáèÿ {ak}, {ck}, {dk}, {βk}, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèÿì f(0) = 1, f(1) = 1, ck = 0 k = 1, 2, . . . , n, èìååò îãðàíè÷åííóþ
âàðèàöèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D 6 1.
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Ïî íåïðåðûâíîé ñëåâà íåóáûâàþùåé ôóíêöèè f , èìåþùåé îãðàíè-
÷åííóþ âàðèàöèþ, îïðåäåëèì ìåðó µf ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µf([a, b)) = f(b)− f(a).

Ýòè ìåðû áóäóò ñàìîïîäîáíûìè â ñìûñëå ðàáîòû27ïðè óñëîâèè íåâû-
ðîæäåííîãî ñàìîïîäîáèÿ, à èìåííî, åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êëàññèôèêàöèþ ñàìîïîäîá-
íûõ ôóíêöèé.

Îñîáîå ìåñòî ñðåäè ñàìîïîäîáíûõ ôóíêöèé çàíèìàþò ôóíêöèè, äëÿ
êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïàðàìåòðû ñàìîïîäîáèÿ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè:

1. ñðåäè ÷èñåë dk, ãäå k = 1, . . . , n, íå ìåíåå äâóõ îòëè÷íû îò íóëÿ;

2. ñðåäè ÷èñåë βk, ãäå k = 1, . . . , n, ïî ìåíüøåé ìåðå îäíî îòëè÷íî îò
íóëÿ.

Òàêèå ñàìîïîäîáíûå ôóíêöèè áóäóò íàçûâàòüñÿ ñàìîïîäîáíûìè ôóíê-
öèÿìè ïîëîæèòåëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà. Ñìûñë óñëîâèÿ (2) ñî-
ñòîèò â èñêëþ÷åíèè òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ f ≡ 0.

Ëåììà 2 (1.4.1.). Ïóñòü f � ñàìîïîäîáíàÿ ôóíêöèÿ, è ïóñòü n, ak
è dk, ãäå k = 1, . . . , n, � å¼ ïàðàìåòðû ñàìîïîäîáèÿ. Ïóñòü ïðè ýòîì
ñðåäè ÷èñåë dk íå ìåíåå äâóõ îòëè÷íû îò íóëÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííî ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå D óðàâíåíèÿ

n∑
k=1

(ak |dk|)D = 1. (5)

Ïðè ýòîì D < 1.

Ñàìîïîäîáíûå ïî Õàò÷èíñîíó ìåðû µf ïîðîæäàþòñÿ íåïðåðûâíûìè
ôóíêöèÿìè f ïîëîæèòåëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà.

Êàê áóäåò ïîêàçàíî âî âòîðîé ãëàâå, ðåøåíèå D óðàâíåíèÿ (5) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïîðÿäîê àñèìïòîòèêè ñïåêòðà çàäà÷è êîëåáàíèÿ ñòðóíû
ñ âåñîì, ÿâëÿþùèìñÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé ñàìîïîäîáíîé ôóíêöèè
ïîëîæèòåëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà.

Äàëåå â ïåðâîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ñàìîïîäîáíûå ôóíêöèè íóëåâîãî
ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n âûïîëíåíî βk = 0, òî
îïåðàòîð ïîäîáèÿ G èìååò òîëüêî òðèâèàëüíóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó f ≡
0, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

27Hutchinson J., Fractals and Self-similarity//Indiana University Math. J., 30 (1981), 713�741.
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(B) ñðåäè ÷èñåë βk, ãäå k = 1, . . . , n, ïî ìåíüøåé ìåðå îäíî îòëè÷íî îò
íóëÿ.

Ñðåäè ñàìîïîäîáíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ B, âûäå-
ëèì ñëåäóþùèå êëàññû, äëÿ êîòîðûõ ïàðàìåòðû ñàìîïîäîáèÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:

(D0) dk = 0 äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n;

(D1) ñðåäè ÷èñåë dk, ãäå k = 1, . . . , n, ðîâíî îäíî îòëè÷íî îò íóëÿ;

(D2) ñðåäè ÷èñåë dk, ãäå k = 1, . . . , n, íå ìåíåå äâóõ îòëè÷íû îò íóëÿ;

Äëÿ ñàìîïîäîáíûõ ôóíêöèé êëàññà D1 óðàâíåíèå (5) èìååò òîëüêî
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå D = 0. Â ñâÿçè ñ ýòèì äàäèì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 1. Ñàìîïîäîáíûå ôóíêöèè êëàññà D1 áóäåì íàçûâàòü
ñàìîïîäîáíûìè ôóíêöèÿìè íóëåâîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà.

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ñâîéñòâ ñàìîïîäîá-
íûõ ôóíêöèé íóëåâîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 7 (1.4.1.). Ñàìîïîäîáíàÿ ôóíêöèÿ íóëåâîãî ñïåêòðàëüíîãî
ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé è ïðèíèìàåò íå áîëåå ÷åì ñ÷¼ò-
íîå ÷èñëî çíà÷åíèé. Âñå òî÷êè ðàçðûâà ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ðàçðûâà 1-ãî
ðîäà, êðîìå, áûòü ìîæåò, îäíîé òî÷êè.

Òî÷êó, óêàçàííóþ â òåîðåìå 7, áóäåì íàçûâàòü îñîáîé. Â ñëó÷àå, êîãäà
ek̂ = 0, êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

x̂ =
αk̂

1− ak̂
, (6)

ãäå k̂ � íîìåð òîãî åäèíñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ, äëÿ êîòîðîãî
dk ̸= 0.

Äëÿ ñàìîïîäîáíîé ôóíêöèè íóëåâîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé ìîíîòîííîñòè â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ ñàìî-
ïîäîáèÿ (ñëó÷àé ek̂ = 0).

Òåîðåìà 8 (1.4.3.). Ñàìîïîäîáíàÿ ôóíêöèÿ f ∈ D1 ÿâëÿåòñÿ íåóáû-
âàþùåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ ïàðàìåòðû ñàìîïîäîáèÿ óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

1) dk̂ > 0;
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2) β1 6 . . . 6 βk̂−1 6 dk̂β1 + βk̂ 6 dk̂βn + βk̂ 6 βk̂+1 . . . 6 βn

ïðè 1 < k̂ < n.
Ïðè k̂ = n óñëîâèå 2) ìåíÿåòñÿ íà íåðàâåíñòâà:

β1 6 . . . 6 βn−1 6 βn−1 6 dnβ1 + βn.

Ïðè k̂ = 1 óñëîâèå 2) ìåíÿåòñÿ íà íåðàâåíñòâà:

d1βn + β1 6 β2 6 . . . 6 βn.

×òîáû ôóíêöèÿ f íå âîçðàñòàëà, íåðàâåíñòâà 2) íàäî ïîìåíÿòü íà
ïðîòèâîïîëîæíûå.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ek̂ = 1, êîîðäèíàòà îñîáîé òî÷êè x̂ âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

x̂ =
αk̂+1

1 + ak̂
. (7)

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå, íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ k̂ îñîáàÿ òî÷êà
x̂ íå ìîæåò ñîâïàñòü ñ êîíöàìè îòðåçêà [0, 1].

Ôîðìóëû (6) è (7) ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó:

x̂ =
αk̂+ek̂

1− (−1)ek̂ak̂
. (8)

Â ñëó÷àå, êîãäà ek̂ = 1, òåîðåìó 8 íåîáõîäèìî ìîäèôèöèðîâàòü.

Òåîðåìà 9 (1.5.1.). Ñàìîïîäîáíàÿ ôóíêöèÿ f ∈ D1, çàäàííàÿ òà-
êèì îïåðàòîðîì ïîäîáèÿ, ó êîòîðîãî G̃k̂ ìåíÿåò îðèåíòàöèþ îòðåçêà
[αk̂, αk̂+1], ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ ïàðà-
ìåòðû ñàìîïîäîáèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

1) dk̂ < 0;
2) β1 6 β2 6 . . . 6 βk̂−1 6 dk̂βn + βk̂ 6 dk̂β1 + βk̂ 6 βk̂+1 . . . 6 βn ïðè

1 < k̂ < n.
Ïðè k̂ = n óñëîâèå 2) ïðèìåò âèä: β1 6 β2 6 . . . 6 βn−1 6 βn è

βn−1 6 dnβn + βn.
Ïðè k̂ = 1 óñëîâèå 2) ïðèìåò âèä: β1 6 β2 6 . . . 6 βn−1 6 βn è

d1β1 + β1 6 β2.

Ñ ñàìîïîäîáíîé íåóáûâàþùåé íåïðåðûâíîé ñëåâà ôóíêöèåé f , èìå-
þùåé îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ, òàêæå ìîæíî ñâÿçàòü ìåðó

µ([ζ, ξ)) = f(ξ)− f(ζ).
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Òàê êàê òàêàÿ ìåðà íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíîé ïî Õàò÷èíñîíó, áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî îíè îáëàäàþò âûðîæäåííûì ñàìîïîäîáèåì.

Äëÿ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ ïîëåçíà òàêæå äðóãàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñàìî-
ïîäîáíûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ L2[0, 1] òàêîâà, ÷òî äëÿ íå¼
íàéäóòñÿ òàêèå ïàðàìåòðû ñàìîïîäîáèÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ν > 0
áóäåò ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

∀k ∈ {1, . . . , n} ∃lk ∈ N (ak |dk|) · (ak |dk| − e−lk ν) = 0. (9)

Òîãäà òàêîé íàáîð ïàðàìåòðîâ ñàìîïîäîáèÿ áóäåò íàçûâàòüñÿ àðèô-
ìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíûì, à ñàìà ôóíêöèÿ f � àðèôìåòè÷åñêè

ñàìîïîäîáíîé. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ ñàìîïîäîáèÿ ÷èñëî ν̂
ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ñðåäè ÷èñåë ν ñî ñâîéñòâîì (9), òî òàêîå ÷èñ-
ëî ν̂ áóäåò íàçûâàòüñÿ øàãîì ñàìîïîäîáèÿ ôóíêöèè f (èëè òî÷íåå,
øàãîì ñàìîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ ñàìîïîäîáèÿ ôóíêöèè f).

Ôóíêöèÿ f ∈ L2[0, 1], äëÿ êîòîðîé íàéäóòñÿ òàêèå ïàðàìåòðû ñà-
ìîïîäîáèÿ, ÷òî ïðè ëþáîì ν > 0 óñëîâèå (9) áóäåò íàðóøåíî, áóäåò
íàçûâàòüñÿ íåàðèôìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíîé ôóíêöèåé, à å¼ ïàðà-
ìåòðû ñàìîïîäîáèÿ � íåàðèôìåòè÷åñêèìè.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ëèíåéíûå ôóíêöèè îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ àðèô-
ìåòè÷åñêè è íåàðèôìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíûìè, êîððåêòíåå ãîâîðèòü îá
àðèôìåòè÷íîñòè èëè íåàðèôìåòè÷íîñòè èìåííî ïàðàìåòðîâ ñàìîïîäî-
áèÿ ôóíêöèè.

Àðèôìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíûå ôóíêöèè, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ðàç-
äåëèòü íà äâà êëàññà, ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü f ∈ L2[0, 1]� àðèôìåòè÷åñêè ñàìîïîäîá-
íàÿ ôóíêöèÿ ñ øàãîì ν, èìåþùàÿ ïîëîæèòåëüíûé ñïåêòðàëüíûé ïîðÿ-
äîê D. Ïóñòü ïðè ýòîì íàéä¼òñÿ íîìåð k 6 n, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî
îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

• Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî dk > 0, è îòíîøåíèå

ln(ak |dk|)
ν

(10)

íå÷¼òíî.

• Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî dk < 0, è îòíîøåíèå (10) ÷¼òíî.
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Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêè íåâûðîæ-

äåííîé ñàìîïîäîáíîé ôóíêöèåé.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü f ∈ L2[0, 1]� àðèôìåòè÷åñêè ñàìîïîäîá-
íàÿ ôóíêöèÿ ñ øàãîì ν, èìåþùàÿ ïîëîæèòåëüíûé ñïåêòðàëüíûé ïî-
ðÿäîê D. Ïóñòü ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

• Îáîáù¼ííàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′ ∈
◦
W−1

2 [0, 1] ôóíêöèè f îòëè÷íà îò íóëÿ.

• Äëÿ ëþáîãî íîìåðà k 6 n ñî ñâîéñòâîì dk > 0 îòíîøåíèå

ln(ak |dk|)
ν

(11)

ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì.

• Äëÿ ëþáîãî íîìåðà k 6 n ñî ñâîéñòâîì dk < 0 îòíîøåíèå (11) ÿâëÿ-
åòñÿ íå÷¼òíûì.

Òîãäà ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêè âûðîæäåííîé ñà-
ìîïîäîáíîé ôóíêöèåé.

Ãëàâà 2. Â ýòîé ãëàâå ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ñ÷èòà-
þùåé ôóíêöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ
ñàìîïîäîáíûì ñèíãóëÿðíûì âåñîì. À èìåííî, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

−y′′ − λρy = 0, (12)
y(0) = y(1) = 0, (13)

ãäå ρ åñòü ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà
◦
W−1

2 [0, 1], èìåþùàÿ ñàìîïîäîáíóþ
ïåðâîîáðàçíóþ P ∈ L2[0, 1].

×åðåç I[y, z], ãäå y ∈ H′ è z ∈ H, áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ïîëóòîðàëèíåé-
íàÿ ôîðìà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîäîëæåíèåì ïî íåïðåðûâíîñòè ôîðìû

∀y ∈ L2[0, 1] ∀z ∈ H I[y, z] =

1∫
0

yz dx.

Êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ëþáîé ôóíêöèè P ∈ L2[0, 1] ìîæíî ïî-
ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííóþ ôóíêöèþ ρ ∈ H′ ñî
ñâîéñòâîì

∀y ∈ H I[ρ, y] = −
1∫

0

Py′ dx.
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Òàêàÿ ôóíêöèÿ ρ áóäåò íàçûâàòüñÿ ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè P . Ëåãêî
ïðîñëåäèòü ñâÿçü ââåä¼ííîãî îïðåäåëåíèÿ ñ èçâåñòíûì â òåîðèè îáîá-
ù¼ííûõ ôóíêöèé ïîíÿòèåì îáîáù¼ííîé ïðîèçâîäíîé.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìóëüòèïëèêàòîðíîé òðàêòîâêîé çàäà÷ Øòóðìà�
Ëèóâèëëÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè (ñì., íàïðèìåð, 28), âûáåðåì
â êà÷åñòâå îïåðàòîðíîé ìîäåëè äëÿ çàäà÷è (12), (13) ëèíåéíûé ïó÷îê
Tρ : H → H′ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèé òîæäåñòâó

∀λ ∈ C ∀y, z ∈ H I[Tρ(λ)y, z] =

1∫
0

y′z′ dx− λ · I[ρ, yz]. (14)

Â ñëó÷àå, êîãäà âåñ ρ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè P ∈
L2[0, 1], ïîñëåäíåå òîæäåñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

∀λ ∈ C ∀y, z ∈ H I[Tρ(λ)y, z] =

1∫
0

{
y′z′ + λP · (y′z + yz′)

}
dx. (15)

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå ρ ∈ C[0, 1] óðàâíåíèå
Tρ(λ)y = 0 ýêâèâàëåíòíî çàäà÷å (12), (13), ïîíèìàåìîé îáû÷íûì îáðà-
çîì. Î÷åâèäíà òàêæå ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâà

∀y ∈ H I[Tρ(0)y, y] = ∥y∥2H. (16)

Òåîðåìà 10 (2.1.1.). Ñïåêòð ïó÷êà Tρ ÷èñòî äèñêðåòåí, è âñå åãî
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè.

Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïó÷êà Tρ, ðàñïîëîæåííûå ïðàâåå íóëÿ,
èìåþò ïîëîæèòåëüíûé òèï, à âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïó÷êà Tρ,
ðàñïîëîæåííûå ëåâåå íóëÿ, èìåþò îòðèöàòåëüíûé òèï. Äëÿ ëþáîãî
λ > 0 ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïó÷êà Tρ, ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâà-
ëó (0, λ), ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì èíåðöèè indTρ(λ) îïåðàòîðà Tρ(λ). Àíà-
ëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî λ < 0 ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïó÷êà Tρ, ïðè-
íàäëåæàùèõ èíòåðâàëó (λ, 0), ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì èíåðöèè indTρ(λ)
îïåðàòîðà Tρ(λ).

Îïðåäåëèì ñ÷èòàþùèå ôóíêöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà-
÷è (12), (13)

N±(λ) := #{λn | 0 < ±λn 6 λ}.
Â ñëó÷àå àðèôìåòè÷åñêîãî ñàìîïîäîáèÿ ôóíêöèè P (ρ = P ′) ñïðà-

âåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
28À.Ì.Ñàâ÷óê, À.À.,Øêàëèêîâ, Îïåðàòîðû Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè-

ðàñïðåäåëåíèÿìè//Òðóäû Ìîñê. ìàòåì. îáùåñòâà, 64, 2003, 159�212.
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Òåîðåìà 11 (2.2.2.). Ïóñòü P ∈ L2[0, 1] � àðèôìåòè÷åñêè ñàìîïî-
äîáíàÿ ôóíêöèÿ ñ øàãîì ν, èìåþùàÿ ïîëîæèòåëüíûé ñïåêòðàëüíûé
ïîðÿäîê D. Ïóñòü ïðè ýòîì íàéä¼òñÿ íîìåð k 6 n, äëÿ êîòîðîãî âû-
ïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

• Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî dk > 0, è îòíîøåíèå

ln(ak |dk|)
ν

(17)

íå÷¼òíî.

• Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî dk < 0, è îòíîøåíèå (17) ÷¼òíî.

Òîãäà äëÿ ïó÷êà (15) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ñóùåñòâóþò òàêèå íåïðåðûâíûå íà R íåîòðèöàòåëüíûå 1-ïåðèîäè-
÷åñêèå ôóíêöèè s±, ÷òî ïðè λ → ±∞ ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå
ïðåäñòàâëåíèÿ

N±(λ) = |λ|D
(
s±

(
ln |λ|
ν

)
+ o(1)

)
. (18)

2. Åñëè ïðè íåêîòîðûõ i, j ∈ {1, . . . , n} èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà di <
0, dj > 0, òî ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

∀t ∈ R s+(t) = s−(t). (19)

3. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè y ∈ H èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
I[ρ, |y|2] > 0, òî ôóíêöèÿ s+ ïîëîæèòåëüíà è îòäåëåíà îò íóëÿ.
Àíàëîãè÷íî, åñëè äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè y ∈ H èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî I[ρ, |y|2] < 0, òî ôóíêöèÿ s− ïîëîæèòåëüíà è îòäåëåíà îò
íóëÿ.

Òåîðåìà 12 (2.3.2.). Ïóñòü P ∈ L2[0, 1] � íåàðèôìåòè÷åñêè ñà-
ìîïîäîáíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ïîëîæèòåëüíûé ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê

D. Ïóñòü òàêæå ρ ∈
◦
W−1

2 [0, 1] � îáîáù¼ííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè P .
Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôàêòû:

1. ñóùåñòâóþò òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà s±, ÷òî ïðè λ → ±∞
ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ

N±(λ) = |λ|D · (s± + o(1)) ;
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2. åñëè ïðè íåêîòîðîì i ∈ {1, . . . , n} èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî di < 0,
òî ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî s+ = s−;

3. åñëè äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè y ∈
◦
W−1

2 [0, 1] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
⟨ρ, |y|2⟩ > 0, òî ÷èñëî s+ ïîëîæèòåëüíî. Àíàëîãè÷íî, åñëè äëÿ íåêî-

òîðîé ôóíêöèè y ∈
◦
W−1

2 [0, 1] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ⟨ρ, |y|2⟩ < 0,
òî ÷èñëî s− ïîëîæèòåëüíî.

Òåîðåìà 13 (2.4.2.). Ïóñòü P ∈ L2[0, 1]� àðèôìåòè÷åñêè ñàìîïî-
äîáíàÿ ñ øàãîì ν ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ïîëîæèòåëüíûé ñïåêòðàëüíûé
ïîðÿäîê D. Ïóñòü ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. îáîáù¼ííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ρ ∈
◦
W−1

2 [0, 1] ôóíêöèè P îòëè÷íà îò íóëÿ;

2. äëÿ ëþáîãî íîìåðà k 6 n ñî ñâîéñòâîì dk > 0 îòíîøåíèå

ln (ak |dk|)
ν

(20)

ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì;

3. äëÿ ëþáîãî íîìåðà k 6 n ñî ñâîéñòâîì dk < 0 îòíîøåíèå (20) ÿâëÿ-
åòñÿ íå÷¼òíûì.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ 2-ïåðèîäè÷åñ-
êàÿ ôóíêöèÿ s, ÷òî ïðè λ → +∞ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå

N+(λ) = λD ·
(
s

(
lnλ

ν

)
+ o(1)

)
,

à ïðè λ → −∞ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

N−(λ) = |λ|D ·
(
s

(
ln |λ|
ν

− 1

)
+ o(1)

)
.

Â � 2.5 çàäà÷à 12, 13 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ äèñêðåòíûì ñàìîïîäîáíûì
âåñîì. Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäè ÷èñåë {dk} ðîâíî îäíî îòëè÷íî îò íóëÿ. ×åðåç
m ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òîò èíäåêñ, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
dm ̸= 0.

Òåõíèêà, ðàçâèòàÿ ïðè èññëåäîâàíèè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è 12, 13 ñ
âåñîì, ÿâëÿþùèìñÿ îáîáù¼ííîé ïðîèçâîäíîé ñàìîïîäîáíîé ôóíêöèè ïî-
ëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà, îêàçàëàñü íåïðèìåíèìà äëÿ äèñêðåòíûõ ñàìîïî-
äîáíûõ âåñîâ.
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Ðàññìîòðèì âåëè÷èíû ζk, ãäå k = 2, . . . n, èìåþùèå âèä

ζk :=


βm − βm−1 + dmβ1 ïðè k = m,

βm+1 − βm − dmβn ïðè k = m+ 1,

βk − βk−1 èíà÷å.

Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç Z± äâå âåëè÷èíû

Z± := #{k ∈ [2, n] | ±ζk > 0}.

Â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ñàìîïîäîáíîãî âåñà óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå òðè
óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 14 (2.5.1.). Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ dm > 0,
Z+ > 0 è Z+ + Z− = n − 1. Òîãäà ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà
µl > 0, ãäå l = 1, . . . ,Z+, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}∞k=1

çàíóìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé çàäà÷è (12), (13) óäîâëåòâîðÿåò ïðè k → ∞ àñèìïòîòèêàì

λl+kZ+
= µl · (amdm)−k · (1 + o(1)).

Òåîðåìà 15 (2.5.2.). Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ dm > 0,
Z− > 0 è Z+ + Z− = n − 1. Òîãäà ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà
µl > 0, ãäå l = 1, . . .Z−, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λ−k}∞k=1

çàíóìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé çàäà÷è (12), (13) óäîâëåòâîðÿåò ïðè k → ∞ àñèìïòîòèêàì

λ−(l+kZ−) = −µl · (amdm)−k · (1 + o(1)).

Òåîðåìà 16 (2.5.3.). Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ dm < 0 è
Z++Z− = n−1. Òîãäà ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà µl > 0, ãäå l =
1, . . . n − 1, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}∞k=1 çàíóìåðîâàííûõ
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è
(12), (13) óäîâëåòâîðÿåò ïðè k → ∞ àñèìïòîòèêàì

λl+k(n−1) = µl · (am|dm|)−2k · (1 + o(1)),

à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λ−k}∞k=1 çàíóìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ
îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (12), (13) óäîâëåòâîðÿ-
åò ïðè k → ∞ àñèìïòîòèêàì

λ−(l+Z−+k(n−1)) = −µl · (am|dm|)−2k−1 · (1 + o(1)).
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Ãëàâà 3. Â ýòîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ñèíãóëÿðíûì äèñêðåòíûì
âåñîì.

Òî÷íåå íàñ èíòåðåñóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé ñëåäóþùèé çàäà÷è

λLy = µy, (21)

ãäå µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ñàìîïîäîáíàÿ äèñêðåòíàÿ ìåðà (èëè òàê íàçû-
âàåìàÿ ìåðà ñ âûðîæäåííûì ñàìîïîäîáèåì, à L � ñàìîñîïðÿæ¼ííûé,
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûé îïåðàòîð, ïîðîæäàåìûé äèôôåðåíöèàëü-
íûì âûðàæåíèåì

Ly ≡ (−1)ℓy(2ℓ) +
(
Pℓ−1y

(ℓ−1)
)(ℓ−1)

+ . . .+ P0y

ñ ïîäõîäÿùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Çäåñü Pi ∈ L1(0, 1), i =
0, . . . , ℓ− 1.

Òåõíèêà, ðàçâèòàÿ ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è (12), (13) ñ äèñêðåòíûì
ñàìîïîäîáíûì âåñîì, íå ïåðåíîñèòñÿ íàïðÿìóþ íà äèôôåðåíöèàëüíûå
âûðàæåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ýòî ïîòðåáîâàëî äîñòàòî÷íî òîíêîé ðàáî-
òû ñ ðàçëè÷íûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà
L.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ýíåðãåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà L:

H =
o

W
ℓ
2(0, 1); [y, y]H = QL(y, y) =

1∫
0

|y(ℓ)|2.

Êàê è â � 2.5, èíäåêñ m îáîçíà÷àåò íîìåð òîãî åäèíñòâåííîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ, äëÿ êîòîðîãî dm ̸= 0.

Îïðåäåëèì â H ïîäïðîñòðàíñòâà

H1 := {y ∈ H : y(t) ≡ 0 ïðè t ∈ [αm, αm+1],

y(αk) = 0, k = 2, . . . , n};
H2 := {y ∈ H : y(t) ≡ 0 ïðè t ̸∈ [αm, αm+1]}.

Ïóñòü òåïåðü [γ1, γ2] � êàêîé-íèáóäü îòðåçîê, ëåæàùèé â èíòåðâàëå
(αm, αm+1) è ñîäåðæàùèé supp(µ)∩ (αm, αm+1). Ìîæíî, íàïðèìåð, âçÿòü

γ1 = αm + ama1+em(n−1); γ2 = αm+1 − aman−em(n−1).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî Ĥ ⊂ H, ñîñòîÿùåå èç ïîëèíîìèàëü-
íûõ ñïëàéíîâ ïîðÿäêà 2ℓ ñ n + 3 óçëàìè αk, k = 1, . . . , n + 1, γ1 è γ2,

20



òîæäåñòâåííî ðàâíûõ íóëþ íà [γ1, γ2] è èìåþùèõ â óçëàõ αm, αm+1, γ1
è γ2 íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà ℓ− 1, à â îñòàëüíûõ óçëàõ �
äî ïîðÿäêà 2ℓ− 2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî dim Ĥ = n− 1 + ∆, ãäå

∆ = 2(ℓ− 1) ïðè m ̸= 1, n;

∆ = ℓ− 1 ïðè m = 1 èëè m = n.

Íåñëîæíî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî H = H1 ⊕ (H2 u Ĥ).
Ðàçëîæèì â ñâîþ î÷åðåäü ïðîñòðàíñòâî Ĥ â îðòîãîíàëüíóþ ñóììó

ïîäïðîñòðàíñòâ Ĥ = Ĥ1 ⊕ Ĥ2, ãäå

Ĥ1 = {y ∈ Ĥ : y(αk) = 0, k = 2, . . . , n}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

dim Ĥ1 = ∆; dim Ĥ2 = n− 1. (22)

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
∫ 1

0 |y(t)|2dµ(t) îïðåäåëÿåò íà H êîìïàêòíûé ñà-
ìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A, ñîáñòâåííûå ÷èñëà êîòîðîãî, åñòåñòâåííî,
ñîâïàäàþò ñ λ(Lµ)

j .
Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîëó÷åíû ñ ïî-

ìîùüþ ñëåäóþùåãî áëî÷íî-îïåðàòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çàäà÷è (21).
×åðåç B è C ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷èì ñóæåíèÿ îïåðàòîðà A íà ïîä-

ïðîñòðàíñòâà H2 è Ĥ2 (î÷åâèäíî, â ñèëó ñâîéñòâ ñàìîïîäîáíîé ìåðû µ,
ñóæåíèå ýòîãî îïåðàòîðà íà H1 è Ĥ1 òðèâèàëüíî). Òîãäà çàäà÷à (21) ïðè
ðàçëîæåíèè ïðîñòðàíñòâà H = H1 ⊕ (H2 u (Ĥ1 ⊕ Ĥ2)) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
ìàòðè÷íîì âèäå òàê:

λ


I 0 0 0
0 I P∗

1 P∗
2

0 P1 I 0
0 P2 0 I



u
x
y
z

 =


0 0 0 0
0 B 0 0
0 0 0 0
0 0 0 C



u
x
y
z

 , (23)

ãäå u ∈ H1, x ∈ H2, y ∈ Ĥ1, z ∈ Ĥ2, à Pi � îðòîïðîåêòîðû H2 → Ĥi,
i = 1, 2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àñèìïòîòèêó ôóíêöèè NA(λ) ìîæíî ïîëó÷èòü,
ðàññìàòðèâàÿ çàäà÷ó (21) òîëüêî íà ïðîñòðàíñòâå H2 u Ĥ2.

Â îáîçíà÷åíèÿõ ãëàâû 2 (� 2.5) ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 17 (3.2.1.). Äëÿ çàäàííîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ ñ âûðîæ-
äåííûì ñàìîïîäîáèåì èìååì

NLµ
(λ) ∼ (n− 1)

ln( 1λ)

ln(q)
, λ → +0, (24)
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ãäå q =
1

dm · a2ℓ−1
m

> 1.

Ãëàâà 4. Â ïîñëåäíåé ãëàâå ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû
äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà ßêîáè, çàäàííîãî òð¼õäèàãîíàëü-
íîé ìàòðèöåé ñ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè.

Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òð¼õäèàãîíàëüíîé ÿêî-
áèåâîé ìàòðèöû âèäà

α β 0 0 . . . 0 . . .
γ αq βq 0 . . . 0 . . .
0 γq αq2 βq2 . . . 0 . . .
. . .
0 0 0 γqn−1 αqn βqn 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 , (25)

ãäå q > 1.
Ïóñòü ôóíêöèÿ P ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ G, çà-

äàííîãî ôîðìóëîé

G(f)(x) = β1 · χ[0,1−a)(x) +

(
d · f

(
x− 1 + a

a

)
+ β2

)
· χ(1−a,1](x), (26)

ãäå β1, β2 � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Óñëîâèå ad2 < 1 ãà-
ðàíòèðóåò ñæèìàåìîñòü îïåðàòîðà G â L2[0, 1].

Îïðåäåëèì q =
1

ad
. Èç óñëîâèÿ ñæèìàåìîñòè îïåðàòîðà G ñëåäóåò,

÷òî |q| > 1.
Ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à (12), (13) ñ âåñîì ρ, ÿâëÿþùèìñÿ îáîáù¼ííîé

ïðîèçâîäíîé óêàçàííîé ôóíêöèè P , ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å âèäà

As = λrBs,

ðàññìàòðèâàåìîé â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {sk}∞k=1, òàêèõ,
÷òî

∑∞
k=1 a

k−1s2k < ∞ è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∞∑
k=1

ak−1sk = 0. (27)

22



Îïåðàòîðû A è B îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöàìè

A =


1 −1 0 0 . . . 0 . . .
0 1 −1 0 . . . 0 . . .
0 0 1 −1 . . . 0 . . .
. . .
0 0 0 0 1 −1 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



B =


1 0 0 0 . . . 0 . . .
d da 0 0 . . . 0 . . .
d2 d2a (da)2 0 . . . 0 . . .
. . .
dk−1 dk−1a dk−1a2 . . . (da)k−1 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 .

Ïðè ýòîì ïîëîæåíî

r = (1− a)(dβ1 + β2 − β1.

Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííîå ÷èñëî w ̸= 0. Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé {vk}∞k=1, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∞∑
k=1

wk−1v2k < ∞,

÷åðåç l2,w. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ⟨vk, uk⟩w :=

∑∞
k=1w

k−1vkuk. Åñëè w > 0, òî ïðîñòðàíñòâî l2,w ãèëü-
áåðòîâî, åñëè w < 0, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èíäåôèíèòíî è, ñîîò-
âåòñòâåííî, ïðîñòðàíñòâî l2,w ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Êðåéíà.

Îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå l2,w îïåðàòîð L, çàäàííûé ìàòðèöåé AB−1.
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

∞∑
k=2

1

dk−1

(
−dqk−1uk−1 + (1 + dq)qk−1uk + qkuk+1

)2
< ∞ (28)

è
lim
n→∞

un
dn−1

= 0. (29)

Åñëè w > 0, òî îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì. Ïðè óñëî-
âèè w < 0, îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ J-ñàìîñîïðÿæ¼ííûì, ãäå J = P+ − P−,
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à îïåðàòîðû îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ P+, P− îïðåäåëåíû â ïðî-
ñòðàíñòâå l2,1/d ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P+ : ek → ek, k = 1, 3, . . . , 2n− 1, . . . ,

P+ : ek → 0, k = 2, 4, . . . , 2n, . . . ;

P− : ek → 0, k = 1, 3, . . . , 2n− 1, . . . ,

P− : ek → ek, k = 2, 4, . . . , 2n, . . . n ∈ N.

Òåîðåìà 18 (4.3.1.). Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à

As = λrBs

â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {sk}∞k=1, òàêèõ, ÷òî∑∞
k=1 a

k−1s2k < ∞ è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (27) ýêâèâàëåíòà çàäà÷å

Lu = λru

â ïðîñòðàíñòâå l2,1/d ñ óñëîâèåì (28), (29) íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u =
(u1, u2, . . .), ãäå u = Bs.

Ìàòðèöà îïåðàòîðà L èìååò âèä (25), å¼ ýëåìåíòû çàäàíû ñîîòíîøå-

íèÿìè α = 1 + dq = 1 +
1

a
, β = −q, γ = −dq = −1

a
.

Òåîðåìà 19 (4.3.2.). Ïóñòü d > 0. Ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî c, ÷òî äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà L, çàíóìå-
ðîâàííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîð-
ìóëà ïðè k → ∞

λk = cqk(1 + o(1)). (30)

Òåîðåìà 20 (4.3.3.). Ïóñòü d < 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî
c > 0, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λk}∞k=1 îïåðà-
òîðà L, çàíóìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, ñïðàâåäëèâà àñèìïòî-
òè÷åñêàÿ ôîðìóëà

λk+1 = cq2k(1 + o(1)),

à äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λ−k}∞k=1 îïåðàòîðà L, çà-
íóìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ
ôîðìóëà

λ−(k+1) = −cq2k+1(1 + o(1)).



Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Àíäðåþ
Àíäðååâè÷ó Øêàëèêîâó çà ïîëåçíûå ñîâåòû è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê
ðàáîòå, ïðîôåññîðó Àëåêñàíäðó Èëüè÷ó Íàçàðîâó è Àíòîíó Àëåêñååâè-
÷ó Âëàäèìèðîâó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.
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