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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äâèæåíèå òåë ñ óäàðàìè ÿâëÿåòñÿ êëàñ-

ñè÷åñêîé çàäà÷åé ìåõàíèêè ñèñòåì ñ îäíîñòîðîííèìè ñâÿçÿìè. Óäàð
ìîäåëèðóåò âçàèìîäåéñòâèå ýëåìåíòîâ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû êðàò-
êîâðåìåííîå, íî ïðèâîäÿùåå ê êîíå÷íûì èçìåíåíèÿì ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ
ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè îäíîñòîðîííèõ ñâÿçÿõ ñ òðåíèåì. Ïîñòðî-
åíèå ìîäåëåé óäàðîâ â òàêèõ ñèñòåìàõ (íåèäåàëüíûõ óäàðîâ, èëè
óäàðîâ ñ òðåíèåì) ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ êàê ïðè ðàññìîòðåíèè êëàñ-
ñè÷åñêèõ çàäà÷ ìåõàíèêè, òàê è ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè ñëîæíûõ
ðîáîòîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì.

Öåëü ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà çàäà÷àì î äâèæåíèè
òâåðäûõ òåë, ñîóäàðÿþùèõñÿ ñ øåðîõîâàòûìè ïîâåðõíîñòÿìè, â ðàì-
êàõ ìîäåëè óäàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ó÷èòûâàþùåé òðåíèå. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî çàäà÷ î äâèæåíèè îäíîðäíîãî øàðà: ìåæäó
äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè, âíóòðè ñôåðû è âíóòðè êðóãî-
âîãî öèëèíäðà, à òàêæå ïëîñêîãî äèñêà, äâèæóùåãîñÿ ïî èíåðöèè â
ïðÿìîëèíåéíîì êàíàëå. Èçó÷àþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû äâèæå-
íèÿ è óñëîâèÿ âûõîäà ñèñòåìû íà ýòè ðåæèìû. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðè
óäàðå øåðîõîâàòûõ ïîâåðõíîñòåé ïðîèñõîäèò ìãíîâåííîå íàëîæåíèå
è ñíÿòèå ñâÿçè, ñîñòîÿùåé â òîì, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêî-
ðîñòè êîíòàêòèðóþùåé òî÷êè òåëà ðàâíà íóëþ, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå êà÷åíèÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðà-
áîòå, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ðàíåå íåèçâåñòíûìè. Îíè áàçèðóþòñÿ íà
êëàññè÷åñêèõ óòâåðæäåíèÿõ ìåõàíèêè. Ñðåäè íîâûõ ðåçóëüòàòîâ
ñëåäóåò îòìåòèòü ïîñòðîåíèå ìîäåëåé êëàññè÷åñêîé òåîðèè óäàðà
ñ ó÷åòîì ñèë òðåíèÿ ïðè óäàðíîì âçàèìîäåéñòâèè òâåðäûõ òåë è
ïðèìåíåíèå ýòèõ ìîäåëåé ê èçó÷åíèþ äâèæåíèÿ íåêîòîðûõ ìåõàíè-
÷åñêèõ ñèñòåì.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòû ñòðîãî îáîñíîâàíû, îíè áàçèðóþòñÿ íà óòâåðæäåíèÿõ òåîðå-
òè÷åñêîé ìåõàíèêè.

Èñïîëüçóåìûå ìåòîäû. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû àíàëè-
òè÷åñêîé ìåõàíèêè, â òîì ÷èñëå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé òåîðèè óäàðà,
äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ â ðàññìàòðèâàåìûõ
çàäà÷àõ.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåî-
ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû äàþò âîçìîæ-
íîñòü èçó÷àòü äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ îäíîñòîðîííèìè
ñâÿçÿìè ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ â ìîìåíò óäàðà. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîò-
ðåííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò èçó÷àòü óäàð ñ òðåíèåì òâåðäîãî òåëà,
ñòåñíåííîãî íåãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè êà÷åíèÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû è ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåí-
íûå â äèññåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì è îáñóæäàëèñü íà ñëå-
äóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

� Ñåìèíàð ïî àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå è òåîðèè óñòîé÷èâîñòè
(èìåíè Â.Â.Ðóìÿíöåâà) ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ, ïðîô.
Â.Â.Áåëåöêîãî, ïðîô. À.Â.Êàðàïåòÿíà (2011, 2012),

� Ñåìèíàð ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ìåòîäàì òåõíè÷åñêîé ìåõàíè-
êè ïîä ðóêîâîäñòâîì äîö. À.À.Áóðîâà, ïðîô. Ñ.ß.Ñòåïàíîâà
(2012),

� Êîíôåðåíöèè-êîíêóðñå ìîëîäûõ ó÷åíûõ, ÍÈÈ Ìåõàíèêè ÌÃÓ
èì.Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 2008 ã.;

� Ñèìáèðñêîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëå ïî àíàëèòè÷åñêîé ìå-
õàíèêå, óñòîé÷èâîñòè è óïðàâëåíèþ äâèæåíèÿìè è ïðîöåññàìè,
ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè àêàäåìèêà Âàëåíòèíà Âèòàëüåâè÷à Ðó-
ìÿíöåâà, Óëüÿíîâñê, èþíü 2009 ã.;

� Íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ". ÌÃÓ
èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, 2010, 2011 ãã.;

� Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è
ìîëîäûõ ó÷åíûõ "Ëîìîíîñîâ-2010". ÌÃÓ èì.Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,
Ìîñêâà, àïðåëü 2010;

� XI�XII Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáà-
íèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ"(Êîíôåðåíöèè Ïÿòíèöêî-
ãî), Ìîñêâà, 2010, 2012 ãã.;

� XXIII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòè÷åñêèå
Ìåòîäû â Òåõíèêå è Òåõíîëîãèÿõ"(ÌÌÒÒ-23), Ñàðàòîâ, èþíü
2010 ã.;
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� 4�5th Chaotic Modeling and Simulation Conference (Chaos 2011),
Crete, Greece, June 2011; (Chaos 2012), Athens, Greece, June 2012;

� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Optimization and
applications"(OPTIMA 2011), Petrovac, Montenegro, 2011;

� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ìåõàíèêå "Øåñòûå Ïî-
ëÿõîâñêèå ÷òåíèÿ ïîñâÿùåííîé 95-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
Ñ.Â.Âàëëàíäåðà, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2012;

� Âñåðîññèéñêîì êîíêóðñå ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ â îáëàñòè ìà-
òåìàòè÷åñêèõ íàóê (ïîáåäèòåëü, äèïëîì ïåðâîé ñòåïåíè), Óëüÿ-
íîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò, Óëüÿíîâñê, 2012;

� ICNPAA Congress: Mathematical Problems in Engineering,
Aerospace and Sciences, Vienna University of Technology, Vienna,
Austria, 2012.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû
èçëîæåíû â ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå
àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäå-
íèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 70 íàèìåíîâà-
íèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè � 122 ñòðàíèöû.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè îïèñàíà ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü è öåëü íàñòîÿùåé äèñ-

ñåðòàöèè, äàí êðàòêèé îáçîð ðàáîò, ñâÿçàííûõ c òåìîé äèññåðòàöèè,
òàêæå ïðèâåäåíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü óäàðà ñ òðåíèåì, ñîñòî-
ÿùàÿ â òîì, ÷òî ïðè óäàðå òåëà î øåðîõîâàòóþ ïîâåðõíîñòü ïðîèñõî-
äèò ìãíîâåííîå íàëîæåíèå è ñíÿòèå ñâÿçè êà÷åíèÿ áåç ïðîñêàëüçû-
âàíèÿ, ñîñòîÿùåé â òîì, ÷òî ðàâíà íóëþ êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
ê ïîâåðõíîñòè ñêîðîñòü êîíòàêòèðóþùåé òî÷êè òåëà. Øåñòèìåðíûé
âåêòîð îáîáùåííîãî èìïóëüñà ~p òâåðäîãî òåëà ðàñêëàäûâàåòñÿ íà
íîðìàëüíóþ ~pn è êàñàòåëüíóþ ~ps ñîñòàâëÿþùèå ê ïëîñêîñòè Piτ
óäàðà: ~p = ~pn + ~pτ , ~pτ ∈ Πτ , ~pn ⊥ Πτ . Íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
ïðè óäàðå â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì îòðàæåíèÿ Íüþòîíà ìåíÿåò ñâîé
çíàê, è åå ìîäóëü èçìåíÿåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî êîýôôèöèåíòó âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ν, òî åñòü ~p+

n = −νp−n . Êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ~pτ
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ðàñêëàäûâàåòñÿ íà íîðìàëüíóþ ~ps è êàñàòåëüíóþ ~pr êîìïîíåíòû ê
ïðîñòðàíñòâó êà÷åíèÿ, ò.å. ãèïåðïëîñêîñòè Lr â ïëîñêîñòè óäàðà, â
êîòîðîé ëåæàò âñå âåêòîðû èìïóëüñà, îòâå÷àþùèå ñâÿçè êà÷åíèÿ:
~pτ = ~ps + ~pr. Òàêèì îáðàçîì, ~p = ~pn + ~ps + ~pr. Íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿ-
þùàÿ ïîñëå óäàðà îáíóëÿåòñÿ ~p+

s = 0, à êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
ñîõðàíÿåòñÿ ~p+

r = ~p−r . Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü
îïèñàíà êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîäåëè Â.Â. Êîçëîâà óäàðà ñ âÿçêèì
òðåíèåì, äëÿ êîòîðîé èì óêàçàí ôèçè÷åñêèé ñïîñîá ðåàëèçàöèè óäà-
ðà ñ òðåíèåì, îñíîâàííûé íà ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â ïîëíûõ óðàâ-
íåíèÿõ äâèæåíèÿ ïðè ââåäåíèè ïîëÿ óïðóãèõ è äèññèïàòèâíûõ ñèë
ñ áîëüøèìè êîýôôèöèåíòàìè æåñòêîñòè è òðåíèÿ. Ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ òàêæå ìîäåëü ñ ÷àñòè÷íûì íàëîæåíèåì ñâÿçè êà÷åíèÿ áåç ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ. Â ýòîé ìîäåëè ~p+

s = c~p−s , ãäå 0 ≤ c ≤ 1 � ïîñòîÿííûé
êîýôôèöèåíò.

Äëÿ îïèñàííîé ìîäåëè óäàðà ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè óäàðå ñâîáîä-
íîãî òâåðäîãî òåëà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì óòâåðæäåíèå î âàðèàöè-
îííîì ïðèíöèïå äëÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà âàðèàöèé òðàåêòîðèè.

Ðèñ. 1: Óäàð òåëà î øåðîõîâàòóþ ïîâåðõíîñòü Σ.

Äëÿ óäàðà òåëà î øåðîõîâàòóþ ïîâåðõíîñòü Σ âûâîäÿòñÿ óðàâ-
íåíèÿ óäàðà, ò.å. ñîîòíîøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû
äâèæåíèÿ òåëà ïîñëå óäàðà (·)+ ïî ïàðàìåòðàì åãî äâèæåíèÿ äî
óäàðà (·)−:

(~V +
p , ~γ) = −ν(~V −

p , ~γ), (~V +
p , ~α) = c(~V −

p , ~α), (~V +
p , ~β) = c(~V −

p , ~β).

m[ ~PC, ~V +
c ] + J~ω+ = m[ ~PC, ~V −

c ] + J~ω−,

Çäåñü: Vc � ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ C òåëà, ~ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü òå-
ëà, ~Vp = ~Vc + [~ω, ~CP ] � ñêîðîñòü êîíòàêòèðóþùåé òî÷êè P òåëà, m
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� ìàññà è J � ìàòðèöà öåíòðàëüíîãî òåíçîðà èíåðöèè òåëà. Åäèíè÷-
íûå âåêòîðû ~α è ~β, êàñàþòñÿ ïîâåðõíîñòè Σ â òî÷êå êîíòàêòà, ~γ �
åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ýòîé ïîâåðõíîñòè, 0 ≤ c ≤ 1 � êîýôôèöèåíò
øåðîõîâàòîñòè, 0 ≤ ν ≤ 1 � êîýôôèöèåíò âîññòàíîâëåíèÿ.

Çàòåì, íà îñíîâå ýòèõ ñîîòíîøåíèé âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ óäàðà
äëÿ ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ: óäàð øàðà ñ ñèììåòðè÷íûì ðàñïðåäåëå-
íèåì ìàññû; óäàð ñâîáîäíîãî ïëîñêîãî òåëà; óäàð ïëîñêîãî äèñêà ñ
ñèììåòðè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàññû.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêèé îäíîðîäíûé äèñê ðà-
äèóñà a, äâèæåíèå êîòîðîãî îãðàíè÷åíî äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè øå-
ðîõîâàòûìè ïðÿìûìè îáðàçóþùèìè ñòåíêè ïðÿìîëèíåéíîãî êàíàëà
øèðèíû 2b. Ïðè äâèæåíèè äèñê ïîñëåäîâàòåëüíî óäàðÿåòñÿ î ñòåí-
êè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìàññà m äèñêà ðàñïðåäåëåíà ñèììåòðè÷íî òàê,
÷òî öåíòð ìàññ äèñêà ñîâïàäàåò ñ åãî ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì (J �
åãî öåíòðàëüíûé ìîìåíò èíåðöèè). Ðàññìîòðåíèå âåäåòñÿ â ñèñòåìå

Ðèñ. 2: Äâèæåíèå äèñêà ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè.

êîîðäèíàò Oxy, ãäå îñü Ox íàïðàâëåíà âäîëü êàíàëà. Ïîëîæåíèå
äèñêà îïèñûâàåòñÿ êîîðäèíàòàìè (x, y) åãî öåíòðà è óãëîì ϕ ïîâî-
ðîòà äèñêà îòíîñèòåëüíî îñè Ox. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî çàäà÷:
äâèæåíèå ïî èíåðöèè â ñëó÷àå íåïîäâèæíûõ ñòåíîê êàíàëà; äâè-
æåíèå â ñëó÷àå, êîãäà ñòåíêè ïåðåìåùàþòñÿ ïî íåêîòîðîìó çàêîíó;
äâèæåíèå â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè â ñëó÷àå, êîãäà ñòåíêè êàíà-
ëà âåðòèêàëüíû. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ äâèæåíèå äèñêà
âûõîäèò íà ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì, èëè ðåæèì, áëèçêèé ê ïåðèî-
äè÷åñêîìó. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ìåòîä äèàãðàìì, ïîçâîëÿþùèé
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íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ïðîöåññ âûõîäà äâèæåíèÿ íà ïåðèîäè÷åñêèé
ðåæèì. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû èñïîëüçóþòñÿ â Ãëàâå 3, â êîòîðîé
ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äâèæåíèå øàðà ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè øåðîõî-
âàòûìè ïëîñêîñòÿìè ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ñèñòåìû êîîðäèíàò
àíàëîãè÷íî äâèæåíèþ äèñêà ìåæäó øåðîõîâàòûìè ïðÿìûìè.

Â ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû ïðîâîäèòñÿ àíàëèç äâèæåíèÿ äèñêà ìåæ-
äó íåïîäâèæíûìè ïðÿìûìè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå äèñêà ïî
èíåðöèè ìåæäó íåïîäâèæíûìè øåðîõîâàòûìè ïðÿìûìè â ñëó÷àå
àáñîëþòíî óïðóãîãî è íåóïðóãîãî ñîóäàðåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ν: 0 < ν < 1. Âûâîäèòñÿ çàêîí èçìåíåíèÿ ñêîðîñòåé
äèñêà ïðè óäàðå n:

ϕ̇+
n = −µϕ̇+

n−1, ẋ+
n = µẋ+

n−1, µ =
ma2 − J

ν(ma2 + J)
, n = 2, 3, . . . .

Ïîêàçàíî, ÷òî, åñëè µ < 1, òî äèñê âûéäåò íà ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì
äâèæåíèÿ ïî íîðìàëè ê ñòåíêàì êàíàëà ñ íóëåâîé óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ. Ïðè âûõîäå íà ýòîò ðåæèì äèñê ïîâåðíåòñÿ íà êîíå÷íûé óãîë
è ïðîéäåò êîíå÷íîå ðàññòîÿíèå âäîëü êàíàëà:

ϕn → ϕ1 +
T ϕ̇+

1

1 + µ
, xn → x1 +

T ẋ+
1

1− µ
ïðè n → +∞.

Ýäåñü T � èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì óäàðàìè,
(x1, ϕ1) � êîîðäèíàòû äèñêà â ìîìåíò ïåðâîãî óäàðà. Ëèíåéíàÿ ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ äèñêà âäîëü êàíàëà è óãëîâàÿ ñêîðîñòü äèñêà áóäóò
ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ïîêàçàòåëåì µ.
Åñëè âñÿ ìàññà ñîñðåäîòî÷åíà íà îáîäå äèñêà, òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü
è ñêîðîñòü äâèæåíèÿ äèñêà âäîëü êàíàëà ïîñëå ïåðâîãî æå óäàðà
ñòàíóò ðàâíûìè íóëþ. Äèñê áóäåò ñîâåðøàòü äâèæåíèÿ ïî íîðìàëè
ê ñòåíêàì êàíàëà, ïåðèîäè÷åñêè ñîóäàðÿÿñü ñ íèìè.

Åñëè æå µ > 1, òî ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ äèñêà âäîëü êà-
íàëà è óãëîâàÿ ñêîðîñòü äèñêà áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ â ãåîìåòðè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ïîêàçàòåëåì µ, îäíàêî äèñê ïîâåðíåòñÿ íà ñêîëü
óãîäíî áîëüøîé óãîë è óéäåò âäîëü êàíàëà ñêîëü óãîäíî äàëåêî.

Âî âòîðîé ÷àñòè ãëàâû îïèñàí ìåòîä äèàãðàìì. Îí ïîçâîëÿåò
íàãëÿäíî ïîêàçàòü ñõîäèìîñòü ïðåäåëüíîãî äâèæåíèÿ äèñêà ïî ñêî-
ðîñòè äàæå â ðÿäå ñëîæíûõ äâèæåíèé. Óðàâíåíèå óäàðà äëÿ êîìïî-
íåíòû ñêîðîñòè öåíòðà äèñêà îòäåëÿåòñÿ. Íà ïëîñêîñòè èìïóëüñîâ
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Ðèñ. 3: Ìåòîä äèàãðàìì. Íà÷àëüíàÿ èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà η0 = (px0 , pϕ0) ïðîåê-
òèðóåòñÿ íà ëèíèþ êà÷åíèÿ L1 â òî÷êó η0 = (px1 , pϕ1). Ýòà òî÷êà ïðîåêòèðóåòñÿ
íà L2 â òî÷êó η0 = (px2 , pϕ2) è ò.ä.

px = mẋ, pϕ = Jϕ̇, ëèíåéíîãî âäîëü êàíàëà è âðàùàòåëüíîãî äâèæå-
íèé äèñêà, ñòðîÿòñÿ äâå ëèíèè êà÷åíèÿ L1 è L2, îòâå÷àþùèå óäàðàì
î ñòåíêè êàíàëà. Óðàâíåíèÿ ýòèõ ëèíèé � ýòî óðàâíåíèÿ êà÷åíèÿ
äèñêà áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåíêå êàíàëà. Â
ïðîöåññå ñîóäàðåíèé èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ηk = (pxk, pϕk) îðòîãî-
íàëüíî ïðîåêòèðóåòñÿ íà ýòè ïðÿìûå ïîñëåäîâàòåëüíî ÷åðåäóþùèì-
ñÿ îáðàçîì (k � íîìåð óäàðà). Äèàãðàììà äâèæåíèÿ èçîáðàæàþùåé
òî÷êè íà ïëîñêîñòè èìïóëüñîâ px, pϕ ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ïðåäåëüíûå
äâèæåíèÿ äèñêà. Â ñëó÷àå ÷àñòè÷íîé øåðîõîâàòîñòè, ïðè ïðîåêòè-
ðîâàíèè íà î÷åðåäíóþ ïðÿìóþ êà÷åíèÿ Lk, èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà
ñäâèãàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ýòîé ïðÿìîé òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå äî
ïðÿìîé êà÷åíèÿ Ln èçìåíÿåòñÿ â c ðàç.

Ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà äèàãðàìì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî õàðàêòåð
äâèæåíèÿ äèñêà äëÿ ÷àñòè÷íî øåðîõîâàòûõ ñòåíîê (0 < c < 1)
ïðè àáñîëþòíî óïðóãîì ñîóäàðåíèè (ν = 1) òàêîé æå, êàê è ïðè
àáñîëþòíîé øåðîõîâàòîñòè (c = 0). Â îáùåì ñëó÷àå, â ïðåäåëå, ïðè
ñòðåìëåíèè âðåìåíè ê áåñêîíå÷íîñòè, äèñê âûéäåò íà ïåðèîäè÷å-
ñêèé ðåæèì äâèæåíèÿ ïî íîðìàëè ê ñòåíêàì êàíàëà ñ íóëåâîé óã-
ëîâîé ñêîðîñòüþ. Ïðè âûõîäå íà ýòîò ðåæèì äèñê ïîâåðíåòñÿ íà
êîíå÷íûé óãîë è ïðîéäåò êîíå÷íîå ðàññòîÿíèå âäîëü êàíàëà. Ëè-
íåéíàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ äèñêà âäîëü êàíàëà è óãëîâàÿ ñêîðîñòü
äèñêà áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ïî-
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êàçàòåëåì λ:

|η+
n | = λ|η−n |, λ =

√
(1− c)

(ma2 − J)2

(ma2 + J)2 + c.

Â òðåòüåé ÷àñòè ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïîäâèæíûõ øåðîõîâàòûõ
ñòåíîê êàíàëà, â êîòîðîì äâèæåòñÿ äèñê. Äèñê äâèæåòñÿ ïî èíåð-
öèè ìåæäó ñòåíêàìè êàíàëà, ïåðåìåùàþùèìèñÿ ïîñòóïàòåëüíî ñ ïî-
ñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè u1 è u2 âäîëü îñè êàíàëà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëó÷àé àáñîëþòíî óïðóãîãî ñîóäàðåíèÿ ñ àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé
ïðÿìîé, ò.å. ïðè ν = 1, c = 0. Èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä äèàãðàìì. Ëèíèè
êà÷åíèÿ L1 è L2 íà ïëîñêîñòè èìïóëüñîâ (px, pϕ) ñäâèãàþòñÿ ïàðàë-
ëåëüíî íà âåêòîðû (mu1, 0), (mu2, 0) è ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé
òî÷êå (p∗x = mẋ∗, p∗ϕ = mϕ̇∗).

Ðèñ. 4: Äâèæåíèå äèñêà ìåæäó äâó-
ìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïîäâèæíûìè ïðÿ-
ìûìè.

Ðèñ. 5: Äâèæåíèå äèñêà ìåæäó ïàðàë-
ëåëüíûìè ïîäâèæíûìè ïðÿìûìè. Ìå-
òîä äèàãðàìì.

Åñëè âñÿ ìàññà äèñêà ñîñðåäîòî÷åíà â åãî öåíòðå, ò.å. J = 0, òî
ëèíåéíàÿ (âäîëü êàíàëà) ñêîðîñòü öåíòðà äèñêà ẋ ïîñòîÿííà, à óãëî-
âàÿ ïðèíèìàåò ïàðó ÷åðåäóþùèõñÿ çíà÷åíèé. Åñëè âñÿ ìàññà äèñêà
ñîñðåäîòî÷åíà íà åãî îáîäå, ò.å. J = ma2, òî ëèíèè êà÷åíèÿ L1 è L2

ïðè óäàðå î ñòåíêè îðòîãîíàëüíû. Íà íóëåâîì øàãå ïðîåêòèðîâàíèÿ
èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà (px, pϕ) ïîïàäàåò íà ïðÿìóþ L1, à íà ïåðâîì
øàãå ïðîåêòèðîâàíèÿ ïîïàäàåò â íà÷àëî êîîðäèíàò. Â ïðîñòðàíñòâå
ñêîðîñòåé èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ïîïàäåò â òî÷êó (ẋ∗, ϕ̇∗) ïåðåñå÷å-
íèÿ ïðÿìûõ L1 è L2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèå ñðàçó âûéäåò íà
ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì, êîãäà ñêîðîñòü äèñêà ìåæäó óäàðàìè ðàâíà
ẋ = ẋ∗, ẏ = ±ẏ0, ϕ̇ = ϕ̇∗. Çíà÷èò, öåíòð äèñêà áóäåò ñ ïîñòîÿííîé
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ñêîðîñòüþ ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü êàíàëà, à åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü áóäåò
ïîñòîÿííà.

Ïóñòü íå âñÿ ìàññà äèñêà ñîñðåäîòî÷åíà â åãî öåíòðå èëè íà îáî-
äå. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïðåäåëå öåíòð äèñêà áóäåò ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ ẋ∗ =

u1 + u2

2
ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü êàíàëà, à åãî óãëîâàÿ

ñêîðîñòü áóäåò ïîñòîÿííà è ðàâíà ϕ̇∗ =
u1 − u2

2a
. Ïîñêîëüêó (ẋ∗, ϕ̇∗)

� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ êà÷åíèÿ L1 è L2, òî ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü
öåíòðà ẋ∗ è óãëîâàÿ ñêîðîñòü ϕ̇∗ òàêèå, êàê åñëè áû ñòåíêè êàíàëà
ïðèæèìàëè äèñê ñâåðõó è ñíèçó, è îí êàòèëñÿ áû ìåæäó íèìè áåç
ïðîñêàëüçûâàíèÿ.

Åñëè ïðÿìûå äâèæóòñÿ â ðàçíûå ñòîðîíû ñ îäèíàêîâûìè ñêîðî-
ñòÿìè, (u1 = −u2), òî ẋ∗ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå, öåíòð äèñêà, ïðîéäÿ
êîíå÷íîå ðàññòîÿíèå, ñòàáèëèçèðóåòñÿ, è äèñê áóäåò ñîâåðøàòü äâè-
æåíèå îðòîãîíàëüíî ñòåíêàì êàíàëà. Ïðè âûõîäå íà ýòîò ðåæèì
äèñê ïîâåðíåòñÿ íà êîíå÷íûé óãîë è ïðîéäåò êîíå÷íîå ðàññòîÿíèå
âäîëü êàíàëà.

Â îáùåì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå u1 = −u2 ñêîðîñòåé ñòåíîê êàíàëà
áóäåò èìåòü ìåñòî, åñëè ïåðåéòè â ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò,
äâèæóùóþñÿ âäîëü êàíàëà ñî ñêîðîñòüþ u1 + u2

2
.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ñêîðîñòü ñòåíîê êàíàëà ïåðåìåí-
íàÿ: u1 = u1(t), u2 = u2(t). Îáîçíà÷èì ÷åðåç tn � ìîìåíò n-ãî
ñîóäàðåíèÿ, à ÷åðåç wn � ñêîðîñòü ñòåíêè, î êîòîðóþ ïðîèñõîäèò
óäàð â ýòîò ìîìåíò. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì äèàãðàìì, ïåðåä óäà-
ðîì n + 1 èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ηn íàõîäèëàñü íà ïðÿìîé êà÷åíèÿ
Ln: ẋ − (−1)nϕ̇ = wn, à ïðè óäàðå n + 1 äîëæíà â êèíåòè÷åñêîé
ìåòðèêå îðòîãîíàëüíî ïðîåêòèðîâàòüñÿ íà ïðÿìóþ êà÷åíèÿ Ln+1:
ẋ+(−1)nϕ̇ = wn+1. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç
η∗n = (ẋ∗n, ϕ̇

∗
n) Ïóñòü ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñòåíîê êàíàëà îãðàíè÷åíû:

u−i ≤ ui ≤ u+
i , i = 1, 2, òîãäà òî÷êè η∗n (n = 1, 2, . . .) ëåæàò â íåêîòî-

ðîì ïðÿìîóãîëüíèêå Π∗. Äèàìåòð ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà îáîçíà÷èì
÷åðåç d.

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïðåäåëå, ïðè n → +∞, ðàññòîÿíèå îò èçîá-
ðàæàþùåé òî÷êè ηn äî ïðÿìîóãîëüíèêà Π∗ íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû
δ =

d(ma2 − J)

2J
. Â ñòðîãîé ôîðìóëèðîâêå: äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàé-

äåòñÿ íàòóðàëüíîå N òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ n > N ðàññòîÿíèå ρn îò
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èçîáðàæàþùåé òî÷êè ηn äî ïðÿìîóãîëüíèêà Π∗ áóäåò ìåíüøå δ + ε.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñêîðîñòè ñòåíîê êàíàëà îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ

îäèíàêîâûì îáðàçîì: −f ≤ ui(t) ≤ f , i = 1, 2, òî

d =
2f

a

√
ma2 + J, δ =

f
√

ma2 + J(ma2 − J)

aJ
,

è â ïðåäåëå äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ ëèíåéíîé ẋ+
n è óãëîâîé ϕ̇+

n ñêîðî-
ñòåé ïîñëå óäàðà òàêèå:

|ẋ+
n | ≤ f +

δ√
m

+ ε = O(f) + ε, |ϕ̇+
n | ≤

f

a
+

δ√
J

+ ε = O(f) + ε,

ïðè f → +0. Çíà÷èò, ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ ñòåíîê êàíàëà,
ëèíåéíàÿ è óãëîâàÿ ñêîðîñòè äèñêà áóäóò ñ ðîñòîì âðåìåíè ïàäàòü
äî íåáîëüøîé âåëè÷èíû, èìåþùåé òàêîé æå ïîðÿäîê ìàëîñòè, êàê
è ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñòåíîê êàíàëà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå îáðó÷à ìåæäó ïîäâèæíûìè ñòåíêà-
ìè. Ïóñòü ìàññà äèñêà ñîñðåäîòî÷åíà íà åãî ãðàíèöå (îáðó÷), òîãäà
J = ma2. Ïóñòü ñòåíêè êàíàëà ñîâåðøàþò ïðîäîëüíûå ãàðìîíè÷å-
ñêèå êîëåáàíèÿ: u1(t) = A1 sin(ω1t + B1), u2(t) = A2 sin(ω2t + B2).
Ïîñêîëüêó ïðè óäàðàõ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè öåíòðà äèñêà, íîð-
ìàëüíàÿ ê ñòåíêàì êàíàëà, íå ìåíÿåòñÿ ïî ìîäóëþ, òî âðåìÿ ìåæäó
óäàðàìè ïîñòîÿííî. Âûáåðåì, äëÿ ïðîñòîòû, òàêîé ìàñøòàá, ÷òîáû
âðåìÿ ìåæäó óäàðàìè ñîñòàâëÿëî åäèíèöó: T = 1. Òîãäà ÷àñòîòà
óäàðîâ ðàâíà ω0 =

2π

T
= 2π.

Ïóñòü ÷àñòîòû êîëåáàíèé ñòåíîê íå êðàòíû ÷àñòîòå óäàðîâ, ò.å.
äëÿ ëþáûõ öåëûõ k âûïîëíåíî: ωi 6= kω0 = 2kπ, i = 1, 2. Ïîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ñêîðîñòè äèñêà âäîëü êàíàëà è åãî
óãëîâîé ñêîðîñòè ðàâíû íóëþ, è âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ äèñê îòêëî-
íèòñÿ îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ (x0, y0, ϕ0) íà êîíå÷íóþ âåëè÷èíó.

Ëèíèè êà÷åíèÿ îðòîãîíàëüíû, è, ïîýòîìó, íà êàæäîì óäàðå n

èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ηn = (ẋn, ϕ̇n) ïîïàäàåò â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
ëèíèé êà÷åíèÿ η∗n. Ïóñòü ÷àñòîòû êîëåáàíèé ñòåíîê êàíàëà íåçàâè-
ñèìû, ò.å. äëÿ ëþáûõ öåëûõ n1, n2, òàêèõ, ÷òî n2

1 + n2
2 6= 0, âûïîë-

íåíî: n1ω1 + n2ω2 6= 0. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òî÷êè η∗n = (ẋ∗n, ϕ̇
∗
n) âñþäó

ïëîòíî çàïîëíÿþò íåêîòîðûé ïàðàëëåëîãðàì.
Â ýòîé ÷åòâåðòîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå äèñêà â ïðÿ-

ìîëèíåéíîì âåðòèêàëüíîì êàíàëå. Ïóñòü äèñê äâèæåòñÿ â îäíîðîä-
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íîì ïîëå òÿæåñòè, ïëîñêîñòü äâèæåíèÿ âåðòèêàëüíà. Ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ñëó÷àé àáñîëþòíî óïðóãîãî ñîóäàðåíèÿ ñ àáñîëþòíî øåðîõîâà-
òûìè ïðÿìûìè, ò.å. ν = 1, c = 0. Âûâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
äâèæåíèÿ äèñêà.

Åñëè âñÿ ìàññà ñîñðåäîòî÷åíà â öåíòðå äèñêà, òî J = 0. Â ýòîì
ñëó÷àå ìîäóëü óãëîâîé ñêîðîñòè â ìîìåíòû óäàðîâ ðàñòåò ñ ïîñòî-
ÿííûì óñêîðåíèåì λ2 =

magT

ma2 + J
, à ñàìà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ìåíÿåò

çíàê ïðè êàæäîì óäàðå. Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ äèñêà âäîëü êàíàëà â
ìîìåíòû óäàðîâ ðàñòåò ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì aλ2.

Åñëè âñÿ ìàññà ñîñðåäîòî÷åíà íà îáîäå äèñêà, òî J = ma2. Â ýòîì
ñëó÷àå, ïîñëå ïåðâîãî óäàðà, öåíòð äèñêà áóäåò ñ ïîñòîÿííîé ñêî-
ðîñòüþ ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü êàíàëà (âíèç), à åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü
áóäåò ïîñòîÿííà ïî ìîäóëþ è ìåíÿòü çíàê ïðè êàæäîì óäàðå.

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà 0 < J < ma2, â ïðåäåëå, öåíòð äèñêà
áóäåò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü êàíàëà (âíèç), à
åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü áóäåò ïîñòîÿííà ïî ìîäóëþ è ìåíÿòü çíàê ïðè
êàæäîì óäàðå.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå øàðà ìåæäó äâóìÿ
ïàðàëëåëüíûìè øåðîõîâàòûìè ïëîñêîñòÿìè.

Ðèñ. 6: Äâèæåíèå øàðà ñ óäàðàìè ìåæäó ïîäâèæíûìè ïëîñêîñòÿìè.

Ïóñòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz äâèæåòñÿ ïî èíåðöèè øàð,
èìåþùèé ðàäèóñ a. Åãî äâèæåíèå îãðàíè÷åíî äâóìÿ øåðîõîâàòû-
ìè ïëîñêîñòÿìè, êîòîðûå çàäàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿìè:
z = −b è z = b, ãäå b > a > 0. Ýòè ïëîñêîñòè îáðàçóþò ñòåíêè
ïðîñòðàíñòâåííîé ïîëîñû, âíóòðè êîòîðîé äâèæåòñÿ øàð.
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Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äâèæåíèå øàðà ìîæíî ðàçëîæèòü íà ñóììó
äâèæåíèé ïî êîîðäèíàòíûì îñÿì Ox è Oy, ïðè÷åì êàæäîå èç ýòèõ
äâèæåíèé àíàëîãè÷íî äâèæåíèþ äèñêà ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè øå-
ðîõîâàòûìè ïðÿìûìè (ñì. Ãëàâó 2). Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå
ñëó÷àè: àáñîëþòíî è ÷àñòè÷íî øåðîõîâàòûå ïëîñêîñòè; íåïîäâèæ-
íûå è ïîäâèæíûå ïëîñêîñòè; äâèæåíèå øàðà â îäíîðîäíîì ïîëå
òÿæåñòè ìåæäó âåðòèêàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè. Ìàññà øàðà m ðàñ-
ïðåäåëåíà ñèììåòðè÷íî òàê, ÷òî öåíòð ìàññ øàðà ñîâïàäàåò ñ åãî
ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì C, à öåíòðàëüíûé òåíçîð èíåðöèè � øà-
ðîâîé: J = diag{J, J, J}. Èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî
J ≤ 2

3
ma2. Èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ: ~VC = (ẋ, ẏ, ż) � ñêîðîñòü

öåíòðà øàðà; ~ω = (ωx, ωy, ωz) � óãëîâàÿ ñêîðîñòü øàðà; (·)−, (·)+ �
ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ øàðà ñðàçó äî è ïîñëå óäàðà, èìåþòñÿ ââèäó
ìîìåíòû t− 0 è t + 0 äëÿ óäàðà â ìîìåíò âðåìåíè t.

Ãëàâà ðàçáèòà íà 4 ÷àñòè.
Â ïåðâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå øàðà ìåæäó íåïî-

äâèæíûìè ïëîñêîñòÿìè.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðåí ñëó÷àé àáñîëþòíî óïðóãîãî ñîóäàðåíèÿ ñ àá-

ñîëþòíî øåðîõîâàòûìè ïëîñêîñòÿìè, ò.å. ν = 1, c = 0. Âûâîäÿòñÿ
ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ øà-
ðà íà äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ óäàðàõ. Óðàâíåíèÿ óäàðà ðàçäåëÿþò-
ñÿ, è èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî äëÿ ïàðû (ẋ, ωy) è äëÿ ïàðû
(ẏ, ωx). Äëÿ êàæäîé ïàðû óðàâíåíèÿ ïî âèäó ñîâïàäàþò ñ àíàëî-
ãè÷íûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ äâèæåíèÿ äèñêà ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè
ïðÿìûìè.

Åñëè ïîâåðíóòü îñè êîîðäèíàò âîêðóã îñè Oz òàê, ÷òîáû ïîñëå
ïåðâîãî óäàðà áûëî âûïîëíåíî: ẏ = 0, òî äàëåå äâèæåíèå öåíòðà
øàðà áóäåò ïðîèñõîäèòü ïàðàëëåëüíî îñè Ox. Ïðè ýòîì áóäåò âåð-
íî: ẏ = 0, ωx = 0, à êîîðäèíàòû (ẋ, ωy) áóäóò ìåíÿòüñÿ òàê æå,
êàê è äëÿ äèñêà ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè. Èç ôèçè÷åñêèõ
ñîîáðàæåíèé: 1

3ν
≤ µ ≤ 1

ν
. Ïîýòîìó ïðè êàæäîì óäàðå î ñòåíêó

çíàê óãëîâîé ñêîðîñòè ωy ìåíÿåòñÿ, âåëè÷èíà ñêîðîñòè óìåíüøàåò-
ñÿ ñ êîýôôèöèåíòîì µ; íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ øàðà âäîëü îñè Ox

ñîõðàíÿåòñÿ, íî ñêîðîñòü ýòîãî äâèæåíèÿ óìåíüøàåòñÿ ñ êîýôôèöè-
åíòîì µ.

Åñëè âñÿ ìàññà ñîñðåäîòî÷åíà â öåíòðå øàðà, òî J = 0. Â ýòîì
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ñëó÷àå ñêîðîñòü äâèæåíèÿ øàðà âäîëü Ox ïîñëå óäàðîâ ñîõðàíÿåòñÿ,
è øàð óëåòèò ñêîëü óãîäíî äàëåêî.

Äëÿ ñëó÷àÿ 1

3ν
≤ µ <

1

ν
ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïðåäåëå, ïðè ñòðåì-

ëåíèè âðåìåíè ê áåñêîíå÷íîñòè, øàð âûéäåò íà ïåðèîäè÷åñêèé ðå-
æèì äâèæåíèÿ ïî íîðìàëè ê ñòåíêàì ïîëîñòè è ñ âåðòèêàëüíîé óã-
ëîâîé ñêîðîñòüþ. Ïðè âûõîäå íà ýòîò ðåæèì, øàð ïðîéäåò êîíå÷íîå
ðàññòîÿíèå âäîëü îñè Ox. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âåðòèêàëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ðàâíÿëàñü íóëþ, òî, ïðè âûõîäå íà
ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì, ñóììàðíûé ïîâîðîò øàðà áóäåò êîíå÷åí.

Äàëåå ðàññìîòðåí ñëó÷àé íåóïðóãîãî ñîóäàðåíèÿ øàðà ñî ñòåíêà-
ìè ïîëîñòè, êîãäà âûïîëíåíî: c = 0 è 0 ≤ ν ≤ 1.

Ñëó÷àé ν = 1 ðàññìîòðåí â ïåðâîì ðàçäåëå ãëàâû. Åñëè ν = 0,
òî ïîñëå ïåðâîãî óäàðà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ż = 0, øàð îñòàíåòñÿ íà
ñòåíêå ïîëîñòè è áóäåò êàòèòüñÿ ïî íåé áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ.

Ïóñòü 0 < ν < 1. Åñëè âñÿ ìàññà ñîñðåäîòî÷åíà â öåíòðå øàðà,
òî J = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü äâèæåíèÿ øàðà âäîëü Ox ïîñëå
óäàðîâ ñîõðàíÿåòñÿ, è øàð óëåòèò ñêîëü óãîäíî äàëåêî.

Ðàññìîòðèì îñíîâíîé ñëó÷àé, êîãäà 1

3ν
≤ µ <

1

ν
. Óðàâíåíèÿ

óäàðà ðàçäåëÿþòñÿ, è èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî äëÿ ïà-
ðû (ẋ, ωy) è äëÿ ïàðû (ẏ, ωx). Äëÿ êàæäîé ïàðû óðàâíåíèÿ ïî âèäó
ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ äâèæåíèÿ äèñêà ìåæ-
äó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè. Åñëè ïîâåðíóòü îñè êîîðäèíàò âîêðóã
îñè Oz òàê, ÷òîáû áûëî ẏ = 0, òî äàëüíåéøåå äâèæåíèå öåíòðà
øàðà áóäåò ïðîèñõîäèòü ïàðàëëåëüíî îñè Ox. Ïðè ýòîì áóäåò âû-
ïîëíåíî: ẏ = 0, ωx = 0, à êîîðäèíàòû (ẋ, ωy) áóäóò ìåíÿòüñÿ òàê
æå, êàê è äëÿ äèñêà ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè (ñì. Ãëàâó 2).
Ïîñêîëüêó µ < 1, òî, â ïðåäåëå, ïðè ñòðåìëåíèè âðåìåíè ê áåñêîíå÷-
íîñòè, øàð âûéäåò íà ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì äâèæåíèÿ ïî íîðìàëè
ê ñòåíêàì ïîëîñòè ñ âåðòèêàëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Ïðè âûõîäå
íà ýòîò ðåæèì, îí ïðîéäåò êîíå÷íîå ðàññòîÿíèå âäîëü îñè Ox. Åñëè
â íà÷àëüíûé ìîìåíò âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ óãëîâîé ñêîðîñòè
ðàâíÿëàñü íóëþ, òî, ïðè âûõîäå íà ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì, ñóììàð-
íûé ïîâîðîò øàðà áóäåò êîíå÷åí.

Åñëè µ ≥ 1, òî, ïðè ñòðåìëåíèè âðåìåíè ê áåñêîíå÷íîñòè, øàð
óéäåò ñêîëü óãîäíî äàëåêî âäîëü îñè Ox.

Çàòåì ðàññìîòðåí ñëó÷àé ñîóäàðåíèÿ øàðà ñ ÷àñòè÷íî øåðîõîâà-
òûìè ñòåíêàìè ïîëîñòè, êîãäà ν = 1 è 0 ≤ c ≤ 1.
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Ñëó÷àé c = 0 ðàññìîòðåí â ïåðâîì ðàçäåëå ãëàâû. Åñëè c = 1,
òî ïîñëå ëþáîãî ñîóäàðåíèÿ áóäåò ñïðàâåäëèâî: ẋ+ = ẋ−, ẏ+ = ẏ−,
ω+

x = ω−x , ω+
y = ω−y , ò.å. óäàð ýêâèâàëåíòåí îáû÷íîìó óäàðó îá îäíî-

ñòîðîííþþ ñâÿçü. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò óãëîâàÿ ñêîðîñòü øàðà
è ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè öåíòðà øàðà íà ïëîñêîñòü Oxy áûëè îòëè÷íû
îò íóëÿ, òî ïðè ñòðåìëåíèè âðåìåíè ê áåñêîíå÷íîñòè øàð ïîâåðíåò-
ñÿ íà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé óãîë âîêðóã îñè ïàðàëëåëüíîé âåêòîðó
óãëîâîé ñêîðîñòè, è åãî öåíòð óéäåò ñêîëü óãîäíî äàëåêî âäîëü íà-
ïðàâëåíèÿ (ẋ0, ẏ0, 0).

Ïóñòü 0 < c < 1, òîãäà óðàâíåíèÿ óäàðà ðàçäåëÿþòñÿ, è èõ ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî äëÿ ïàðû (ẋ, ωy) è äëÿ ïàðû (ẏ, ωx). Äëÿ
êàæäîé ïàðû óðàâíåíèÿ ïî âèäó ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè óðàâíå-
íèÿìè äëÿ äâèæåíèÿ äèñêà ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè. Åñëè
ïîâåðíóòü îñè êîîðäèíàò âîêðóã îñè Oz òàê, ÷òîáû ïîñëå ïåðâîãî
óäàðà áûëî ẏ = 0, òî äàëüíåéøåå äâèæåíèå öåíòðà øàðà áóäåò ïðî-
èñõîäèòü ïàðàëëåëüíî îñè Ox. Ïðè ýòîì áóäåò âûïîëíåíî: ẏ = 0,
ωx = 0, à êîîðäèíàòû (ẋ, ωy) áóäóò ìåíÿòüñÿ òàê æå, êàê è äëÿ äèñ-
êà ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè.

Õàðàêòåð äâèæåíèÿ äëÿ 0 < c < 1 òàêîé æå, êàê è ïðè c = 0.
Åñëè âñÿ ìàññà ñîñðåäîòî÷åíà â öåíòðå øàðà, òî J = 0 è ñêîðîñòü

äâèæåíèÿ øàðà âäîëü Ox ïîñëå óäàðîâ ñîõðàíÿåòñÿ, çíà÷èò, øàð
óëåòèò ñêîëü óãîäíî äàëåêî.

Åñëè J > 0, òî 1

3
≤ λ ≤ 1. Â ïðåäåëå, ïðè ñòðåìëåíèè âðåìåíè ê

áåñêîíå÷íîñòè, øàð âûéäåò íà ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì äâèæåíèÿ ïî
íîðìàëè ê ñòåíêàì ïîëîñòè ñ âåðòèêàëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Ïðè
âûõîäå íà ýòîò ðåæèì øàð ïðîéäåò êîíå÷íîå ðàññòîÿíèå âäîëü îñè
Ox. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ óãëîâîé
ñêîðîñòè ðàâíÿëàñü íóëþ, òî ïðè âûõîäå íà ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì
ñóììàðíûé ïîâîðîò øàðà áóäåò êîíå÷åí.

Âî âòîðîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå øàðà ìåæäó ïî-
äâèæíûìè ïëîñêîñòÿìè.

Ñíà÷àëà âûâîäÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óäàðà øàðà î äâèæóùó-
þñÿ ïëîñêîñòü. Äâèæåíèå øàðà îãðàíè÷åíî ïëîñêîñòüþ z = −b,
ïðè÷åì ýòà ïëîñêîñòü äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðî-
ñòüþ (ux, uy, 0). Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ â ñëåäóþ-
ùèõ ðàçäåëàõ. Óðàâíåíèÿ óäàðà ðàçäåëÿþòñÿ, è èõ ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü îòäåëüíî äëÿ ïàðû (ẋ, ωy) è äëÿ ïàðû (ẏ, ωx). Äëÿ êàæäîé
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ïàðû óðàâíåíèÿ ïî âèäó ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè óðàâíåíèÿìè
äëÿ äâèæåíèÿ äèñêà ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå øàðà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè, äâè-
æóùèìèñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, â ñëó÷àå àáñîëþòíî óïðóãîãî
ñîóäàðåíèÿ ñ àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòüþ (ïðè ν = 1, c = 0).
Ïóñòü øàð äâèæåòñÿ ïî èíåðöèè ìåæäó ïëîñêîñòÿìè z = −b è z = b,
ïðè÷åì ýòè ïëîñêîñòè äâèæóòñÿ ïîñòóïàòåëüíî ñ ïîñòîÿííûìè ñêî-
ðîñòÿìè (ux1, uy1, 0), (ux2, uy2, 0) (ò.å. âäîëü ñàìèõ ñåáÿ).

Åñëè J > 0, òî íàéäóòñÿ òàêèå ïàðû (ẋ∗, ω∗y), (ẏ∗, ω∗x), ÷òî ïðè
n → +∞ áóäåò âûïîëíåíî: ẋn → ẋ∗, ωyn → ω∗y, ẏn → ẏ∗, ωxn → ω∗x,
ãäå n � íîìåð óäàðà. Çíà÷èò, â ïðåäåëå öåíòð øàðà áóäåò ñ ïî-
ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü ñòåíîê ïîëîñòè, à óãëîâàÿ
ñêîðîñòü øàðà áóäåò ïîñòîÿííà. Ïðè ýòîì (ẋ∗, ω∗y), (ẏ∗, ω∗x) � òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ êà÷åíèÿ, îòâå÷àþùèå äâèæåíèþ øàðà âäîëü
îñåé Ox è Oy. Ïîýòîìó-òî ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü öåíòðà (ẋ∗, ẏ∗) è óã-
ëîâàÿ ñêîðîñòü ~ω∗ = (ω∗x, ω

∗
x, 9) òàêèå, êàê åñëè áû ïëîñêîñòè Σ1 è

Σ2 ïðèæèìàëè øàð ñâåðõó è ñíèçó (ò.å. ïðè b = a), è îí êàòèëñÿ
áû ìåæäó íèìè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
óãëîâîé ñêîðîñòè ωz îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé.

Åñëè âñÿ ìàññà øàðà ñîñðåäîòî÷åíà â åãî öåíòðå, ò.å. J = 0, òî ëè-
íåéíàÿ ñêîðîñòü öåíòðà ẋ ïîñòîÿííà, à êàæäàÿ êîìïîíåíòà óãëîâîé
ñêîðîñòè ïðèíèìàåò äâà ÷åðåäóþùèåñÿ çíà÷åíèÿ.

Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå øàðà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè,
äâèæóùèìèñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ: (u1x(t), u1y(t), 0), (u2x(t),
u2y(t), 0). Îáîçíà÷èì tn � ìîìåíò n-ãî ñîóäàðåíèÿ, à (wxn, wyn, 0)
� ñêîðîñòü ñòåíêè, î êîòîðóþ ïðîèñõîäèò óäàð â ýòîò ìîìåíò.

Óðàâíåíèÿ óäàðà ðàçäåëÿþòñÿ, è èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îò-
äåëüíî äëÿ ïàðû (ẋ, ωy), ò.å. äëÿ ïðîåêöèè äâèæåíèÿ øàðà íà ïëîñ-
êîñòü Oxz, è îòäåëüíî äëÿ ïàðû (ẏ, ωx), ò.å. äëÿ ïðîåêöèè äâèæåíèÿ
øàðà íà ïëîñêîñòü Oyz. Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî ïðèìåíÿòü ìåòîä
äèàãðàìì îòäåëüíî äëÿ äâèæåíèÿ øàðà â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòè
Oxz è íà îñü Oz.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì äèàãðàìì ïåðåä óäàðîì n + 1 èçîá-
ðàæàþùàÿ òî÷êà ηxn = (ẋn, ωyn) íàõîäèëàñü íà ïðÿìîé êà÷åíèÿ
Lxn : ẋ+(−1)naωy = wxn. Ýòî ëèíèÿ êà÷åíèÿ äëÿ ïðîåêöèè íà ïëîñ-
êîñòè Oxz � îíà îòâå÷àåò êà÷åíèþ øàðà áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ âäîëü
îñè Ox. Èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ηyn = (ẏn, ωxn) íàõîäèëàñü íà ïðÿìîé
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êà÷åíèÿ Lyn : ẏ− (−1)naωx = wyn. Ýòî ëèíèÿ êà÷åíèÿ äëÿ ïðîåêöèè
íà ïëîñêîñòè Oyz,îíà îòâå÷àåò êà÷åíèþ øàðà áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ
âäîëü îñè Oy.

Ïðè óäàðå n + 1 èçîáðàæàþùèå òî÷êè ηxn = (ẋn, ωyn) è ηyn =
(ẏn, ωxn) ïðîåêòèðóþòñÿ îðòîãîíàëüíî â êèíåòè÷åñêîé ìåòðèêå íà
ïðÿìûå êà÷åíèÿ Lx(n+1) è L(n+1). Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ Lxn,
Lx(n+1) è ïðÿìûõ Lyn, Ly(n+1) îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, η∗xn =
(ẋ∗n, ω

∗
yn) è η∗yn = (ẏ∗n, ω

∗
xn).

Ïóñòü ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñòåíîê ïîëîñòè îãðàíè÷åíû: u−ix ≤
uix(t) ≤ u+

ix, u−iy ≤ uiy(t) ≤ u+
iy, i = 1, 2. Òîãäà òî÷êè η∗xn è η∗yn,

n = 1, 2, . . ., ëåæàò â íåêîòîðûõ ïðÿìîóãîëüíèêàõ Π∗
x è Π∗

y . Äèàìåò-
ðû ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç dx è dy.

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïðåäåëå, ïðè n → +∞, ðàññòîÿíèå îò èçîá-
ðàæàþùèõ òî÷åê ηxn è ηyn äî ïðÿìîóãîëüíèêîâ Π∗

x è Π∗
y íå ïðåâîñ-

õîäèò âåëè÷èí δx = dxD è δy = dyD, ãäå D =
(ma2 − J)

2J
. Â ñòðîãîé

ôîðìóëèðîâêå: äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå N òàêîå,
÷òî ïðè âñåõ n > N ðàññòîÿíèå ρxn îò èçîáðàæàþùåé òî÷êè ηxn äî
ïðÿìîóãîëüíèêà Π∗

x áóäåò ìåíüøå δx + ε, è ðàññòîÿíèå ρyn îò èçîá-
ðàæàþùåé òî÷êè ηyn äî ïðÿìîóãîëüíèêà Π∗

y áóäåò ìåíüøå δy + ε.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñêîðîñòè ñòåíîê êàíàëà îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ

îäèíàêîâûì îáðàçîì: −f ≤ uxi, uyi ≤ f (i = 1, 2), òî dx = dy = d,
δx = δy = δ, è â ïðåäåëå äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ ëèíåéíûõ (ẋ+

n , ẏ+
n ) è

óãëîâûõ (ω+
yn, ω+

xn) ñêîðîñòåé ïîñëå óäàðà òàêèå: ïðè f → +0

|ẋ+
n |, |ẏ+

n | ≤ f +
δ√
m

= O(f), |ω+
yn|, |ω+

xn| ≤
f

a
+

δ√
J

= O(f).

Çíà÷èò, ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ ñòåíîê ïîëîñòè ïðîåêöèè
ëèíåéíîé è óãëîâîé ñêîðîñòåé øàðà íà ïëîñêîñòè ñòåíîê áóäóò ñ
ðîñòîì âðåìåíè ïàäàòü äî íåáîëüøîé âåëè÷èíû, èìåþùåé òàêîé æå
ïîðÿäîê ìàëîñòè, êàê ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñòåíîê ïîëîñòè.

Â òðåòüåé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå øàðà ìåæäó âåðòè-
êàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî îñü Ox íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî âíèç. Òîãäà îñè Oy è Oz áóäó
ãîðèçîíòàëüíû, à îãðàíè÷èâàþùèå ïëîñêîñòè z = −b è z = b � âåð-
òèêàëüíû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé àáñîëþòíî óïðóãîãî ñîóäàðåíèÿ
ñ àáñîëþòíî øåðîõîâàòûìè ïëîñêîñòÿìè, ò.å. νi = 1, ci = 0, i = 1, 2.

Âûïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ óäàðà. Îíè ðàçäåëÿþòñÿ, è èõ ìîæíî
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ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî äëÿ ïàðû (ẋ, ωy) è äëÿ ïàðû (ẏ, ωx). Äëÿ
êàæäîé ïàðû óðàâíåíèÿ ïî âèäó ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè óðàâ-
íåíèÿìè äëÿ äâèæåíèÿ äèñêà ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè. Äëÿ
äâèæåíèÿ âäîëü îñè Oy ýòî áóäåò äâèæåíèå ïî èíåðöèè, à äëÿ äâè-
æåíèÿ âäîëü Ox ýòî áóäåò äâèæåíèå â âåðòèêàëüíîì êàíàëå.

Âûâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà äâèæåíèÿ øàðà. Åñëè 0 < J ≤
2

3
ma2, òî â ïðåäåëå öåíòð øàð îñòàíîâèò äâèæåíèå âäîëü îñè Oy (â

ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè) è áóäåò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïåðå-
ìåøàòüñÿ âäîëü îñè Ox (âíèç), à åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü â ïðîåêöèè íà
îñü Ox ñòàíåò ðàâíîé íóëþ, à â ïðîåêöèè íà îñü Oy áóäåò ïîñòîÿííà
ìîäóëþ è áóäåò ìåíÿòü çíàê ïðè êàæäîì óäàðå.

Åñëè âñÿ ìàññà ñîñðåäîòî÷åíà â öåíòðå äèñêà (J = 0), òî ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ øàðà âäîëü Oy ïîñòîÿííà, à âäîëü Ox ïðè êàæäîì óäàðå
ðàñòåò ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì aλ2. Êîìïîíåíòà óãëîâîé ñêîðîñòè
ωx ïðè êàæäîì óäàðå ðàñòåò ïî ìîäóëþ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì
λ2 è ìåíÿåò çíàê ïðè êàæäîì óäàðå.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ïî èíåðöèè øàðà
ñ ñèììåòðè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ â ñôåðè÷åñêîé è öèëèíäðè-
÷åñêîé ïîëîñòè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðè óäàðå øàðà î ñòåíêè ïîëîñòè
ïðîèñõîäèò ìãíîâåííîå íàëîæåíèå è ñíÿòèå ñâÿçè, ñîñòîÿùåé â òîì,
÷òî ðàâíà íóëþ êàñàòåëüíàÿ ê ñòåíêå ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè òî÷êè
øàðà, êîòîðîé îí ñîóäàðÿåòñÿ ñî ñòåíêîé.

Ðèñ. 7: Äâèæåíèå øàðà âíóòðè
ñôåðû. Ðèñ. 8: Äâèæåíèå øàðà âíóòðè

êðóãîâîãî öèëèíäðà.
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Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ öåíòðà
øàðà è óãëîâàÿ ñêîðîñòü øàðà âûõîäÿò íà ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì �
óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïîñòîÿííà, à ñêîðîñòü ïîñëå êàæäîãî óäàðà ïîâî-
ðà÷èâàåòñÿ íà ïîñòîÿííûé óãîë âîêðóã îñè, ïàðàëëåëüíîé óãëîâîé
ñêîðîñòè.

Ïðè äâèæåíèè âíóòðè öèëèíäðà ïîñëå ïåðâîãî æå óäàðà äèñê
âûéäåò íà ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì äâèæåíèÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî åãî óã-
ëîâàÿ ñêîðîñòü áóäåò ïîñòîÿííà, à öåíòð äèñêà áóäåò äâèãàòüñÿ òàê,
÷òî âåëè÷èíà åãî âåêòîðà ñêîðîñòè áóäåò ïîñòîÿííà, à ñàì âåêòîð
ïîñëå êàæäîãî óäàðà áóäåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ íà îäèí è òîò æå óãîë.
Èíà÷å ãîâîðÿ, äâèæåíèå øàðà â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü îðòîãîíàëü-
íóþ îñè öèëèíäðà áóäåò ïîäîáíî äâèæåíèþ òî÷êè â ìàòåìàòè÷åñêîì
áèëüÿðäå âíóòðè êðóãà.

Â ïÿòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá óäàðå êàòÿùåãîñÿ òå-
ëà î øåðîõîâàòóþ ñòåíêó. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à â îáùåé
ïîñòàíîâêå, à çàòåì çàäà÷à îá óäàðå îäíîðîäíîãî øàðà, êàòÿùåãîñÿ
ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, îá âåðòèêàëüíóþ ïëîñêóþ øåðîõîâà-
òóþ ñòåíêó. Â çàäà÷å î äâèæåíèè øàðà â êàíàëå ñ ïàðàëëåëüíûìè
ïëîñêèìè ñòåíêàìè ïîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå â ïðåäåëå äâè-
æåíèå öåíòðà ìàññ øàðà ñòðåìèòñÿ ê ïåðèîäè÷åñêîìó, ïðè êîòîðîì
öåíòð øàðà ìåæäó óäàðàìè äâèæåòñÿ ïî íîðìàëè ê ñòåíêàì, åãî
ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ, à óãëîâàÿ ñêîðîñòü ãîðèçîíòàëüíà
è ïàðàëëåëüíà ñòåíêàì êàíàëà. Ýòà ÷àñòü ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ.

Ðèñ. 9: Óäàð òåëà, êàòÿùåãîñÿ ïî ïîâåðõíîñòè Σ0, î ïîâåðõíîñòü Σ1.
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Â ïåðâîì ðàçäåëå âûâîäÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óäàðà òåëà, êà-
òÿùåãîñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè, î äðóãóþ
øåðîõîâàòóþ ïîâåðõíîñòü (ñòåíêó). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîâåðõíî-
ñòè ñòðîãî âûïóêëû, è òåëî îãðàíè÷åíî ñòðîãî âûïóêëîé ãëàäêîé
ïîâåðõíîñòüþ, è, ïîýòîìó, òî÷êè ñîïðèêîñíîâåíèÿ òåëà è ïîâåðõ-
íîñòåé åäèíñòâåííû. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðè óäàðå òåëà î ïîâåðõíîñòü
ïðîèñõîäèò ìãíîâåííîå íàëîæåíèå è ñíÿòèå ñâÿçè, ñîñòîÿùåé â òîì,
÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ñòåíêå ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ñîïðèêàñàþùåéñÿ
òî÷êè øàðà ðàâíà íóëþ. Âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ óäàðà, ïîçâîëÿþùèå
îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ òåëà ïîñëå óäàðà (·)+ ïî ïàðàìåò-
ðàì åãî äâèæåíèÿ äî óäàðà (·)−:

~V +
c + [~ω+, ~CP0] = 0, (~V +

p1 , ~γ1) = −ν(~V −
p1 , ~γ1),

(J0 ~P0P1, ~ω
+) = (J0 ~P0P1, ~ω

−), (J0~n, ~ω+) = 0.

Çäåñü
~V −

p1 = ~V −
c + [~ω−, ~CP1], ~V +

p1 = ~V +
c + [~ω+, ~CP1],

~n = | ~P0P1|2k~γ1 − (~γ1, ~P0P1)k| ~P0P1|2k ~P0P1,

J0 � ìàòðèöà òåíçîðà èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî òî÷êè P0, è
(~a,~b)k = (J0~a,~b).

Ðèñ. 10: Óäàð øàðà, êàòÿùåãîñÿ ïî ïëîñêîñòè Σ0, î ïëîñêîñòü Σ1.

Âî âòîðîì ðàçäåëå âûâîäÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óäàðà øàðà,
êàòÿùåãîñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî íåêîòîðîé ïëîñêîñòè. Èññëåäó-
þòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà òàêîãî óäàðà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðàññìàò-
ðèâàòü äâèæåíèå öåíòðà C øàðà, òî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óãîë îòðà-
æåíèÿ ìåíüøå óãëà ïàäåíèÿ (óãëû ìåæäó òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ
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öåíòðà C è íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè ñòåíêå). Îòûñêèâàåòñÿ óñëîâèå,
ïðè êîòîðîì öåíòð øàðà ïîñëå óäàðà áóäåò äâèãàòüñÿ ïî òðàåêòîðèè
îðòîãîíàëüíîé ñòåíêå; óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ öåíòð øàðà ñîâåðøèò
âîçâðàòíîå äâèæåíèå, ò.å. åãî òðàåêòîðèÿ ñîâïàäåò ñ òðàåêòîðèåé
äâèæåíèÿ äî óäàðà, íî äâèæåíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü â ïðîòèâîïî-
ëîæíîì íàïðàâëåíèè. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz, ãäå O = P0,
ïëîñêîñòü Oxy ñîâïàäàåò ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ Σ0, îñü Oz íàïðàâ-
ëåíà ïî âåêòîðó ~γ0, à îñü Ox � ïî íîðìàëè ê ïëîñêîñòè Σ1 â ñòîðîíó
îò öåíòðà øàðà ê ñòåíêå (ò.å. ïî−~γ1). Òîãäà óðàâíåíèÿ óäàðà ïðèìóò
âèä

ω+
x =

(J + ma2)ω−x + Jω−z
(2J + ma2)

, ω+
y = −νω−y ω+

z = ω+
x .

Ïîëó÷åíû ïðîñòûå ñâîéñòâà óäàðà: óãîë ïàäåíèÿ öåíòðà øàðà ìåíü-
øå óãëà îòðàæåíèÿ. Öåíòð øàðà ïîñëå óäàðà ñîâåðøàåò âîçâðàòíîå
äâèæåíèå ïðè ω−z =

3J + 2ma2

Ja
ẏ−.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå øàðà â ïðÿìîëè-
íåéíîì êàíàëå ñ øåðîõîâàòûìè ñòåíêàìè. Ïóñòü â ñèñòåìå êîîðäè-
íàò Oxyz øàð, îïèñàííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, êàòèòñÿ ïî èíåð-
öèè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî ïëîñêîñòè Oxy. Åãî äâèæåíèå îãðàíè-
÷åíî äâóìÿ øåðîõîâàòûìè ïëîñêîñòÿìè x = b è x = −b, b > 2a > 0.
Óäàðû øàðà îá ýòè ïîâåðõíîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ â ìîäåëè ñ ïîë-
íûì ìãíîâåííûì íàëîæåíèåì è ñíÿòèåì ñâÿçè êà÷åíèÿ áåç ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ ïî ýòèì ïîâåðõíîñòÿì. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îáùåì
ñëó÷àå â ïðåäåëå äâèæåíèå öåíòðà ìàññ øàðà ñòðåìèòñÿ ê ïåðèî-
äè÷åñêîìó, ïðè êîòîðîì öåíòð øàðà ìåæäó óäàðàìè äâèæåòñÿ ïî
íîðìàëè ê ñòåíêàì, åãî y-êîîðäèíàòà ðàâíà y∗, à óãëîâàÿ ñêîðîñòü
øàðà ãîðèçîíòàëüíà è ïàðàëëåëüíà ñòåíêàì êàíàëà.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû:
Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà ìîäåëü óäàðà òâåðäîãî òåëà î øåðîõîâà-

òóþ ïîâåðõíîñòü ñ òðåíèåì, ñîñòîÿùàÿ â ìãíîâåííîì íàëîæåíèè ñâÿ-
çè êà÷åíèÿ òåëà ïî ïîâåðõíîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ, äåéñòâóþùåé
òîëüêî â ìîìåíò óäàðà. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêîå âçàèìîäåéñòâèå òåëà ñ
ïîâåðõíîñòüþ ïðè óäàðå ìîæåò áûòü îïèñàíî â ðàìêàõ ìîäåëè óäàðà
ñ âÿçêèì òðåíèåì Â.Â.Êîçëîâà, èìåþùåé îáîñíîâàíèå ôèçè÷åñêîé
ðåàëèçàöèè. Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè èññëåäîâàíî íåñêîëüêî
çàäà÷ î ïðåäåëüíûõ äâèæåíèÿõ òåëà, ñîóäàðÿþùåãîñÿ ñ øåðîõîâà-
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òûìè ïîâåðõíîñòÿìè.
Äëÿ äèñêà, ïåðåìåùàþùåãîñÿ ñ óäàðàìè ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè

ïðÿìûìè ïîêàçàí âûõîä äâèæåíèÿ íà ïðåäåëüíûå ðåæèìû â ñëó÷àå
íåïîäâèæíûõ è ïîäâèæíûõ ïðÿìûõ. Ïðåäëîæåí ìåòîä äèàãðàìì,
ïðè ïîìîùè êîòîðîãî íàéäåíû ïðåäåëüíûå ðåæèìû äâèæåíèÿ äëÿ
÷àñòè÷íî øåðîõîâàòûõ ïðÿìûõ. Ðàññìîòðåíî äâèæåíèå äèñêà â âåð-
òèêàëüíîì êàíàëå.

Äëÿ äâèæåíèÿ øàðà, ïåðåìåùàþùåãîñÿ ñ óäàðàìè ìåæäó ïàðàë-
ëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè, ïîêàçàíî, ÷òî äâèæåíèå â ïðåäåëå âûõîäèò
íà óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì ïî ñêîðîñòè è êîîðäèíàòàì, óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü øàðà ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ, à ñêîðîñòü åãî öåí-
òðà ñòàíîâèòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à äëÿ ïëîñêîñòåé,
ñîâåðøàþùèõ ïîñòóïàòåëüíûå êîëåáàíèÿ â ñâîåé ïëîñêîñòè. Ïîêà-
çàí âûõîä íà ïðåäåëüíûé ðåæèì ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû ïîðÿäêà
ðàçìàõà êîëåáàíèé ïëîñêîñòåé.

Äëÿ äâèæåíèÿ øàðà, ïåðåìåùàþùåãîñÿ âíóòðè ñôåðû è öèëèí-
äðà, ïîêàçàíî, ÷òî äâèæåíèå â ïðåäåëå âûõîäèò íà óñòàíîâèâøèéñÿ
ðåæèì ïî ñêîðîñòè: óãëîâàÿ ñêîðîñòü øàðà ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîìó
çíà÷åíèþ, à ñêîðîñòü åãî öåíòðà ñòàíîâèòñÿ óñëîâíî ïåðèîäè÷åñêîé.
Äâèæåíèå â öèëèíäðå â îáùåì ñëó÷àå ñõîäèòñÿ ê äâèæåíèþ â ïî-
ïåðå÷íîé ïëîñêîñòè è àíàëîãè÷íî ìàòåìàòè÷åñêîìó áèëüÿðäó äëÿ
äâèæåíèÿ òî÷êè â êðóãå.

Äëÿ êàòÿùåãîñÿ øàðà, óäàðÿþùåãîñÿ î øåðîõîâàòóþ ñòåíêó, âû-
âåäåíû îáùèå ñîîòíîøåíèÿ, îïèñûâàþùèå óäàð. Èçó÷åíû ïðîñòûå
ñâîéñòâà óäàðà. Â çàäà÷å î äâèæåíèè øàðà â êàíàëå ñ ïàðàëëåëü-
íûìè ïëîñêèìè ñòåíêàìè ïîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå, â ïðåäåëå,
äâèæåíèå öåíòðà ìàññ øàðà ñòðåìèòñÿ ê ïåðèîäè÷åñêîìó, ïðè êîòî-
ðîì öåíòð øàðà ìåæäó óäàðàìè äâèæåòñÿ ïî íîðìàëè ê ñòåíêàì, åãî
ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ, à óãëîâàÿ ñêîðîñòü ãîðèçîíòàëüíà
è ïàðàëëåëüíà ñòåíêàì êàíàëà.
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