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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçîìîíîäðîìíûì äå-

ôîðìàöèÿì ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ñôåðå Ðè-
ìàíà ñ èððåãóëÿðíûìè îñîáûìè òî÷êàìè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà âèäà

dy

dz
= A(z)y, (1)

èç d ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ó êîòîðîé ìàòðèöà êîýôôè-
öèåíòîâ A(z) ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé ìàòðè÷íîé ôóíêöèåé ñ ïîëþñàìè â
òî÷êàõ a01, . . . , a

0
n, è äåôîðìàöèÿ ýòîé ñèñòåìû

dy

dz
= A(z, t)y, (2)

ãäå t � íåêîòîðûé íàáîð ïàðàìåòðîâ. Ñðåäè îñîáûõ òî÷åê a01, . . . , a
0
n ñè-

ñòåìû (1) ìîãóò áûòü êàê ôóêñîâûå (ðåãóëÿðíûå) îñîáåííîñòè, òàê è èð-
ðåãóëÿðíûå, òî åñòü òàêèå, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû èìååò
ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò â îêðåñòíîñòÿõ ýòèõ îñîáûõ òî÷åê.

Âïåðâûå âîïðîñ îá èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèÿõ ñêàëÿðíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áûë ïîñòàâëåí Á. Ðèìàíîì1. Íî îñíîâíûå ðåçóëü-
òàòû áûëè ïîëó÷åíû ïîçæå. Ë. Ôóêñ, Ð. Ãàðíüå, Ë. Øëåçèíãåð îïóáëè-
êîâàëè ðÿä ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èçîìîíîäðîìíûì äåôîðìàöèÿì ñêàëÿð-
íûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñîêèõ ïîðÿäêîâ è ñèñòåì
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äîëãîå âðåìÿ
èçó÷àëèñü äåôîðìàöèè òîëüêî ôóêñîâûõ ñèñòåì.

Â òåîðèè èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé öåíòðàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäó-
þùèå âîïðîñû2,3:

• ïîñòðîåíèå èçîìîíîäðîìíîé äåôîðìàöèè,

• èññëåäîâàíèå îáùåãî âèäà äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû, çàäàþùåé èçî-
ìîíîäðîìíóþ äåôîðìàöèþ,

• àíàëèç óñëîâèé èçîìîíîäðîìíîñòè, â ÷àñòíîñòè èññëåäîâàíèå óðàâíå-
íèÿ Øëåçèíãåðà,

1Á. Ðèìàí, Ñî÷èíåíèÿ, ÎÃÈÇ, Ìîñêâà, 1949.
2À. Ð. Èòñ, À. À. Êàïàåâ, Â. Þ. Íîâîêøåíîâ, À. Ñ. Ôîêàñ, Òðàíñöåíäåíòû Ïåíëåâå. Ìåòîä çàäà÷è

Ðèìàíà. Ìîñêâà�Èæåâñê: Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé; ÍÈÖ ¾Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ
äèíàìèêà¿, 2005.

3À. À. Áîëèáðóõ, Îáðàòíûå çàäà÷è ìîíîäðîìèè â àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé, ÌÖÍÌÎ, Ìîñêâà, 2009.
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• âû÷èñëåíèå Θ-äèâèçîðà è τ -ôóíêöèè

è äðóãèå.
Íîâûé èìïóëüñ òåîðèÿ èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé ïîëó÷èëà â 20-ì

âåêå. Èíòåðåñ ê èçîìîíîäðîìíûì äåôîðìàöèÿì âî ìíîãîì áûë âûçâàí ñâÿ-
çüþ ìåæäó èçîìîíîäðîìíûìè äåôîðìàöèÿìè ôóêñîâûõ ñèñòåì è èíòåãðè-
ðóåìûìè íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè. Äåôîðìàöèÿ ôóêñîâîé ñèñòåìû èçî-
ìîíîäðîìíà, åñëè è òîëüêî åñëè íàéäåòñÿ èíòåãðèðóåìàÿ äèôôåðåíöèàëü-
íàÿ 1-ôîðìà, çàäàþùàÿ äàííóþ äåôîðìàöèþ. Óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè
ñâîäÿòñÿ ê íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì, óäîâëåòâîðÿþùèì ñâîéñòâó Ïåíëåâå,
â ÷àñòíîñòè, ê óðàâíåíèþ Ïåíëåâå 6. Ïîçæå âûÿñíèëîñü, ÷òî ê óðàâíåíèÿì
Ïåíëåâå 1�5 ïðèâîäÿò äåôîðìàöèè ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ êàê èððåãóëÿðíûå,
òàê è ôóêñîâû îñîáåííîñòè4.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé ðàçâèâàåòñÿ
ïî íåñêîëüêèì íàïðàâëåíèÿì. Ðàññìàòðèâàþòñÿ èçîìîíîäðîìíûå äåôîð-
ìàöèè ôóêñîâûõ ñèñòåì íà àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, äåôîðìàöèè ôóêñî-
âûõ ñèñòåì ñ ðàñøèðåííûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ. Èññëåäóþòñÿ íåëèíåéíûå
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå ñëåäóþò èç óñëîâèé èíòåãðè-
ðóåìîñòè, è òàê äàëåå.

Èçîìîíîäðîìíûå äåôîðìàöèè ñèñòåì ñ èððåãóëÿðíûìè îñîáûìè òî÷êà-
ìè âïåðâûå áûëè ïîñòðîåíû Ì. Äæèìáî è Ò. Ìèâîé5,6. Îíè ðàññìàòðèâàëè
ñèñòåìû îáùåãî ïîëîæåíèÿ, òî åñòü ñèñòåìû, ó êîòîðûõ âñå èððåãóëÿðíûå
îñîáûå òî÷êè � íåðåçîíàíñíûå. Ïîñòðîåíèå èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé
âî ìíîãîì ñòàëî âîçìîæíûì ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà ðÿäà òåîðåì î ñâîéñòâàõ
ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé7 è èõ ðåøåíèé â îêðåñòíî-
ñòè èððåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êè8,9,10. Îïðåäåëåíèå èçîìîíîäðîìíîé äåôîð-
ìàöèè Äæèìáî è Ìèâû òðåáóåò ñîõðàíåíèÿ íå òîëüêî ìàòðèö ìîíîäðîìèè,
íî è ìàòðèö Ñòîêñà.

4À. Ð. Èòñ, À. À. Êàïàåâ, Â. Þ. Íîâîêøåíîâ, À. Ñ. Ôîêàñ, Òðàíñöåíäåíòû Ïåíëåâå. Ìåòîä çàäà÷è

Ðèìàíà. Ìîñêâà�Èæåâñê: Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé; ÍÈÖ ¾Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ
äèíàìèêà¿, 2005.

5M. Jimbo, T. Miwa, K. Ueno,Monodromy preserving deformation of linear ordinary di�erential equations

with rational coe�cientes, Physica D, 2 (1981), pp. 306�352.
6J. Palmer, Zeros of the Jimbo, Miwa, Ueno tau function, J. Math. Phys. 40:12 (1999), pp. 6638�6681.
7Y. Sibuya, Stokes phenomena, Bulletin of the American Mathematical Society, 83:5 (1977), pp. 1075�

1077.
8B. Âàçîâ, Àññèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

¾Ìèð¿, Ìîñêâà, 1968.
9W. Balser, W. B. Jurkat, D. A. Lutz, A general theory of invariants for meromorphic di�erential

equations. I. Folmal invariants, Funkcialaj Ekvacioj, 22:2 (1979), pp. 197�221.
10W. Balser, W. B. Jurkat, D. A. Lutz, A general theory of invariants for meromorphic di�erential

equations. II. Proper invariants, Funkcialaj Ekvacioj, 22:2 (1979), pp. 257�283.
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Á. Ìàëüãðàíæ ïîñòðîèë èçîìîíîäðîìíóþ äåôîðìàöèþ èððåãóëÿðíîé
ñèñòåìû îáùåãî ïîëîæåíèÿ (à òàêæå, ñèñòåìû ñïåöèàëüíîãî âèäà ñ èð-
ðåãóëÿðíûìè ðåçîíàíñíûìè îñîáåííîñòÿìè), ðàññìàòðèâàÿ ñåìåéñòâî êàê
ñåìåéñòâî ïàð11. Êàæäàÿ ïàðà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ãîëîìîðôíîå âåêòîðíîå
ðàññëîåíèå E íà ñôåðå Ðèìàíà è ìåðîìîðôíóþ ñâÿçíîñòü ∇, çàäàííóþ íà
ðàññëîåíèè E. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ Θ, ïðè êîòîðûõ ðàññëî-
åíèå E íåòðèâèàëüíî (è, çíà÷èò, äåôîðìàöèÿ íå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà
íà ýòî ìíîæåñòâî) íàçûâàåòñÿ Θ-äèâèçîðîì Ìàëüãðàíæà. Θ-äèâèçîð Ìàëü-
ãðàíæà ìîæåò áûòü îïèñàí êàê ìíîæåñòâî íóëåé íåêîòîðîé àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè, òàêóþ ôóíêöèþ òðàäèöèîííî íàçûâàþò τ -ôóíêöèåé.

Ïîñòðîåíèåì è èññëåäîâàíèåì èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé ñèñòåì ñ
ðåçîíàíñíûìè èððåãóëÿðíûìè îñîáåííîñòÿìè çàíèìàëèñü â ðàçíîå âðåìÿ
Á. Ìàëüãðàíæ, À. À. Áîëèáðóõ12, Â. Þ13, Ì. Áåðòîëà è Ì. Þ. Ìî14,
Ì. Â. Ôåäîðþê15. Íåîáõîäèìîñòü îòäåëüíûõ èññëåäîâàíèé âûçâàíà òåì,
÷òî ñåìåéñòâà ñèñòåì ñ ðåçîíàíñíûìè èððåãóëÿðíûìè îñîáåííîñòÿìè èìå-
þò ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ îò ñåìåéñòâ ñèñòåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ (â òîì
÷èñëå îòëè÷èÿ, ñâÿçàííûå ñ âû÷èñëåíèåì ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû, âè-
äîì ôîðìàëüíîé íîðìàëüíîé ôîðìû, îïèñàíèåì ôîðìàëüíûõ è ìåðîìîðô-
íûõ ëîêàëüíûõ èíâàðèàíòîâ). Â êà÷åñòâå íàáîðà t ïàðàìåòðîâ äåôîðìàöèè
âûáðàíû ïîëîæåíèÿ îñîáûõ òî÷åê a1, . . . , an è èíâàðèàíòû β1, . . . , βh ôóí-
äàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ðåøåíèé, õàðàêòåðèçóþùèå åå ýêñïîíåíöèàëüíûé
ðîñò â îêðåñòíîñòÿõ èððåãóëÿðíûõ îñîáåííîñòåé.

Ïîìèìî ïåðå÷èñëåííûõ ïðîáëåì òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ñëèÿ-
íèè îñîáûõ òî÷åê ïðè èçîìîíîäðîìíîé äåôîðìàöèè. Â.È. Àðíîëüäîì áû-
ëè ñôîðìóëèðîâàíû äâå çàäà÷è, ïîñâÿùåííûå èçîìîíîäðîìíûì ñëèÿíèÿì
ôóêñîâûõ îñîáåííîñòåé16. Çàäà÷è Àðíîëüäà âêëþ÷àþò â ñåáÿ âîïðîñ î òîì,
êàê îïèñàòü ìíîæåñòâî ñèñòåì ñ ðåãóëÿðíûìè îñîáûìè òî÷êàìè â òåðìè-
íàõ èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé (ïðåäåëîâ) ôóêñîâûõ ñèñòåì? Áîëèáðóõ,
ðàññìàòðèâàÿ òàê íàçûâàåìûå íîðìàëèçîâàííûå èçîìîíîäðîìíûå ñëèÿíèÿ
îñîáûõ òî÷åê ôóêñîâûõ ñèñòåì, ïîëó÷èë äâà ðåçóëüòàòà, äîñòàòî÷íî èñ-

11B.Malgrange, Sur les d�eformations isomonodromiques. II. Singularit�es irr�eguli�eres, Progr. Math. 37
(1983), pp. 427�438.

12A. Bolibruch, Inverse problems for linear di�erential equations with meromorphic coe�cients, CRM
Proceeding and Lecture Notes, 31 (2002), pp. 3�25.

13V. Heu, Universal isomonodromic deformations of meromorphic rank 2 connections on curves, Ann.
Inst. Fourier, Grenoble, 60:2 (2010), pp. 515�549.

14M. Bertola, Ì. Y. Mo, Isomonodromic deformation of resonant rational connections, Int. Math. Res.
Papers, 2005:11 (2005), pp. 565�635.

15Ì. Â. Ôåäîðþê, Èçîìîíîäðîìíûå äåôîðìàöèè óðàâíåíèé ñ èððåãóëÿðíûìè îñîáåííîñòÿìè, Ìàòåì.
ñá., 181:12 (1990), pp. 1623�1639.

16Çàäà÷è Àðíîëüäà, ÔÀÇÈÑ, Ìîñêâà, 2000.
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÷åðïûâàþùå îòâå÷àþùèõ íà íåãî: 1) ëþáàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ
ðåçóëüòàòîì èçîìîíîäðîìíîãî ñëèÿíèÿ îñîáåííîñòåé ôóêñîâîé ñèñòåìû17;
2) ïðè èçîìîíîäðîìíîì ñëèÿíèè ðåãóëÿðíûõ îñîáåííîñòåé íå ìîæåò îáðà-
çîâàòüñÿ èððåãóëÿðíàÿ îñîáàÿ òî÷êà18.

Öåëü ðàáîòû.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå îáùåãî âèäà ôîðìû èçî-
ìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé â ñëó÷àå íåîáùåãî ïîëîæåíèÿ, êëàññèôèêàöèÿ
ìåðîìîðôíûõ ñèñòåì ñ òî÷êè çðåíèÿ èçîìîíîäðîìíûõ ñëèÿíèé îñîáåííî-
ñòåé, èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû Θ-äèâèçîðà, ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî âèäà
τ -ôóíêöèè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â òîì ÷èñëå ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè
ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé è ñâÿçíîñòåé íà íèõ, êîìïëåêñíîãî àíàëèçà è
òåîðèè ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû.

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû:

- Äîêàçàíà òåîðåìà î òîì, ÷òî äåôîðìàöèÿ ñèñòåìû (íå îáÿçàòåëüíî îá-
ùåãî ïîëîæåíèÿ) èçîìîíîäðîìíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèôôå-
ðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà, çàäàþùàÿ äàííóþ äåôîðìàöèþ, óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ èíòåãðèðóåìîñòè Ôðîáåíèóñà.

- Èññëåäîâàí îáùèé âèä äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû èçîìîíîäðîìíîé
äåôîðìàöèè, äîêàçàíû îöåíêè ïîðÿäêîâ ïîëþñîâ â òî÷êàõ, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíî ôóêñîâûìè èððåãóëÿðíûìè îñîáåííîñòÿìè ñå-
ìåéñòâà.

- Äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà ñ èððåãóëÿðíûìè îñîáûìè òî÷êàìè ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðåäåëîì èçîìîíîäðîìíîãî ñëèÿíèÿ îñîáûõ òî÷åê ñåìåéñòâà,
ðàíãè Ïóàíêàðå âñåõ îñîáåííîñòåé êîòîðîãî ìèíèìàëüíû.

- Ïîëó÷åíû îöåíêè ïîëþñîâ ìàòðèö êîýôôèöèåíòîâ èçîìîíîäðîìíîãî
ñåìåéñòâà ñïåöèàëüíîãî âèäà âäîëü åãî Θ-äèâèçîðà.

17À. À. Áîëèáðóõ, Ðåãóëÿðíûå îñîáûå òî÷êè êàê èçîìîíîäðîìíûå ñëèÿíèÿ ôóêñîâûõ, Óñïåõè ìàòåì.
íàóê, 56:4 (2001), ñòð. 135�136.

18À. À. Áîëèáðóõ Îá èçîìîíîäðîìíûõ ñëèÿíèÿõ ôóêñîâûõ îñîáåííîñòåé, Òðóäû ÌÈÀÍ èì. Â.À.
Ñòåêëîâà, 221, âûï.1 (1998), ñòð. 127�142.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ñïåöèàëèñòàìè ïî òåîðèè èçîìîíîäðîìíûõ äå-
ôîðìàöèé ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþ-
ùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

1. íà ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêî-
âîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Ä. Â. Àíîñîâà, ä. ô.-ì. í. Â. Ì. Çàêàëþêèíà
â 2009 ã.;

2. íà ñåìèíàðå ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé¿
ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Ä. Â. Àíîñîâà, ä. ô.-ì. í., ïðîôåñ-
ñîðà Â. Ï. Ëåêñèíà (ÌÈÀÍ èì. Â.À.Ñòåêëîâà) â 2008, 2011 ãã.;

3. íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è
ñìåæíûå âîïðîñû¿, ïîñâÿùåííîé È. Ã. Ïåòðîâñêîìó (ã. Ìîñêâà, 30
ìàÿ � 4 èþíÿ 2011 ã.);

4. íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Formal and Analytic Solutions of
Di�erential and Di�erence Equations¿ (ã. Áåäëåâî, Ïîëüøà, 8 � 13 àâãó-
ñòà 2011 ã.);

5. íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì
è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì (ã. Ñóçäàëü, 2 � 7 èþëÿ 2010 ã.);

6. íà êîíôåðåíöèè ¾Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè è ñèñòåìû � 2010. 33-ÿ
êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ è ñïåöèàëèñòîâ ÈÏÏÈ ÐÀÍ¿ (ã. Ãåëåí-
äæèê, 20 � 24 ñåíòÿáðÿ 2010 ã.);

7. íà ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾50 ëåò ÈÏÏÈ
ÐÀÍ¿ (ã. Ìîñêâà, 25 � 29 èþëÿ 2011 ã.);

8. íà XIII ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèÿì (Åðóãèíñêèå ÷òåíèÿ � 2009) (ã. Ïèíñê, Áåëàðóñü, 26 � 29 ìàÿ
2009 ã.);

9. íà 5-é ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Analytical Methods of Analysis
and Di�erential Equations¿ (ã. Ìèíñê, Áåëàðóñü, 14 - 19 ñåíòÿáðÿ
2009 ã.).
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Ïóáëèêàöèè.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â òðåõ ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ
ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ðàáîòû [1,2,3] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ
èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.

Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò ââåäåíèå, ÷åòûðå ãëàâû è ñïèñîê ëèòåðàòóðû.
Ãëàâû ðàçäåëåíû íà ïàðàãðàôû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 38 íàèìå-
íîâàíèé. Îáúåì äèññåðòàöèè � 86 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ãëàâ. Â ãëàâå 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñèñòåìà ñ ìåðîìîðôíîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ, äàþòñÿ îñíîâíûå îïðå-
äåëåíèÿ è ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå òåîðåìû, ïîñâÿùåííûå îñîáåííîñòÿì,
ôîðìàëüíûì èíâàðèàíòàì, ìåðîìîðôíûì èíâàðèàíòàì, ñòðóêòóðå ôîð-
ìàëüíîé ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû.

Ñðåäè èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé ôóêñîâûõ ñèñòåì êëþ÷åâûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ èçîìîíîäðîìíûå äåôîðìàöèè Øëåçèíãåðà. Îäíàêî, åñòü è ñóùå-
ñòâåííî îòëè÷íûå (òî åñòü òå, êîòîðûå íåëüçÿ ñâåñòè ê øëåçèíãåðîâñêèì
ïðè ïîìîùè ìåðîìîðôíûõ ïðåîáðàçîâàíèé) äåôîðìàöèè ôóêñîâûõ ñèñòåì,
ïðèìåðû êîòîðûõ ïîñòðîåíû Áîëèáðóõîì. Äåôîðìàöèè Äæèìáî è Ìèâû,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå âêëþ÷àþò â ñåáÿ íåøëåçèíãåðîâñêèå äåôîðìàöèè ôóê-
ñîâûõ ñèñòåì.

Â ãëàâå 2 ñïåðâà äàåòñÿ îïðåäåëåíèå äîïóñòèìîé äåôîðìàöèè, à çàòåì
è èçîìîíîäðîìíîé äåôîðìàöèè èððåãóëÿðíîé ñèñòåìû. Èçîìîíîäðîìíîñòü
ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ ñèñòåì

dy

dz
= A(z, t)y, A(z, t) =

n∑
i=1

ri+1∑
k=1

Ai,k(t)

(z − ai)k
, (3)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîíîäðîìíîé äåôîðìàöèåé ñèñòåìû (1), åñëè äëÿ êàæäîãî çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà t ∈ D(t0) (D(t0) � îêðåñòíîñòü â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåò-
ðîâ, t = (a1, . . . , an, β1, . . . , βh)) íàéäåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøå-
íèé ñåìåéñòâà (3) òàêàÿ, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ìîíîäðîìèè è ìàòðèöû Ñòîê-
ñà ñîâïàäàþò ñ ïðåäñòàâëåíèåì ìîíîäðîìèè è ìàòðèöàìè Ñòîêñà èñõîäíîé
ñèñòåìû (1) (òàêóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé áóäåì íàçûâàòü
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èçîìîíîäðîìíîé). Ïðåäëàãàåìîå îïðåäåëåíèå èñïîëüçóåò èäåþ Áîëèáðó-
õà, ïðåäëîæåííóþ èì äëÿ äåôîðìàöèé ôóêñîâûõ ñèñòåì, è òàêèì îáðàçîì
âêëþ÷àåò â ñåáÿ áîëåå øèðîêèé êëàññ äåôîðìàöèé ôóêñîâûõ ñèñòåì.

Îäíèì èç âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ, äîêàçàííûõ â ãëàâå 2, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Äîïóñòèìàÿ äåôîðìàöèÿ

dy

dz
= A(z, t)y, A(z, t) =

n∑
i=1

ri+1∑
k=1

Ai,k(t)

(z − ai)k
,

ÿâëÿåòñÿ èçîìîíîäðîìíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ìàò-
ðè÷íàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìåðîìîðôíàÿ 1-ôîðìà ω (ôîðìà äåôîðìà-
öèè), îïðåäåëåííàÿ íà C ×D(t0), ñ îñîáåííîñòÿìè âäîëü ãèïåðïëîñêîñòåé
{z − ai = 0}, òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ
1. ω = A(z, t)dz, ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà t ∈
D(t0),
2. dω = ω ∧ ω.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå,
êîòîðîå òàêæå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáùåãî âèäà ôîðìû äåôîð-
ìàöèè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíà èçîìîíîäðîìíàÿ äåôîðìàöèÿ, òîãäà íàéäåòñÿ
àíàëèòè÷åñêàÿ â C ×D(t0)\

⋃n
i=1{z − ai = 0} èçîìîíîäðîìíàÿ ôóíäàìåí-

òàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé.

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé
è èññëåäîâàíèÿ èõ ñâÿçè ñ íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè ïîëåçíî çíàòü îáùèé
âèä äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû, êîòîðàÿ ìîæåò çàäàâàòü èçîìîíîäðîìíóþ
äåôîðìàöèþ. Â ãëàâå 2 äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (è ñëåäñòâèÿ èç íåå),
â êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ îáùèé âèä òàêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû.

Òåîðåìà 3. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà ω, îïðåäåëåííàÿ íà C ×
D(t0)\

⋃n
i=1{z − ai = 0} è çàäàþùàÿ èçîìîíîäðîìíóþ äåôîðìàöèþ (3),
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èìååò âèä

ω =
n∑

i=1

ri+1∑
k=1

Ai,k(t)

(z − ai)k
d(z − ai)+

+
n∑

i=1

n∑
j=1

Mi∑
k=1

Φi,k,j(t)

(z − ai)k
daj +

n∑
j=1

Ψj(t)daj+

+
n∑

i=1

h∑
j=1

Ni∑
k=1

Φ̄i,k,j(t)

(z − ai)k
dβj +

h∑
j=1

Ψ̄j(t)dβj,

ãäå ìàòðè÷íûå ôóíêöèè {Φi,k,j(t), Φ̄i,k,j(t),Ψj(t), Ψ̄j(t)} ãîëîìîðôíû â
D(t0).

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû Ð. Øàôêå î ïðåä-
ñòàâëåíèè ôîðìàëüíîé ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
ãîëîìîðôíûõ ïî t ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé19.

Êðîìå òîãî, ïðîâîäèòñÿ îöåíêà ïîëþñîâ Ni,Mi ôîðìû äåôîðìàöèè ω,
ñîîòâåòñòâóþùèõ òàê íàçûâàåìûì ôîðìàëüíî ôóêñîâûì èððåãóëÿðíûì
îñîáûì òî÷êàì.

Çàïèøåì ôîðìàëüíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó â ëåâåëåâñêîì áàçè-
ñå Ŷ (z, t) = Û(z, t)(z − ai)

Di(z − ai)
ÊieQi(z,t), ãäå Di � äèàãîíàëüíàÿ öå-

ëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ôîðìàëüíûõ íîðìèðîâàíèé. Èððåãóëÿðíàÿ îñîáàÿ
òî÷êà ai íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíî ôóêñîâîé, åñëè ôîðìàëüíûé ðÿä Û(z, t) =
U0(t) + U1(t)(z − ai) + . . . óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ detU0(t) 6= 0.

Ëåììà 1. Ïóñòü òî÷êà ai � ôîðìàëüíî ôóêñîâà èððåãóëÿðíàÿ îñîáàÿ òî÷-
êà, òîãäà ïîðÿäêè ïîëþñîâ Mi, Ni äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ω âäîëü ãè-
ïåðïëîñêîñòè {z − ai = 0} íå ïðåâîñõîäÿò ìàêñèìóìà èç ðàíãà Ïóàêàðå ri
è öåëî÷èñëåííûõ ðàçíîñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû Ai,1(t

0).

Â ãëàâå 2 òàêæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé ñè-
ñòåì c èððåãóëÿðíûìè (â òîì ÷èñëå ðåçîíàíñíûìè) îñîáûìè òî÷êàìè, êî-
òîðûå íå ñâîäÿòñÿ ê äåôîðìàöèè Äæèìáî è Ìèâû.

Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ èçîìîíîäðîìíûå ñëèÿíèÿ èððåãóëÿðíûõ è
ðåãóëÿðíûõ îñîáûõ òî÷åê. Cèñòåìà

dy

dz
= B(z)y (4)

19R. Schafke, Formal Fundamental Solutions of Irregular Singular Di�erential Equations Depending Upon
Parameters, Journal of Dynamical and Control Systems, 7:4 (2001), pp. 501�533.
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c îñîáûìè òî÷êàìè b1, ..., bm ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì èçîìîíîäðîìíîãî ñëè-
ÿíèÿ îñîáûõ òî÷åê ñåìåéñòâà (3), åñëè ìàòðèöà A(z, t) ñòðåìèòñÿ ê B(z),
êîãäà òî÷êè íåêîòîðîãî íàáîðà aj1, ..., ajmi

îñîáûõ òî÷åê ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êå
bi (i = 1, ...,m).

Åñëè áû ñèñòåìó ñ èððåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé ìîæíî áûëî ïðåäñòà-
âèòü êàê ïðåäåë ïðè èçîìîíîäðîìíîì ñëèÿíèè ôóêñîâûõ îñîáåííîñòåé è
óñòàíîâèòü ñâÿçü äàííûõ Ñòîêñà ñ ìàòðèöàìè ìîíîäðîìèè ñëèâàþùèõñÿ
îñîáåííîñòåé, ýòî áû óïðîñòèëî èçó÷åíèå èððåãóëÿðíûõ îñîáåííîñòåé. Îä-
íàêî Áîëèáðóõ ïîêàçàë, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðà-
çîì, çàäà÷è Àðíîëüäà ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé ñëèÿíèÿ ôóêñîâûõ
è èððåãóëÿðíûõ îñîáûõ òî÷åê: 1) Ïðåäñòàâèòü ìåðîìîðôíóþ ñèñòåìó êàê
ïðåäåë ñåìåéñòâà áîëåå ïðîñòîãî âèäà ïðè èçîìîíîäðîìíîì ñëèÿíèè îñî-
áûõ òî÷åê; 2) Êëàññèôèöèðîâàòü ìåðîìîðôíûå ñèñòåìû êàê ðåçóëüòàòû
èçîìîíîäðîìíîãî ñëèÿíèÿ áîëåå ïðîñòûõ îñîáåííîñòåé.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 3 ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà, ÷àñòè÷íî îòâå÷àþùàÿ
íà âîïðîñ 1):

Òåîðåìà 4. Ëþáàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì èçîìîíîäðîìíîãî ñëèÿ-
íèÿ îñîáûõ òî÷åê ñåìåéñòâà, ðàíãè Ïóàíêàðå âñåõ îñîáåííîñòåé êîòîðîãî
ìèíèìàëüíû.

Â ãëàâå 4 îáñóæäàåòñÿ ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà τ -ôóíêöèè äëÿ èçîìîíî-
äðîìíîé äåôîðìàöèè èððåãóëÿðíîé ñèñòåìû îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Êðîìå òî-
ãî, äîêàçàíà òåîðåìà î ãëîáàëüíîì âèäå τ -ôóíêöèè â ÷àñòíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ìîíîäðîìèÿ (2× 2)-ñèñòåìû, ó êîòîðîé äâå èððåãóëÿð-
íûå íåðåçîíàíñíûå îñîáûå òî÷êè a01, a

0
2, ðàíãè Ïóàíêàðå êîòîðûõ ðàâíû 1,

è n− 2 ôóêñîâûå îñîáûå òî÷êè a03, . . . , a
0
n, èìåþùåé âèä

dy

dz
=

(
A0

1,2

(z − a01)2
+

A0
2,2

(z − a02)2
+

n∑
i=1

A0
i,1

z − a0i

)
y, (5)

íåïðèâîäèìà è ïóñòü (E,∇) � ìàëüãðàíæåâà èçîìîíîäðîìíàÿ äåôîðìàöèÿ
ýòîé ñèñòåìû. Ïóñòü, êðîìå òîãî, òî÷êà t∗ ∈ Θ òàêîâà, ÷òî

E|C×{t∗} ∼= O(1)⊕O(−1).

Òîãäà â îêðåñòíîñòè D(t∗) òî÷êè t∗ Θ-äèâèçîð ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì
ïîäìíîãîîáðàçèåì, è ìàòðè÷íûå ôóíêöèè Ai,j(t) èìåþò ïîëþñû íå áîëåå
÷åì âòîðîãî ïîðÿäêà âäîëü D(t∗) ∩Θ.
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Â çàêëþ÷åíèå, ÿ âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó
ðóêîâîäèòåëþ, àêàäåìèêó ÐÀÍ Äìèòðèþ Âèêòîðîâè÷ó Àíîñîâó, çà ïîñòà-
íîâêó çàäà÷, ìíîãî÷èñëåííûå ñîâåòû, íåèñ÷åðïàåìîå òåðïåíèå, âíèìàíèå
è öåííûå çàìå÷àíèÿ. Êðîìå òîãî, ÿ âûðàæàþ ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü
ó÷àñòíèêàì ñåìèíàðà ïî àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé çà ðàñøèðåíèå ìîåãî íàó÷íîãî êðóãîçîðà è ïîëåçíûå ñîâåòû, â ÷àñò-
íîñòè, Ðåíàòó Ðàâèëåâè÷ó Ãîíöîâó, çà ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ, êðè-
òè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ è èäåè, èñïîëüçîâàííûå ïðè ïîëó÷åíèè ðåçóëüòàòîâ
ãëàâû 4.
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