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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Èñïîëüçîâàíèå îñîáåííîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ
ìàññ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, èõ ñèììåòðèé, â ðÿäå ñèòóàöèé îá-
ëåã÷àåò îòûñêàíèå íåîáõîäèìûõ ðàáî÷èõ ðåæèìîâ èññëåäóåìîé ñèñòåìû è
èõ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ, íàïðèìåð, óñòîé÷èâîñòè. Íàëè÷èå â ñèñòåìàõ òâ¼ð-
äûõ òåë ïîäâèæíûõ ìàññ, ñîâåðøàþùèõ çàäàííîå ïðîãðàììíîå îòíîñèòåëü-
íîå äâèæåíèå, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ñèñòå-
ìû â öåëîì. Â êà÷åñòâå ïîäâèæíûõ ìàññèâíûõ ýëåìåíòîâ ìîãóò èñïîëü-
çîâàòüñÿ îñåñèììåòðè÷íûå ðîòîðû, ñîâåðøàþùèå äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííûìè
èëè ïåðåìåííûìè îòíîñèòåëüíûìè óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè, è òî÷å÷íûå ìàñ-
ñû, ñîâåðøàþùèå äâèæåíèå âäîëü çàäàííûõ êðèâûõ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû
Â.Â.Êîçëîâà ñ ñîàâòîðàìè, Ô.Ë.×åðíîóñüêî, Â.Â.Ðóìÿíöåâà, Â.À.Ñàðû÷åâà,
À.Àí÷åâà, Â.Â.Áåëåöêîãî, É.Âèòòåíáóðãà, Â.Â.Êðåìåíòóëî è äðóãèõ). Øè-
ðîêàÿ ïðèìåíèìîñòü òàêèõ ñèñòåì â òåõíèêå ïðåäîïðåäåëÿåò àêòóàëüíîñòü
èçáðàííîé òåìû èññëåäîâàíèÿ.

Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ îñîáåí-
íîñòåé âëèÿíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîäâèæíûõ è íåïîäâèæíûõ ìàññ íà äèíàìèêó
ñèñòåì òâ¼ðäûõ òåë è, â ÷àñòíîñòè, íà ðåàëèçàöèþ ïðîãðàììíûõ óñòàíîâèâ-
øèõñÿ è ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé îðáèòàëüíûõ îáúåêòîâ, íà ñóùåñòâîâàíèå
è óñòîé÷èâîñòü óñòàíîâèâøèõñÿ äâèæåíèé ñèñòåì òâ¼ðäûõ òåë, íà íàëè÷èå
èíâàðèàíòíûõ ñîîòíîøåíèé (ïåðâûõ èíòåãðàëîâ) óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â çà-
äà÷àõ äèíàìèêè òâ¼ðäûõ òåë, íà íåèíòåãðèðóåìîñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è
ðåãóëÿðíóþ è õàîòè÷åñêóþ äèíàìèêó â ìåõàíèêå ñèñòåì ìíîãèõ òåë. Ñòàâèòñÿ
çàäà÷à ðàçâèòèÿ îáùèõ ìåòîäîâ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè äëÿ ñèñòåì òâ¼ðäûõ
òåë, ñîâåðøàþùèõ äâèæåíèå ïî òð¼õìåðíîé ñôåðå.

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû è ðàçâèòû ìåòîäû àíàëèòè÷åñêîé ìåõà-
íèêè, òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ, êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, òåîðèè óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì,
à òàêæå ìåòîäû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îïèðàåòñÿ íà ñòðîãîå
ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, íà ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ êîìïüþ-
òåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû. Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äèñ-
ñåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèé ñèñòåì
òâ¼ðäûõ òåë, ïðè ÷òåíèè ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ ïî ìåõàíèêå è òåîðèè óñòîé-
÷èâîñòè äâèæåíèÿ, à òàêæå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè
îðáèòàëüíûõ îáúåêòîâ ñ ïåðåìåííûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé äîêëàäûâàëèñü
íà ðÿäå ñåìèíàðîâ âåäóùèõ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ íàó÷íûõ ó÷ðå-
æäåíèé. Ñðåäè íèõ, â ÷àñòíîñòè, ñåìèíàð ïî àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå è
òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ ÌÃÓ èì.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì
àêàä.Â.Â.Ðóìÿíöåâà, ÷ë.-êîðð. Â.Â.Áåëåöêîãî, ïðîô.À.Â.Êàðàïåòÿíà; ñåìè-
íàð ÌÃÓ èì.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä.Â.Â.Êîçëîâà, ÷ë.-êîðð.
Ä.Â.Òðåù¼âà, ïðîô.Ñ.Â.Áîëîòèíà; ñåìèíàð ÌÃÓ èì.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ïî äè-
íàìèêå îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.-êîðð.Â.Â.Áåëåöêîãî,
ïðîô.Þ.Ô.Ãîëóáåâà, äîö.Ê.Å.ßêèìîâîé; ñåìèíàð Îòäåëà ìåõàíèêè Âû-
÷èñëèòåëüíîãî öåíòðà èì.À.À.Äîðîäíèöûíà ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì
àêàä.Â.Â.Ðóìÿíöåâà, ïðîô.Ñ.ß.Ñòåïàíîâà, ä.ô.-ì.í. Â.Ñ.Ñåðãååâà è
ïðîô.À.Ñ.Ñóìáàòîâà; ñåìèíàð Ëàáîðàòîðèè Ìîäåëèðîâàíèÿ â ìåõàíè-
êå (LMM) Óíèâåðñèòåòà Ïàðèæ VI, Ôðàíöèÿ, ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.
À.Êàáàííà, ïðîô.Ð.Ãàòèíüîëü, ïðîô. Ì.Ïàñêàëü; ñåìèíàð êàôåäðû ìåõà-
íèêè Óíèâåðñèòåòà Ïóàòüå, Ôðàíöèÿ, ïîä ðóêîâîäñòâîì. ïðîô.Ê.Âàëëå;
ñåìèíàðû Öåíòðà èññëåäîâàíèÿ è ïðåïîäàâàíèÿ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
(CERMA) è Öåíòðà ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê
(CERMICS) Íàöèîíàëüíîé øêîëû ìîñòîâ è øîññå, Ôðàíöèÿ, ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì ïðîô.Ä.Ï.Øåâàëëüå; ñåìèíàð êàôåäðû ìåõàíèêè Óíèâåðñèòåòà Ýâðè -
Âàëü-ä'Ýññîí, Ôðàíöèÿ, ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.Æ.Ëåðáå è ïðîô.Ì.Ïàñêàëü;
ñåìèíàð êàôåäðû ìàòåìàòèêè Óíèâåðñèòåòñêèõ ôàêóëüòåòîâ Áîæèåé Ìà-
òåðè Ìèðà (FUNDP), Íàìþð, Áåëüãèÿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.Æ.Àíðàðà,
ïðîô.À.Ëåìýòð è ïðîô. Ã.Â.Ïëîòíèêîâîé; ñåìèíàð êàôåäðû ìàòåìàòèêè
Êàòîëè÷åñêîãî Óíèâåðñèòåòà Ëþâåíà (UCL), Áåëüãèÿ, ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðîô.Ï. âàí Ì¼ðáåêå è äîö.Ê.Ïàéôåðà; ñåìèíàð Èíñòèòóòà òåõíè÷åñêîé
ìåõàíèêè Âåíñêîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà, Àâñòðèÿ, ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì ïðîô.Õ.Òðîãåðà è ïðîô.À.Øòàéíäëÿ; ñåìèíàð îòäåëà ìåõàíèêè è
àâèàêîñìè÷åñêîãî ìàøèíîñòðîåíèÿ (MAE) Ïðèíñòîíñêîãî óíèâåðñèòåòà
ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.Ô.Õîëìñà è ïðîô.Í.Ý.Ëåîíàðä; ñåìèíàð Öåíòðà
àýðîêîñìè÷åñêèõ íàóê è òåõíîëîãèé Óíèâåðñèòåòà Âíóòðåííåé Áåéðû, Ïîð-
òóãàëèÿ, ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.À.Ä.Ãåðìàí; ñåìèíàð êàôåäðû ìàòåìàòèêè
Óíèâåðñèòåòà Ïîðòî, Ïîðòóãàëèÿ, ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.Ã.Ñìèðíîâà.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé òàêæå äîêëàäûâàëèñü íà ðÿäå íàó÷íûõ ðîñ-
ñèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèé. Ñðåäè íèõ, â ÷àñòíîñòè, Àêà-
äåìè÷åñêèå ÷òåíèÿ ïî êîñìîíàâòèêå ïàìÿòè Ñ.Ï.Êîðîë¼âà è äðóãèõ âû-
äàþùèõñÿ îòå÷åñòâåííûõ ó÷¼íûõ � ïèîíåðîâ îñâîåíèÿ êîñìè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (2005 - 2013); Ìåæäóíàðîäíûå íàó÷íûå êîíôåðåíöèè ïî ìåõàíè-
êå �Ïîëÿõîâñêèå ÷òåíèÿ�; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿù¼ííàÿ 100-
ëåòèþ À.À.Àíäðîíîâà, Íèæíèé Íîâãîðîä, 2-6 èþëÿ 2001 ãîäà; Ìåæäóíà-
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ðîäíûå ñèìïîçèóìû ïî êëàññè÷åñêîé è íåáåñíîé ìåõàíèêå, Âåëèêèå Ëó-
êè, 2001, 2004, 2007, 2010; GAMM Tagung 1996, Prag; GAMM Tagung 1998,
G�ettingen; Symposium Geometry, Symmetry and Mechanics II: 21-27 July 2002,
Warwick, England; Meeting of Society for Theoretical and Applied Mathematics
and Mechanics (STAMM XV), 10-14 July, 2006, Vienna; European Non-linear
Oscillation Conference (ENOC), 2008, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; European Non-linear
Oscillation Conference (ENOC), 2011, Roma.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïðåäëîæåí íîâûé, îðèãèíàëüíûé ïîäõîä ê èññëå-
äîâàíèþ çàäà÷è î ñòàöèîíàðíûõ êîíôèãóðàöèÿõ ñèñòåì ñ ïåðåìåííûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì ìàññ â öåíòðàëüíîì íüþòîíîâñêîì ïîëå ñèë â òî÷íîé ïîñòàíîâêå,
ðàçâèâàþùèé èçâåñòíûé ïîäõîä Â.À.Ñàðû÷åâà è Â.Øèëåíà ê çàäà÷àì òàêîãî
êëàññà â ðàìêàõ ñïóòíèêîâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëèë ïîëó÷èòü
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â çàäà÷å î äâèæåíèè âèáðèðóþùåãî ãàíòåëåîáðàçíîãî
òåëà, ñîîòâåòñòâóþùåå äâèæåíèþ, íà êîòîðîì ãàíòåëü îáðàçóåò ïîñòîÿííûé
� íóëåâîé èëè íåíóëåâîé � óãîë ñ íàïðàâëåíèåì íà ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð,
à å¼ öåíòð ìàññ äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå. Àíàëîãè÷íîå ðåøåíèå
ïîëó÷åíî â îáîáù¼ííîé, ïëîñêîé, ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷å òð¼õ òåë, â êîòîðîé
òðåòüå ïðèñîåäèíåíî ê îäíîìó èç îñíîâíûõ òåë íåâåñîìûì íåðàñòÿæèìûì
òðîñîì ïåðåìåííîé äëèíû.

Â ðàìêàõ òåîðèè Ðàóñà è åå îáîáùåíèé ðàçâèò ìåòîä àíàëèçà ñòðóê-
òóðû ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé, âîçíèêàþùèõ ïðè èññëåäîâàíèè íåîáõîäèìûõ
è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû òâ¼ðäûõ òåë. Íà
ñëó÷àé äâèæåíèÿ òåëà ñ ðîòîðàìè ïî êðóãîâîé êåïëåðîâñêîé îðáèòå ðàñïðî-
ñòðàí¼í ìåòîä ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèé, ñîõðàíÿþùèé ëàãðàíæåâó ñòðóêòóðó
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è îñíîâíûå ñèììåòðèè. Îöåíåíû âîçìîæíîñòè èñïîëü-
çîâàíèÿ ìåòîäà äëÿ ðåàëèçàöèè è ñòàáèëèçàöèè îòíîñèòåëüíûõ ðàâíîâåñèé.
Ðàçâèò ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïîëóîáðàòíîé çàäà÷è îá îòíîñèòåëüíûõ ðàâíîâå-
ñèÿõ ãèðîñòàòà ñ øàðîâûì òåíçîðîì èíåðöèè íà êðóãîâîé îðáèòå. Ðåçóëüòàò
ïðèìåí¼í ê çàäà÷å îá îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè ãèðîñòàòà ñ ðàñïðåäåëåíèåì
ìàññ, äîïóñêàþùèì ãðóïïó ñèììåòðèè òåòðàýäðà. Äàíî îáîñíîâàíèå ïîäõîäà
ê èññëåäîâàíèþ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ìåõàíè-
÷åñêèõ ñèñòåì, ñòåñí¼ííûõ îäíîñòîðîííèìè ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè, ðåàëèçó-
åìûìè áîëüøèìè ïîòåíöèàëüíûìè ñèëàìè.

Èçâåñòíûé ïîäõîä ê îòûñêàíèþ äîïîëíèòåëüíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ
òèïà èíòåãðàëà Ãåññà â çàäà÷å î äâèæåíèè òÿæ¼ëîãî òâ¼ðäîãî òåëà ðàñïðî-
ñòðàí¼í íà çàäà÷è î äâèæåíèè òÿæ¼ëîãî ãèðîñòàòà íà ñòðóíå, î äâèæåíèè
òÿæ¼ëîãî ãèðîñòàòà ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, î äâèæåíèè òåëà
â ïîòîêå ÷àñòèö, î äâèæåíèè òÿæ¼ëîãî òåëà, îïèðàþùåãîñÿ îñòðèÿìè íà ãëàä-
êóþ ïëîñêîñòü. Äîêàçàíà íåèíòåãðèðóåìîñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â çàäà÷àõ
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î äâèæåíèè äâóõçâåííîãî ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà è î äâèæåíèè ãèðîñêîïà â
êàðäàíîâîì ïîäâåñå.

Ðàçâèòî ïðåäëîæåííîå Â.Â.Êîçëîâûì è Ä.Â.Òðåù¼âûì ïðåäñòàâëåíèå
î ò.í. ¾îãðàíè÷åííîé ïîñòàíîâêå¿ â çàäà÷àõ äèíàìèêè òâ¼ðäûõ òåë, äëÿ êî-
òîðûõ ¾äëèíà¿ ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò ¾øèðèíó¿ è ¾òîëùèíó¿. Äëÿ òàêèõ
òåë â çàäà÷àõ î äâèæåíèè òÿæ¼ëîãî òâ¼ðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé è
î äâèæåíèè òâ¼ðäîãî òåëà â èäåàëüíîé æèäêîñòè óñòàíîâëåíî ñî÷åòàíèå ëåã-
êî íàáëþäàåìîãî ðåãóëÿðíîãî äâèæåíèÿ ¾îñè òåëà¿ è òðóäíî íàáëþäàåìîãî,
õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ òåëà âîêðóã ýòîé ¾îñè¿.

Èçó÷åíû îñîáåííîñòè ïîñòàíîâêè çàäà÷ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè òî÷êè
è òâ¼ðäîãî òåëà, âëîæåííûõ â òð¼õìåðíîå ñôåðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Èññëå-
äîâàíû âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿòèé öåíòðà ìàññ è öåíòðà òÿæåñòè,
èçó÷åíû óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ òåë â ñôåðè÷åñêîì àíàëîãå öåíòðàëüíîãî ïîëÿ
íüþòîíîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ, èñõîäÿ èç ¾îãðàíè÷åííîé ïîñòàíîâêè¿ â çàäà÷àõ
ìåõàíèêè òâ¼ðäîãî òåëà âûïèñàí àíàëîã óðàâíåíèÿ Áåëåöêîãî äëÿ ¾ïëîñêèõ¿
êîëåáàíèé ñôåðè÷åñêîãî ñïóòíèêà íà ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå. Íàéäåíû íåòðè-
âèàëüíûå ðåøåíèÿ â çàäà÷å î äâèæåíèè ãàíòåëåîáðàçíîãî òåëà â ñôåðè÷åñêîì
àíàëîãå öåíòðàëüíîãî ïîëÿ íüþòîíîâñêîãî òÿãîòåíèÿ.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà áûëà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ
INTAS, ÔÖÏ ¾Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû¿, ÐÔÔÈ.

Ëè÷íûé âêëàä. Ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü ðàáîò, ñîñòàâèâøèõ îñíîâó äèñ-
ñåðòàöèè, âûïîëíåíà áåç ñîàâòîðîâ. Èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò ñ äðóãèìè àâòî-
ðàìè, ñðåäè êîòîðûõ À.Ä.Ãåðìàí, À.Äþãàí, À.Â.Êàðàïåòÿí, È.È.Êîñåíêî,
È.Ìîòò, ß.-Å.Ñëàâÿíîâñêèé, Ñ.ß.Ñòåïàíîâ, Ð.Ñ.Ñóëèêàøâèëè, Õ.Òðîãåð,
Ä.Ï.Øåâàëëüå, íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ëèøü òå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ïîëó÷åíû
ëè÷íî àâòîðîì. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà âî èçáåæàíèå ïîòåðè öåëîñòíîñòè èçëîæå-
íèÿ òàêæå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ñîàâòîðîâ, â òåêñòå ñäåëàíû ñïåöèàëüíûå
îãîâîðêè.

Ïóáëèêàöèè. Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 41 ïå÷àòíîé
ðàáîòå, èç íèõ 18 ñòàòåé � â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ: [1�18]
, 14 ñòàòåé � â èçäàíèÿõ, íå âêëþ÷¼ííûõ â ñïèñîê ÂÀÊ è íå ÿâëÿþùèõñÿ
òðóäàìè êîíôåðåíöèé: [19�32], 9 ñòàòåé � â òðóäàõ ìåæäóíàðîäíûõ êîíôå-
ðåíöèé [33�41].

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, âîñüìè ãëàâ, îäíîãî ïðèëîæåíèÿ è
ñîäåðæèò 304 ñòðàíèöû ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà.
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Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ äâèæåíèé
òåë ïåðåìåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ. Â ðàçä. 1.1 ïðèâîäèòñÿ âûâîä óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ èçìåíÿåìîãî òâ¼ðäîãî òåëà â ñïóòíèêîâîì
ïðèáëèæåíèè. Ïóñòü (α, β, γ) � òðîéêà âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ åäèíè÷íûõ
âåêòîðîâ, îáðàçóþùèõ îðáèòàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà: âåêòîð γ íàïðàâëåí ïî
ðàäèóñó îðáèòû îò ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà, âåêòîð β ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñ-
êîñòè îðáèòû, âåêòîð α äîïîëíÿåò èõ äî ïðàâîé òðîéêè è îðèåíòèðîâàí ïî
íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ. Åñëè ν � èñòèííàÿ àíîìàëèÿ öåíòðà
ìàññ, µ � ïðîèçâåäåíèå ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé íà ìàññó ïðèòÿãèâàþ-
ùåãî öåíòðà, p è e � ïàðàìåòð è ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû, òî
ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

r =
p

1 + e cos ν
, r2

dν

dt
=

√
µp (1)

Â ñèëó ðàâåíñòâ (1) èñòèííàÿ àíîìàëèÿ ν ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ñî âðåìåíåì

dν

dt
=

√
µp

r2
=

√
µ

p3
(1 + e cos ν)2

è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà êàê íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ. Åñëè I(ν) =

diag(I1, I2, I3) � öåíòðàëüíûé òåíçîð èíåðöèè òåëà â ñâÿçàííûõ ñ òåëîì îñÿõ
Cx1x2x3, òî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ çàïèøóòñÿ â âèäå 1

d

dν

[
(1 + e cos ν)2I(Ω + β)

]
= (2)

+(1 + e cos ν)2I(Ω + β) × (Ω + β) + (1 + e cos ν)γ × Iγ,

d

dν
α = α×Ω,

d

dν
β = β ×Ω,

d

dν
γ = γ ×Ω, (3)

ãäå Ω = ω/ν̇ � îòíîøåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà ê áûñòðîòå èçìåíåíèÿ èñ-
òèííîé àíîìàëèè. Èç óðàâíåíèé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Óòâ å ðæä å í è å 1 Åñëè èçìåíåíèå òåíçîðà èíåðöèè òåëà òàêîâî,

÷òî

(1 + e cos ν)2I(ν) = I⋆, I⋆ = const, (4)

òî èìåþò ìåñòî 24 îòíîñèòåëüíûõ ðàâíîâåñèÿ, íà êîòîðûõ îäíà èç îñåé

èíåðöèè ñïóòíèêà íàïðàâëåíà íà ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð, à äðóãàÿ ïåðïåí-

äèêóëÿðíà ïëîñêîñòè îðáèòû.

1Â óðàâíåíèÿõ, èçó÷àâøèõñÿ Â.Øèëåíîì [42], òàêæå ïðèñóòñòâóåò ïåðåìåííûé ãèðîñòàòè÷åñêèé ìî-

ìåíò ðîòîðîâ, ñì. òàêæå [43]
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Ñîîòíîøåíèå (4) âûðàæàåò êëþ÷åâóþ èäåþ, íà êîòîðóþ îïèðàåòñÿ âûáîð
çàêîíà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ â òåëå.

Â ðàçä. 1.2 èçó÷àþòñÿ âðàùàòåëüíî - êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ òåëà
ïåðåìåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ âîêðóã îñè Cx2 îñòàþùåéñÿ ïåðïåíäèêóëÿð-
íîé ê ïëîñêîñòè îðáèòû. Òîãäà, åñëè óãîë φ çàäà¼ò îòêëîíåíèå îñè Cx1 îò
ëîêàëüíîé âåðòèêàëè (ðèñ. 1), òî â ñèëó (2) óðàâíåíèå êîëåáàíèé â ïëîñêîñòè
îðáèòû èìååò âèä ( [43], ñ.172)

d

dν

[
(1 + e cos ν)2I2

(
1 +

dφ

dν

)]
= −3(I3 − I1)(1 + e cos ν) cosφ sinφ. (5)

Â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ Áåëåöêîãî, ìîìåíòû èíåðöèè â óðàâíåíèè (5) ïåðå-
ìåííû è çàâèñÿò îò îïðåäåëÿåìîãî èñòèííîé àíîìàëèåé ïîëîæåíèÿ öåíòðà
ìàññ òåëà íà ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå.

Ðèñ. 1: Îðèåíòàöèÿ òåëà íà îðáèòå

Äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ óäîáíî èñïîëüçîâàòü êîìïîíåí-
òû òåíçîðà Ýéëåðà � Ïóàíñî K = diag(K1, K2, K3):

K1 =

∫
G

x21dm(x) ⇒ I1 = K2 +K3, (1, 2, 3). (6)

Òàê, åñëè îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèå [43,44]

(1 + e cos ν)2(K1 +K3) = I∗ = const∗ (7)

è óñëîâèå
3(K1 −K3)(1 + e cos ν) = I∗∗ = const∗∗ > 0, (8)

òî äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

d2φ

dν2
= −ω2

0 cosφ sinφ, ω2
0 =

I∗∗

I∗
, (9)
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Ðèñ. 2: Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè íà ïëîñêîñòè (e,K). Íåóñòîé÷èâîñòü (ò¼ìíàÿ îáëàñòü),

óñòîé÷èâîñòü ïî òåîðåìå Æóêîâñêîãî (ò¼ìíî-ñåðàÿ îáëàñòü), óñòîé÷èâîñòü ïî òåîðåìå Ëÿ-

ïóíîâà (ñâåòëî-ñåðàÿ îáëàñòü).

ñîâïàäàþùèì ñ óðàâíåíèåì êîëåáàíèÿ òåëà íà êðóãîâîé îðáèòå, ïðè÷¼ì
ω0 > 0 � ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòè óñòîé÷èâûõ îòíîñèòåëü-
íûõ ðàâíîâåñèé φ = 0, π.

Äëÿ ïîäîáíî-èçìåíÿåìîãî òåëà óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê

(1 + e cos ν)φ′′ +K sinφ cosφ = 0, K = const . (10)

Äîêàçàíî, ÷òî åãî ðåøåíèÿ íåóñòîé÷èâû ïðè K < 0. Ñ ïîìîùüþ òåîðåì Æó-
êîâñêîãî è Ëÿïóíîâà äàíû îöåíêè îáëàñòåé âûïîëíåíèÿ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé
óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ (e,K), íàéäåííûõ ÷èñëåííî (ðèñ. 2).
Äîêàçàíî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå ïðè ìàëûõ e > 0 óðàâíåíèå (10) íåèíòåãðèðó-
åìî, ïðèâåäåíû ïðèìåðû èññëåäîâàíèÿ ñî÷åòàíèÿ ðåãóëÿðíîé è õàîòè÷åñêîé
äèíàìèêè.

Â ðàçä. 1.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ìàññà ñèñòåìû îñòà¼òñÿ ðàñ-
ïðåäåë¼ííîé âäîëü ïðÿìîé. Óêàçûâàåòñÿ çàêîí ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ, ïðè
êîòîðîì ñóùåñòâóþò ðàâíîâåñèÿ â çàäà÷å Õ.Òðîãåðà î äâèæåíèè ìàññèâíîé
êàáèíû âäîëü ãàíòåëåîáðàçíîãî òåëà íà ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå, íà ïðèìåðå
äâèæåíèÿ êàáèíû ìåæäó êîíöàìè ãàíòåëè ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó èñ-
ñëåäóåòñÿ õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû. Â ��1.3.2, 1.3.3 ñòàâèòñÿ è ðåøàåò-
ñÿ çàäà÷à î çàêîíå âèáðàöèè ãàíòåëè, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóþò âðàùåíèÿ ñ
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ïîñòîÿííîé ïî ν ÷àñòîòîé ω : φ = ων. Óäîâëåòâîðÿÿ óðàâíåíèþ

(1 + e cos ν)φ′′ + 3

(
cosφ sinφ− φ′ + 1

ω + 1
cosων sinων

)
= 0, (11)

îíè ïåðèîäè÷íû ïðè öåëûõ è ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ω. Äëÿ ω = 0 óòî÷-
íåíû ïðè e ≈ 1 íàéäåííûå ðàíåå [44], à äëÿ ω ∈ {1, 2, 3, 4} ∪ {−2,−3,−4}
∪ {3/2, 5/2, 7/2} ∪ {−5/2,−7/2} � íàéäåíû ÷èñëåííî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè òàêèõ âðàùåíèé. Ñ ïîìîùüþ ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ðàçîáðàíû ïðè-
ìåðû õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ.

Â ðàçä. 1.4 ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïëîñêîì äâèæåíèè ãàíòåëè ïåðåìåí-
íîé äëèíû â öåíòðàëüíîì ïîëå ñèë. Â òî÷íîé ïîñòàíîâêå äîêàçàíî, ÷òî åñ-
ëè äëèíó ãàíòåëè èçìåíÿòü ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ îò å¼ öåíòðà ìàññ
äî ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà, òî ñóùåñòâóþò îòíîñèòåëüíûå ðàâíîâåñèÿ, ïðè
êîòîðûõ ãàíòåëü îáðàçóåò ïîñòîÿííûé � íóëåâîé èëè íåíóëåâîé � óãîë ñ íà-
ïðàâëåíèåì íà ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð. Ïðè ýòîì öåíòð ìàññ ãàíòåëè áóäåò
ñîâåðøàòü äâèæåíèå ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå.

Â ðàçä. 1.5 ðàññìîòðåíà îáîáù¼ííàÿ ïëîñêàÿ îãðàíè÷åííàÿ ýëëèïòè÷å-
ñêàÿ çàäà÷à òð¼õ òåë, â ðàìêàõ êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äâà òåëà, ¾Çåì-
ëÿ¿ è ¾Ëóíà¿, äâèæóòñÿ âîêðóã îáùåãî öåíòðà ìàññ ïî íåâîçìóùàåìûì ýë-
ëèïòè÷åñêèì îðáèòàì, à òðåòüå òåëî ìàëîé ìàññû ïðèñîåäèíåíî êî âòîðîìó
íåâåñîìûì, íåðàñòÿæèìûì òðîñîì èçìåíÿåìîé äëèíû ℓ (ðèñ. 3). Äëÿ óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ

ℓφ′′ + 2ℓ′ (1 + φ′) − 2eℓ (1 + φ′) sin ν

1 + e cos ν
+ (12)

+
pM sinφ

(1 + e cos ν)2

[
1 − (1 + µ)3p3M

f 3/2

]
= 0,

f = ℓ2(1 + e cos ν)2 + (1 + µ)2p2M + 2ℓ(1 + µ)pM cosφ(1 + e cos ν),

ãäå pM � ïàðàìåòð ¾ëóííîé¿ îðáèòû, à µ � îòíîøåíèå ìàññ ¾Ëóíû¿ è ¾Çåì-
ëè¿, äîêàçàíî, ÷òî ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè, íà êîòîðûõ òðîñ îáðàçóåò
ïîñòîÿííûé, íóëåâîé èëè íåíóëåâîé óãîë, ñ ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé ¾Çåìëþ¿
è ¾Ëóíó¿, ñóùåñòâóþò, åñëè äëèíà òðîñà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàäèóñó îðáèòû
¾Ëóíû¿. Èçó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðå-
àëüíûõ ìàññîâûõ è îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ Çåìëè è Ëóíû ðàâíîâåñèå, íà
êîòîðîì òðîñ îáðàù¼í â ñòîðîíó Çåìëè, óñòîé÷èâî äëÿ âñåõ ôèçè÷åñêè îñìûñ-
ëåííûõ çíà÷åíèé äëèí òðîñà, íå ïðåâîñõîäÿùèõ ðàäèóñà ëóííîé îðáèòû, à äëÿ
ðàâíîâåñèÿ, íà êîòîðîì òðîñ îáðàù¼í îò Çåìëè, íåóñòîé÷èâîñòü ìîæåò íà-
áëþäàòüñÿ ëèøü äëÿ äëèí òðîñà, ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäÿùèõ ðàäèóñ ëóííîé
îðáèòû. ×èñëåííî èññëåäîâàíû ïðèìåðû (ðèñ. 4) ðåãóëÿðíîãî è õàîòè÷åñêîãî
ïîâåäåíèÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû.

10



Ðèñ. 3: Ëóííûé ìàÿòíèê. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

Ðèñ. 4: Ïðèìåð õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ëóííîãî ìàÿòíèêà.
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Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ íåîáõî-
äèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèé â ìåõàíèêå ñèñòåì
òâ¼ðäûõ òåë. Ìåòîä Ðàóñà, èñïîëüçóåìûé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè â ñèñòåìàõ ñ èçáûòî÷íûìè êîîðäèíà-
òàìè è åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó
íèìè, ïðåäïîëàãàåò ëèáî îáû÷íî ñîïðîâîæäàþùååñÿ ïîòåðåé ñèììåòðèè èñ-
êëþ÷åíèå îäíèõ êîîðäèíàò è èõ ïîäñòàíîâêó â êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó âòîðîé
âàðèàöèè, ëèáî ïðèìåíåíèå äîñòàòî÷íî òðóäî¼ìêîé ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ
ìèíîðîâ è îïðåäåëèòåëÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû âòîðîé âàðèàöèè.

Â ðàçä. 2.1 âûïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

d

dt

∂L

∂ω
=
∂L

∂ω
× ω + Q, α̇ = α× ω, β̇ = β × ω, γ̇ = γ × ω, (13)

L = L(ω,α,β,γ), Q =
∂L

∂α
×α +

∂L

∂β
× β +

∂L

∂γ
× γ (14)

ãäå L � ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà.
Åäèíè÷íûå, îðòîãîíàëüíûå ìåæäó ñîáîé âåêòîðû α = (α1, α2, α3)

T ,

β = (β1, β2, β3)
T , γ = (γ1, γ2, γ3)

T îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó OXαXβXγ, îòíî-
ñèòåëüíî êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå. Îíè çàäàíû ñâîèìè ïðîåêöèÿ-
ìè íà îñè æ¼ñòêî ñâÿçàííîé ñ òåëîì ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox1x2x3.

Äâå òðîéêè ãåîìåòðè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ

Jα = (α,α) − 1 = 0, Jαβ = (α,β) = 0, (α,β,γ), (15)

âûðàæàþùèå çàâèñèìîñòü ìåæäó ïåðåìåííûìè, îïðåäåëÿþò êîíôèãóðàöè-
îííîå ìíîãîîáðàçèå M òâ¼ðäîãî òåëà.

Â ðàçä. 2.1 óêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê íåêîòîðîé
òî÷êå êîíôèãóðàöèîííîãî ìíîãîîáðàçèÿ � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå, çàäàâàå-
ìîå ñîîòíîøåíèÿìè

δJα = (α, δα) = 0, δJαβ = (α, δβ) + (β, δα) = 0, (α,β,γ). (16)

Äîêàçàíî

Óòâ å ðæä å í è å 2 (Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå) Íåçàâèñèìûå êîîðäèíà-

òû δθ = (δθ1, δθ2, δθ3)
T â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TxM

3 ìîæíî îïðå-

äåëèòü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Ïóàññîíà, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

δα = α× δθ, δβ = β × δθ, δγ = γ × δθ, (17)

Â ðàçä. 2.3 ïîêàçàíî, ÷òî ïðèìåíåíèå â òåîðåìå Ðàóñà âàðèàöèé (17)
äà¼ò óðàâíåíèå ðàâíîâåñèé â âèäå

∂U

∂α
×α +

∂U

∂β
× β +

∂U

∂γ
× γ = 0, U = −L(0,α,β,γ). (18)
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Ýòî óðàâíåíèå èññëåäóþò âìåñòå ñ èíòåãðàëàìè (15). Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿþòñÿ èç çíàêîîïðåäåë¼ííîñòè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

2δ2θW = (Θδθ, δθ) = (19)

=
∑((

∂2U

∂α2
+ λαE

)
(α× δθ),α× δθ

)
+

+2
∑((

∂2U

∂α∂β
+ λαβE

)
(β × δθ),α× δθ

)
,

λα = −
(
∂U

∂α
,α

)
, λαβ = −

(
∂U

∂α
,β

)
= −

(
∂U

∂β
,α

)
, (α, β, γ). (20)

Â ðàçäåëå 2.4 ðàññìîòðåíû èëëþñòðàòèâíûå ïðèìåðû èç ìåõàíèêè:
äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîãî öåíòðà ìàññ ïîä äåéñòâèåì
íüþòîíîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ ñî ñòîðîíû óäàë¼ííûõ îáúåêòîâ è êëàññè÷åñêàÿ
çàäà÷à î ðàâíîâåñèÿõ ñïóòíèêà íà êðóãîâîé îðáèòå. Íàéäåíû ðàâíîâåñèÿ è
èññëåäîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èõ óñòîé÷èâîñòè.

Â ðàçäåëå 2.5 ïîêàçàíî, ÷òî ââåä¼ííûå âàðèàöèè ïîçâîëÿþò çàïèñàòü
óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ â îêðåñòíîñòè ðàâíîâåñèÿ êàê

d

dt
δθ

(
∂L

∂ω

)
=
∂L

∂ω
× δθ̇ + δθQ, (21)

δθ

(
∂L

∂ω

)
=
∂2L

∂ω2
δθ̇ +

∂2L

∂ω∂α
(α× δθ) +

∂2L

∂ω∂β
(β × δθ) +

∂2L

∂ω∂γ
(γ × δθ),

δθQ =
∂Q

∂ω
δθ̇ +

∂Q

∂α
(α× δθ) +

∂Q

∂β
(β × δθ) +

∂Q

∂γ
(γ × δθ).

Ñ èõ ïîìîùüþ èññëåäîâàíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèé
â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ìåòîäó ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèé äâèæåíè-
åì ñïóòíèêà ñ ðîòîðàìè, ñîõðàíÿþùåìó ëàãðàíæåâó ñòðóêòóðó óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ è îñíîâíûå ñèììåòðèè çàäà÷è. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
ðîòîðîâ òðè, è èõ îñè íàïðàâëåíû ïî ãëàâíûì öåíòðàëüíûì îñÿì èíåðöèè
ãèðîñòàòà. Òîãäà, åñëè I � òåíçîð èíåðöèè, φ = (φ1, φ2, φ3)

T � âåêòîð óãëîâ
ïîâîðîòîâ ðîòîðîâ,ω = (ω1, ω2, ω3)

T � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè, òî óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ èìåþò âèä

d

dt
(Iω + Bφ̇) = (Iω + Bφ̇) × ω + Q = Q′, B = diag(B1, B2, B3), (22)

d

dt
(Bω + Bφ̇) = QR, QR = (Q1R, Q2R, Q3R). (23)
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Óêàçûâàþòñÿ äåéñòâóþùèå íà ðîòîðû ìîìåíòû, ñîñòàâëÿþùèå âåêòîð QR,

òàêèå, ÷òî

Iω + Bφ̇ = Aω =
∂Λ

∂ω
,

ãäå A = AT � çàäàííàÿ íàïåð¼ä ïîñòîÿííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, ò.å. ñó-
ùåñòâóåò ÷àñòíûé èíòåãðàë óðàâíåíèé (22, 23) âèäà

J = φ̇−Pω = 0 ⇐⇒
[
dJ
dt

]
J=0

= 0. (24)

Ðàññìîòðåí ïðèìåð, êîãäà ω � âåêòîð àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè
ñïóòíèêà-ãèðîñòàòà. Â ýòîì ñëó÷àå èçìåí¼ííûé ïîòåíöèàë èìååò âèä

Ua =
1

2
(−(Aβ,β) + 3(Iγ,γ)) , (25)

÷òî ïîçâîëÿåò àêòèâíî âëèÿòü íà ìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíûõ ðàâíîâåñèé. Â
ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà òåíçîðû A è I ñîîñíû, ìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíûõ
ðàâíîâåñèé èìååò òó æå ñòðóêòóðó, ÷òî è â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å î ðàâíîâåñèÿõ
ñïóòíèêà. Òàê äëÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ

α = (1, 0, 0)T , β = (0, 1, 0)T , γ = (0, 0, 1)T . (26)

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðèíèìàþò âèä

A2 − A3 − 3I3 > 0, I1 − I3 > 0, 3I2 + A2 − A1 > 0. (27)

Òàêèì îáðàçîì, çà ñ÷¼ò ýòèõ âîçäåéñòâèé óäà¼òñÿ ïîâëèÿòü ëèøü íà äâà èç
òð¼õ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè.

Ïðè òàêîì æå óïðàâëåíèè ïî îòíîñèòåëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè èçìå-
í¼ííûé ïîòåíöèàë îñòà¼òñÿ ïðåæíèì, ò.å. îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. Ïðè ýòîì îïðåäåëÿåìûå èç óðàâíåíèé

A1δθ̈1 = ψ̇ (I2 − I3 − I1) δθ̇3 − 4ψ̇2(I2 − I3)δθ1,

A2δθ̈2 = −3ψ̇2(I1 − I3)δθ2,

A3δθ̈3 = −ψ̇ (I2 − I3 − I1) δθ̇1 − ψ̇2(I2 − I1)δθ3.

íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé I2 < I3 < I1
çàïèñûâàþòñÿ êàê

(I2 − I1)A1 + 4(I2 − I3)A3 + (I2 − I1 − I3)
2 > 0 (28)[

(I2 − I1)A1 + 4(I2 − I3)A3 + (I2 − I1 − I3)
2
]2 − 16A1A3(I2 − I1)(I2 − I3) > 0.
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Ðèñ. 5: Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè â çàäà÷å îá óïðàâëÿåìîì äâèæåíèè ñïóòíèêà - ãèðîñòàòà.

Ýòè óñëîâèÿ îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè äëÿ òåõ òî÷åê ïëîñêîñòè (A1, A3),

êîòîðûå ðàñïîëàãàþòñÿ âíóòðè ¾òðåóãîëüíèêà¿ OP1P3 :

P1 :

(
(I2 − I1 − I3)

2

I2 − I1
, 0

)
, P3 :

(
0,−1

4

(I2 − I1 − I3)
2

I2 − I3

)
, (29)

äâå ñòîðîíû êîòîðîãî � îòðåçêè êîîðäèíàòíûõ îñåé OP1 è OP3, à òðåòüÿ
ñòîðîíà � ðàñïîëîæåííàÿ ïîä ïðÿìîé L äóãà ïàðàáîëû P .

Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòíûõ ëè-
íåéíûõ èíòåãðàëîâ â çàäà÷àõ ìåõàíèêè òâ¼ðäîãî òåëà, àíàëîãè÷íûõ èíòåãðà-
ëó Ãåññà, â çàäà÷å î äâèæåíèè òÿæ¼ëîãî ãèðîñòàòà íà ñòåðæíå è â çàäà÷å î
äâèæåíèè òÿæ¼ëîãî ãèðîñòàòà ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.

1o. Ïóñòü Ox1x2x3 � æ¼ñòêî ñâÿçàííàÿ ñ êîðïóñîì ãèðîñòàòà ïîäâèæ-
íàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ è ñ îñÿìè, íàïðàâëåííûìè
âäîëü ãëàâíûõ öåíòðàëüíûõ îñåé èíåðöèè. Ïóñòü I = diag(I1, I2, I3) � öåí-
òðàëüíûé òåíçîð èíåðöèè òåëà, êîíåö ñòåðæíÿ ïðèêðåïë¼í ê êîðïóñó ãèðî-
ñòàòà ñ ïîìîùüþ ñôåðè÷åñêîãî øàðíèðà â òî÷êå P :

−→
OP = p = (p1, p2, p3)

T ,

k = (k1, k2, k3)
T � âåêòîð êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ðîòîðà.

Óòâ å ðæä å í è å 3 Ïóñòü I3 < I2 < I1. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëî-

âèé

−
√
I−1
2 − I−1

1 k3 ±
√
I−1
3 − I−1

2 k1 ∓ δ
√(

I−1
2 − I−1

1

) (
I−1
3 − I−1

2

)
I2 = 0, k2 = 0,

(30)√
I−1
2 − I−1

1 p3 ∓
√
I−1
3 − I−1

2 p1 = 0, p2 = 0.
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óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òÿæ¼ëîãî ãèðîñòàòà, ïîäâåøåííîãî íà ñòåðæíå, äî-

ïóñêàþò ÷àñòíûé èíòåãðàë

F = ω1I1

√
I−1
2 − I−1

1 ± ω3I3

√
I−1
3 − I−1

2 + δ = 0. (31)

2o. Ïóñòü òÿæ¼ëûé ãèðîñòàò, ñîâåðøàþùèé äâèæåíèå ïî ãëàäêîé ãîðè-
çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, èìååò ìàññîâûå ïàðàìåòðû è ãèðîñòàòè÷åñêèé ìîìåíò,
òàêèå æå, ÷òî è â 1o. Åñëè ïîâåðõíîñòü åãî êîðïóñà â òåõ æå ñâÿçàííûõ ñ êîð-
ïóñîì ïîäâèæíûõ îñÿõ çàäà¼òñÿ êàê φ(x1, x2, x3) = 0, òî ñïðàâåäëèâî

Óòâ å ðæä å í è å 4 Ïóñòü I3 < I2 < I1. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëî-

âèé

−
√
I−1
2 − I−1

1 k3 ±
√
I−1
3 − I−1

2 k1 ∓ δ
√(

I−1
2 − I−1

1

) (
I−1
3 − I−1

2

)
I2 = 0, k2 = 0,

(32)√
I−1
2 − I−1

1

(
x3
∂φ

∂x2
− x2

∂φ

∂x3

)
±

√
I−1
3 − I−1

2

(
x2
∂φ

∂x1
− x1

∂φ

∂x2

)
= 0.

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òÿæ¼ëîãî ãèðîñòàòà ïî ãëàäêîé ïëîñêîñòè äîïóñêà-

þò ÷àñòíûé èíòåãðàë

F = ω1I1

√
I−1
2 − I−1

1 ± ω3I3

√
I−1
3 − I−1

2 + δ = 0. (33)

Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû, êîãäà êîðïóñ ãèðîñòàòà � øàð ñî ñìåù¼ííûì ïî îòíî-
øåíèþ ê ãåîìåòðè÷åñêîìó öåíòðó öåíòðîì ìàññ è êîãäà ïîâåðõíîñòü êîðïóñà
� òð¼õîñíûé ýëëèïñîèä.

3o. Àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðà-
ëà íàéäåíû â çàäà÷å î äâèæåíèè ïî ãëàäêîé ïëîñêîñòè òÿæ¼ëîãî òâ¼ðäîãî
òåëà, îïèðàþùåãîñÿ íà íå¼ äâóìÿ îñòðèÿìè. Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî îñòðèÿ òàêîé
ñëó÷àé, êàê îêàçàëîñü, áûë èçâåñòåí Ëÿïóíîâó è Êîëîñîâó. Â ñëó÷àå îäíî-
ãî îñòðèÿ çàäà÷à îêàçàëàñü äèíàìè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å î êàòàíèè
òÿæ¼ëîãî øàðà ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, ÷òî ïîçâîëèëî íà îñ-
íîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðàíåå ðåçóëüòàòîâ ñäåëàòü âûâîäû î ñóùåñòâîâàíèè è
íåñóùåñòâîâàíèè äîïîëíèòåëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

4o. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î äâèæåíèè òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè â
íàáåãàþùåì îäíîðîäíîì ïîòîêå íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé ÷àñòèö â
ïðåäïîëîæåíèè îá àáñîëþòíî íåóïðóãîì ñîóäàðåíèè. Åñëè ïîâåðõíîñòü òåëà
âûïóêëà, à ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî ïîòîêà ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò ïðîèçâå-
äåíèå õàðàêòåðíûõ çíà÷åíèé óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà è ðàññòîÿíèÿ îò òåëà äî
íåïîäâèæíîé òî÷êè, òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òåëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

d

dt

∂T

∂ω
=
∂T

∂ω
×ω+Q, γ̇ = γ×ω, T =

1

2
(Iω,ω) , Q = fγ×c(γ)S(γ), (34)
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ãäå I = diag(I1, I2, I3) � òåíçîð èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé òî÷-
êè O, Ox1x2x3 � ñèñòåìà êîîðäèíàò, îñè êîòîðîé íàïðàâëåíû ïî åãî ãëàâíûì
îñÿì, ω = (ω1, ω2, ω3)

T � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè, γ = (γ1, γ2, γ3)
T � åäè-

íè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü íàáåãàþùåãî ïîòîêà, f � ïîñòîÿííàÿ,
âåëè÷èíà êîòîðîé ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè ãàçà è êâàäðàòó ñêîðîñòè íà-
áåãàþùåãî ïîòîêà, S(γ) � ïëîùàäü ïðîåêöèè T (γ) òåëà íà ïëîñêîñòè π(γ),

ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàáåãàþùåìó ïîòîêó, ò.å. ïðîåêöèè òåëà íà ïëîñêîñòü π
âäîëü íàïðàâëåíèÿ γ, c(γ) = (c1(γ), c2(γ), c3(γ))T � âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé
íåïîäâèæíóþ òî÷êó ñ ëþáîé òî÷êîé ïðÿìîé ℓ(γ), ïàðàëëåëüíîé γ è ñîäåð-
æàùåé öåíòðîèä ïðîåêöèè T (γ) � òî÷êó, ñîâïàäàþùóþ ñ öåíòðîì ìàññ îäíî-
ðîäíîé ïëàñòèíêè, çàíèìàþùåé îáëàñòü T (γ).

Äëÿ âûïèñàííûõ óðàâíåíèé óêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà, âûâîäÿò-
ñÿ óñëîâèÿ òîãî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà - Ïóàíêàðå - Ëàãðàí-
æà, ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû, êîãäà òàêèå óñëîâèÿ âûïîëíåíû. Óêàçûâàþòñÿ ñëó-
÷àè ñóùåñòâîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà, àíàëîãè÷íîãî èíòå-
ãðàëó Ãåññà.

Ïÿòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ äâèæåíèé òâ¼ðäûõ òåë, îá-
ëàäàþùèõ ñèììåòðèÿìè â ðàñïðåäåëåíèè ìàññ. Â ðàçä. 5.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ
çàäà÷à î äâèæåíèè â öåíòðàëüíîì ïîëå ñèë òâ¼ðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷-
êîé. Óêàçûâàþòñÿ óñëîâèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ, ãàðàíòèðóþùèå ñóùåñòâîâà-
íèå ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òàêîãî òåëà âîêðóã ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé íåïî-
äâèæíóþ òî÷êó è ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð. Ïðèâîäÿòñÿ óäîâëåòâîðÿþùèå óêà-
çàííîìó óñëîâèþ ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ â òåëàõ, îáëàäàþùèõ îñîáûìè
òåòðàýäðàëüíûìè è îêòàýäðàëüíûìè ôîðìàìè.

Â ðàçä. 5.2 ðàññìîòðåíà çàäà÷à î äâèæåíèè ñïóòíèêà-ãèðîñòàòà, ðàñ-
ïðåäåëåíèå ìàññ êîòîðîãî äîïóñêàåò ãðóïïó ñèììåòðèè òåòðàýäðà. Âûïèñàíû
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â èçáûòî÷íûõ êîîðäèíàòàõ, ïîêàçàíî, êàê äëÿ íèõ ìî-
æåò áûòü ïðîèçâåäåíî ïîíèæåíèå ïîðÿäêà ïî Ðàóñó, îïèñàí îáùèé ïîäõîä ê
îòûñêàíèþ ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé. Äëÿ ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ñ ðàâíûìè
ìàññàìè â âåðøèíàõ ïîìèìî îáû÷íîãî ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà ïî ìàëîìó
ïàðàìåòðó, ðàâíîìó îòíîøåíèþ õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà òåëà è ðàññòîÿíèÿ äî
ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà, âûïèñàíî èíîå ðàçëîæåíèå, íå èìåþùåå îñîáåííî-
ñòåé è â èäåéíîì ïëàíå âîñõîäÿùåå ê èññëåäîâàíèÿì Áîðíà è Èíôåëüäà.

Â ñëó÷àå, êîãäà òåòðàýäð-ãèðîñòàò ñîâåðøàåò äâèæåíèå ïî êðóãîâîé
êåïëåðîâñêîé îðáèòå, èññëåäîâàíû ñóùåñòâîâàíèå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíûõ ðàâíîâåñèé, äëÿ êîòîðûõ âåêòîð ãèðîñòàòè÷å-
ñêîãî ìîìåíòà ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè îðáèòû.

Â ðàçä. 5.3 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãèðîñòàòîâ ñ øàðîâûì òåíçîðîì èíåð-
öèè óêàçàíî ðåøåíèå ïîëóîáðàòíîé çàäà÷è îá îòíîñèòåëüíûõ ðàâíîâåñèÿõ íà
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êðóãîâîé îðáèòå, êîãäà ïî çàäàííîìó â òåëå ïîëîæåíèþ ëîêàëüíîé âåðòè-
êàëè îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèå â òåëå âåêòîðà íîðìàëè ê ïëîñêîñòè îðáèòû
è ðåàëèçóþùèé òàêîå ðàâíîâåñèå ãèðîñòàòè÷åñêèé ìîìåíò. Ñ òî÷íîñòüþ äî
àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé èçìåí¼ííûé ïîòåíöèàë èìååò âèä

Uc = −Ω0(k,β), UN = UN(γ;R,G,M,m), (35)

ãäå k = (k1, k2, k3)
T � âåêòîð ãèðîñòàòè÷åñêîãî ìîìåíòà, Ω0 � îðáèòàëüíàÿ

óãëîâàÿ ñêîðîñòü,α, β, γ � åäèíè÷íûå âåêòîðû îðáèòàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà:

Jββ = (β,β) − 1 = 0, Jβγ = (β,γ) = 0, Jγγ = (γ,γ) − 1 = 0. (36)

Îòíîñèòåëüíûì ðàâíîâåñèÿì îòâå÷àþò êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè Ðàóñà

W = U +
λ

2
Jββ + µJβγ +

ν

2
Jγγ, (37)

îïðåäåëÿåìûå èç óðàâíåíèé

∂W

∂β
= −Ω0k + λβ + µγ = 0,

∂W

∂γ
=
∂UN

∂γ
+ µβ + νγ = 0, (38)

ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûìè ïî γ. Òîãäà

λ = Ω0(k,β), µ = Ω0(k,γ) = −
(
∂UN

∂γ
,β

)
, ν = −

(
∂UN

∂γ
,γ

)
, (39)

Èç (38) è (39) ìîæíî íàéòè, ÷òî

β = σ

γ ×
(
∂UN

∂γ
× γ

)
∣∣∣∣∂UN

∂γ
× γ

∣∣∣∣ , σ = ±1, (40)

(k,α) = 0, (k,β) = λΩ−1
0 , (k,γ) = µΩ−1

0 . (41)

Ðàññìîòðåí ïðèìåð òåòðàýäðà - ãèðîñòàòà ñ ðàâíûìè ìàññàìè â âåð-
øèíàõ è ðàâíûìè ìàññèâíûìè ð¼áðàìè. Äëÿ ïðèáëèæåíèÿ íüþòîíîâñêîãî
ïîòåíöèàëà, çàäàâàåìîãî êóáè÷åñêèì ñèììåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì îò íà-
ïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ åäèíè÷íîãî âåêòîðà ëîêàëüíîé âåðòèêàëè, â �5.3.4
ïîëíîñòüþ ðåøåíà ïîëóîáðàòíàÿ çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè îòíîñèòåëüíûõ ðàâ-
íîâåñèé, â �5.3.5 èññëåäîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èõ óñòîé÷èâîñòè.

Øåñòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷-
íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèé ñèñòåì, ñòåñí¼ííûõ îäíîñòîðîííèìè
ñâÿçÿìè, ðåàëèçîâàííûìè áîëüøèìè ïîòåíöèàëüíûìè ñèëàìè. Òàêèå ðàâíî-
âåñèÿ è äîñòàòî÷íûå è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ èõ óñòîé÷èâîñòè íàéäåíû â âèäå
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ðÿäîâ ïî âîçíèêàþùåìó ìàëîìó ïàðàìåòðó. Ïîêàçàíî, ÷òî â ïðåäåëå ïîëó÷à-
þòñÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, ñòåñí¼ííîé ñâÿçüþ, à òàêæå íåîáõîäèìûå è äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ðàâíîâåñèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ìàÿòíèêå, ïîäâåøåííîì ñ
ïîìîùüþ íåðàñòÿæèìîé íåâåñîìîé íèòè íà ñïóòíèêå, ñîâåðøàþùåì äâèæå-
íèå ïî êðóãîâîé êåïëåðîâñêîé îðáèòå. Ïîìèìî èññëåäîâàíèÿ äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíûõ ðàâíîâåñèé, íà íèõ îïðåäåëåíû ðåàêöèè
ñâÿçè. Ýòî ïîçâîëèëî îöåíèòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ íèòè äëÿ ðåàëèçàöèè
ðàâíîâåñèé.

Íà ïðèìåðå îáñóæäåíà âûðîæäåííàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ïðèìåí¼ííûé
ïðåäåëüíûé ïåðåõîä íå äà¼ò âîçìîæíîñòè ñäåëàòü âûâîä î äîñòàòî÷íûõ óñëî-
âèÿõ óñòîé÷èâîñòè.

Â ðàìêàõ ìåõàíèêè ñèñòåì ñ ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè, ðåàëèçîâàííûìè
áîëüøèìè ïîòåíöèàëüíûìè ñèëàìè, ïðåäëîæåí ïîäõîä ê èçó÷åíèþ êèíåìàòè-
÷åñêîé ïîäâèæíîñòè ñèñòåìû, îïèðàþùèéñÿ íà ïîíÿòèå îáëàñòè âîçìîæíîãî
äâèæåíèÿ.

Â ñåäüìîé ãëàâå èññëåäîâàíû óñëîâèÿ íåñóùåñòâîâàíèÿ äîïîëíè-
òåëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â ñèñòåìàõ ñ ïåðåìåííûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ,
òàêèõ êàê òÿæ¼ëûé äâóõçâåííûé ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê, ãèðîñêîï â êàðäàíî-
âîì ïîäâåñå, à òàêæå äâóõñòåïåííîé ãèðîñêîï.

Âîñüìàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðåãóëÿðíîé è õàîòè÷åñêîé
äèíàìèêè òâ¼ðäûõ òåë, îäèí èç ðàçìåðîâ êîòîðûõ, ¾äëèíà¿, ñóùåñòâåííî
áîëüøå äâóõ îñòàâøèõñÿ ðàçìåðîâ, ¾øèðèíû¿ è ¾òîëùèíû¿. Äèíàìèêà òà-
êèõ òåë èññëåäîâàíà â ðàìêàõ äâóõ ïîñòàíîâîê çàäà÷è. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè òàêîãî òÿæ¼ëîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé
òî÷êè. Âî âòîðîì ñëó÷àå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè òîíêîãî òåëà â èäå-
àëüíîé íåñæèìàåìîé, ïîêîÿùåéñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè æèäêîñòè.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïîäõîä ê èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïðåäëî-
æåííûé ðàíåå Â.Â.Êîçëîâûì è Ä.Â.Òðåù¼âûì, ïîääà¼òñÿ ðàñïðîñòðàíåíèþ
è íà ðàññìàòðèâàåìûå ïîñòàíîâêè çàäà÷. Äîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
÷àñòè÷íî ðàçäåëÿþòñÿ. Â ñëó÷àå òâ¼ðäîãî òåëà îêàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé
äèíàìèêà ïî óãëàì ïðåöåññèè è íóòàöèè. Ïðè ýòîì îñü òåëà, îòâå÷àþùàÿ åãî
¾äëèíå¿, äâèæåòñÿ êàê ñôåðè÷åñêèé ìàÿòíèê. Â òî æå âðåìÿ, äâèæåíèå òåëà
âîêðóã ýòîé îñè, ïî óãëó ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ, îêàçûâàåòñÿ õàîòè÷åñêèì,
à óðàâíåíèå âðàùåíèé âîêðóã ýòîé îñè íåèíòåãðèðóåìî.

Àíàëîãè÷íûå âûâîäû îêàçûâàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ çàäà÷è î äâè-
æåíèè òåëà â æèäêîñòè.

Ïðèëîæåíèå À ïîñâÿùåíî ïîñòðîåíèþ îñíîâ êëàññè÷åñêîé ìåõàíè-
êè ñèñòåì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê è òâ¼ðäûõ òåë, ïîãðóæåííûõ â òð¼õìåðíóþ
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ñôåðó. Èññëåäîâàíî ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ñèë, óêàçàíû àíàëîãè ïðàâèëà ðû-
÷àãà Àðõèìåäà, èññëåäîâàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ðàâíî-
âåñèé òåë â ñôåðè÷åñêîì àíàëîãå öåíòðàëüíîãî íüþòîíîâñêîãî ïîëÿ ñèë. Èñ-
ñëåäîâàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé ãàíòåëåîáðàçíîãî
ñôåðè÷åñêîãî òåëà â ñôåðè÷åñêîì àíàëîãå öåíòðàëüíîãî íüþòîíîâñêîãî ïîëÿ
ñèë. Â ïðåäïîëîæåíèè î ìàëîñòè òåëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì ñôåðû âûâå-
äåí ñôåðè÷åñêèé àíàëîãî óðàâíåíèÿ Áåëåöêîãî, èññëåäîâàíû åãî ïðîñòåéøèå
ñâîéñòâà.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû:

1) Ïðåäëîæåí ìåòîä ðåàëèçàöèè ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé è ýëëèïòè÷-
íîñòè îðáèòû öåíòðà ìàññ â çàäà÷å î äâèæåíèè ãàíòåëåîáðàçíîãî òåëà
ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿåìîé äëèíû â öåíòðàëüíîì íüþòîíîâñêîì ïîëå òÿ-
ãîòåíèÿ (â òî÷íîé ïîñòàíîâêå).

2) Èçâåñòíûé ïîäõîä Â.À.Ñàðû÷åâà è Â.Øèëåíà, ïîçâîëÿþùèé ðåàëèçî-
âàòü â ðàìêàõ ñïóòíèêîâîãî ïðèáëèæåíèÿ ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè
òåë ñ ïåðåìåííûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ, ðàñïðîñòðàí¼í íà ñëó÷àé ðàâ-
íîìåðíûõ (ïî èñòèííîé àíîìàëèè) âðàùåíèé òåë. Íà îñíîâàíèè òåîðåì
Æóêîâñêîãî è Ëÿïóíîâà â ñëó÷àå ïëîñêèõ âîçìóùåíèé ÷èñëåííî âûÿâëå-
íû è îöåíåíû àíàëèòè÷åñêè îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñíûõ êîíôè-
ãóðàöèé â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. Àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàíà íåèí-
òåãðèðóåìîñòü óðàâíåíèé ïëîñêèõ êîëåáàíèé âèáðèðóþùèõ òåë íà ýë-
ëèïòè÷åñêîé îðáèòå, äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ÷èñëåííî âûÿâëåíû
îáëàñòè ðåãóëÿðíîé è õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè.

3) Äëÿ îáîáù¼ííîé îãðàíè÷åííîé ïëîñêîé ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷è òð¼õ òåë, â
êîòîðîé ìàëîå òåëî ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðèñîåäèí¼ííûì ê îäíîìó èç îñíîâ-
íûõ òåë ñ ïîìîùüþ íåðàñòÿæèìîãî íåâåñîìîãî òðîñà ïåðåìåííîé äëèíû,
óêàçàí çàêîí èçìåíåíèÿ åãî äëèíû, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóþò ¾âåðòèêàëü-
íûå¿ è ¾íàêëîííûå¿ îòíîñèòåëüíûå ðàâíîâåñèÿ âî âðàùàþùåéñÿ âìåñòå
ñ îñíîâíûìè òåëàìè ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Â ðàìêàõ ïëîñêîé çàäà÷è èññëå-
äîâàíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ðàâíîâåñèé. Íà îñíî-
âàíèè ìåòîäà ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
ñäåëàíû âûâîäû îá îñîáåííîñòÿõ ðåãóëÿðíîé è õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè
òðåòüåãî òåëà.

4) Â ðàìêàõ òåîðèè Ðàóñà è åå îáîáùåíèé ðàçâèò ìåòîä àíàëèçà ñòðóêòóðû
ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé, âîçíèêàþùèõ ïðè èññëåäîâàíèè íåîáõîäèìûõ
è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû òâ¼ðäûõ òåë.
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5) Íà ñëó÷àé äâèæåíèÿ òåëà ñ ðîòîðàìè ïî êðóãîâîé êåïëåðîâñêîé îðáè-
òå ðàñïðîñòðàí¼í ìåòîä ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèé, ñîõðàíÿþùèé ëàãðàí-
æåâó ñòðóêòóðó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è îñíîâíûå ñèììåòðèè. Îöåíåíû
âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà äëÿ ðåàëèçàöèè è ñòàáèëèçàöèè îò-
íîñèòåëüíûõ ðàâíîâåñèé.

6) Óêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ, ïðè êîòîðûõ èìåþò ìåñòî íîâûå ñëó÷àè
ñóùåñòâîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ëèíåéíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà, àíàëî-
ãè÷íîãî èíòåãðàëó Ãåññà, â çàäà÷àõ:

- î äâèæåíèè òÿæ¼ëîãî ãèðîñòàòà íà ñòðóíå,

- î äâèæåíèè òÿæ¼ëîãî ãèðîñòàòà ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêî-
ñòè,

- î äâèæåíèè òåëà â ïîòîêå ÷àñòèö,

- î äâèæåíèè òÿæ¼ëîãî òåëà, îïèðàþùåãîñÿ îñòðèÿìè íà ãëàäêóþ
ïëîñêîñòü.

Â ñëó÷àå îäíîãî îñòðèÿ óñòàíîâëåíà äèíàìè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èçó-
÷àâøåéñÿ çàäà÷è è çàäà÷è î êàòàíèè òÿæ¼ëîãî òâ¼ðäîãî íåñèììåòðè÷íîãî
øàðà ïî ãëàäêîé ïëîñêîñòè, ïîçâîëèâøàÿ ñäåëàòü âûâîäû îá îñîáåííî-
ñòÿõ ðåãóëÿðíîé è õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè èçó÷àâøåéñÿ ñèñòåìû.

7) Ðàçâèò ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïîëóîáðàòíîé çàäà÷è îá îòíîñèòåëüíûõ ðàâ-
íîâåñèÿõ ãèðîñòàòà ñ øàðîâûì òåíçîðîì èíåðöèè íà êðóãîâîé îðáèòå.
Ðåçóëüòàò ïðèìåí¼í ê çàäà÷å îá îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè ãèðîñòàòà ñ
ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ, äîïóñêàþùèì ãðóïïó ñèììåòðèè òåòðàýäðà.

8) Äàíî îáîñíîâàíèå ïîäõîäà ê èññëåäîâàíèþ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, ñòåñí¼ííûõ îäíîñòîðîííèìè
ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè, ðåàëèçóåìûìè áîëüøèìè ïîòåíöèàëüíûìè ñèëà-
ìè.

9) Äîêàçàíà íåèíòåãðèðóåìîñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â çàäà÷àõ î äâèæåíèè
äâóõçâåííîãî ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà è î äâèæåíèè ãèðîñêîïà â êàðäàíî-
âîì ïîäâåñå.

10) Ðàçâèòî ïðåäëîæåííîå Â.Â.Êîçëîâûì è Ä.Â.Òðåù¼âûì ïðåäñòàâëåíèå î
ò.í. ¾îãðàíè÷åííîé ïîñòàíîâêå¿ â çàäà÷àõ äèíàìèêè òâ¼ðäîãî òåëà, äëÿ
êîòîðûõ ¾äëèíà¿ ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò ¾øèðèíó¿ è ¾òîëùèíó¿. Äëÿ
òàêèõ òåë â çàäà÷àõ î äâèæåíèè òÿæ¼ëîãî òâ¼ðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé
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òî÷êîé è î äâèæåíèè òâ¼ðäîãî òåëà â èäåàëüíîé æèäêîñòè óñòàíîâëå-
íî ñî÷åòàíèå ëåãêî íàáëþäàåìîãî ðåãóëÿðíîãî äâèæåíèÿ ¾îñè òåëà¿ è
òðóäíî íàáëþäàåìîãî, õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ òåëà âîêðóã ýòîé ¾îñè¿.

11) Èçó÷åíû îñîáåííîñòè ïîñòàíîâêè çàäà÷ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè òî÷êè è
òâ¼ðäîãî òåëà, âëîæåííûõ â òð¼õìåðíîå ñôåðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Èñ-
ñëåäîâàíû âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿòèé öåíòðà ìàññ è öåíòðà
òÿæåñòè, èçó÷åíû óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ òåë â ñôåðè÷åñêîì àíàëîãå öåí-
òðàëüíîãî ïîëÿ íüþòîíîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ, èñõîäÿ èç ¾îãðàíè÷åííîé
ïîñòàíîâêè¿ â çàäà÷àõ ìåõàíèêè òâ¼ðäîãî òåëà âûïèñàí àíàëîã óðàâ-
íåíèÿ Áåëåöêîãî äëÿ ¾ïëîñêèõ¿ êîëåáàíèé ñôåðè÷åñêîãî ñïóòíèêà íà
ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå. Íàéäåíû íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ â çàäà÷å î äâè-
æåíèè ãàíòåëåîáðàçíîãî òåëà â ñôåðè÷åñêîì àíàëîãå öåíòðàëüíîãî ïîëÿ
íüþòîíîâñêîãî òÿãîòåíèÿ.
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