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�àáîòà âûïîëíåíà íà êà�åäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòå-òà èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà.Íàó÷íûå ðóêîâîäèòåëè: äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,ïðî�åññîðËóêàøåíêî Òàðàñ Ïàâëîâè÷,êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,äîöåíò�àëàòåíêî Âëàäèìèð Âëàäèìèðîâè÷Î�èöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóêËèâøèö Åâãåíèé Äàâèäîâè÷ÎÎÎ Ýâåðíîóòâåäóùèé ïðîãðàììèñòêàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóêÏàíêðàòüåâ Àíòîí Åâãåíüåâè÷Ì�Ó èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâàäîöåíò êà�åäðû ÌàÒÈÑÂåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûéòåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåòÑÒÀÍÊÈÍÇàùèòà ñîñòîèòñÿ 24 ìàÿ 2013 ã. â 16 ÷àñ. 45 ìèí. íà çàñåäàíèèäèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 501.001.85 â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîìóíèâåðñèòåòå èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ïî àäðåñó: �îññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ,119991, �ÑÏ�1, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, �ëàâíîå çäàíèå, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé �àêóëüòåò, àóäèòîðèÿ 16-24.Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â Ôóíäàìåíòàëüíîé áèáëèîòåêåÌ�Ó èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà.Àâòîðå�åðàò ðàçîñëàí 24 àïðåëÿ 2013 ã.Ó÷�åíûé ñåêðåòàðüäèññåðòàöèîííîãî ñîâåòàÄ.501.001.85 â Ì�Óäîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõíàóê, ïðî�åññîð Â.Í. Ñîðîêèí



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèÿ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ (ðÿäîâ Ôóðüå)� îäíî èç òðàäèöèîííûõ íàïðàâëåíèé ìàòåìàòèêè, èçíà÷àëüíî ïîÿâèâ-øååñÿ ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, òàêèõ êàê òåïëî-ïðîâîäíîñòü, êîëåáàíèÿ ñòðóíû, ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêà. Îäíèì èç îñíî-âîïîëîæíèêîâ ýòîé òåîðèè ñòàë Äàëàìáåð, ïðîèíòåãðèðîâàâøèé â 1747ãîäó óðàâíåíèå çâó÷àùåé ñòðóíû, ÷òî ïîñëóæèëî íà÷àëîì äëÿ öåëîãîðÿäà ðàáîò, ðàñêðûâøèõ ïîíÿòèå ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè. Ïåðâîíà÷àëü-íûé âîïðîñ, ñòîÿâøèé ïåðåä Äàëàìáåðîì, çàêëþ÷àëñÿ â ñëåäóþùåì: åñëèïðîèçâîëüíî îòêëîíèòü ñòðóíó îò åå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñóùåñòâóåòëè �îðìóëà, òî÷íî èçîáðàæàþùàÿ íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ýòîé ñòðóíû?Â ïåðâîé ïîëîâèíå XIX âåêà ïðè èçó÷åíèè òåïëîïðîâîäíîñòè Ôó-ðüå ïðåäëîæèë ìåòîä âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãîðÿäà, èçîáðàæàþùåãî ¾ïðîèçâîëüíóþ¿ �óíêöèþ. Ýòîò ìåòîä äîâîëüíîáûñòðî íàø¼ë ïðèëîæåíèÿ â äðóãèõ îáëàñòÿõ, íàïðèìåð, â àñòðîíîìèèè àêóñòèêå.Â äàëüíåéøåì îðòîãîíàëüíûå ðÿäû ñòàëè ðàññìàòðèâàòüñÿ íå òîëü-êî ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå, íî è ïî äðóãèì �óíêöèîíàëüíûìñèñòåìàì; ðÿäàìè Ôóðüå ñòàëè íàçûâàòü ðàçëîæåíèÿ ïî ïðîèçâîëüíîìóîðòîãîíàëüíîìó áàçèñó â ïðîèçâîëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.�ÿäû Ôóðüå îáëàäàþò ìíîãèìè ïîëîæèòåëüíûìè ñ ïðàêòè÷åñêîéòî÷êè çðåíèÿ ñâîéñòâàìè: ïðîñòîòà âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ; áûñò-ðîå âû÷èñëåíèå ïîãðåøíîñòè áëàãîäàðÿ ðàâåíñòâó Áåññåëÿ; îòñóòñòâèåíåîáõîäèìîñòè ïåðåñ÷åòà êîý��èöèåíòîâ, åñëè ïîíàäîáèëîñü óâåëè÷èòüòî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïî ìåðå ðàçâèòèÿ èí�îðìàöè-îííûõ òåõíîëîãèé ðàñøèðèëàñü ñ�åðà ïðèìåíåíèÿ ðÿäîâ Ôóðüå � îíèñòàëè ïðèìåíÿòüñÿ ïðè îáðàáîòêå, ïåðåäà÷å è õðàíåíèè ðàçëè÷íûõ ñèã-íàëîâ, òàêèõ, êàê èçîáðàæåíèÿ, àóäèî�ðàãìåíòû, âèäåî.Îäíàêî ó ðÿäîâ Ôóðüå åñòü è íåäîñòàòêè. Åñëè ñèñòåìà, ïî êîòîðîé âäàííîé çàäà÷å óäîáíî ïðîèçâîäèòü ðàçëîæåíèå, íåîðòîãîíàëüíà, òî ðàç-ëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïî íåé íåëüçÿ, ïîýòîìó ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâà-åòñÿ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ðàçëîæåíèé â ðÿäû Ôóðüå. Êðîìå òîãî, åñëèïðè ïåðåäà÷å èëè âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ ïîÿâèëàñü ïîãðåøíîñòü,åå íåëüçÿ óñòðàíèòü, âû÷èñëÿÿ îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû: ðÿä ñ íåâåð-íûìè êîý��èöèåíòàìè íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó.Ââèäó èçëîæåííûõ íåäîñòàòêîâ âîçíèêëà çàäà÷à îïðåäåëèòü ïðîöåññðàçëîæåíèÿ, íàñëåäóþùèé ïðåèìóùåñòâà êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ1



ðàçëîæåíèé, íî ëèø¼ííûé ïåðå÷èñëåííûõ íåäîñòàòêîâ. Â ðàáîòå ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è � îðòî-ðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ (Î��). Èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé àáñòðàêòíîãî ãèëü-áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ñ çàäàííîé â íåì ñèñòåìîé ýëåìåíòîâ è èìåþùèéïðèêëàäíîå çíà÷åíèå ñëó÷àé ðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå ïîäïðîñòðàíñòâ �ðàññìîòðåí ñëó÷àé ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè è íåêîòîðûå÷àñòíûå ñëó÷àè ñèñòåì �óíêöèé â L2.Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè Î�� ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íîâîé îáëàñòüþ,èçó÷àâøåéñÿ â ðàáîòàõ Ò. Ï. Ëóêàøåíêî1), Â. Â. �àëàòåíêî2), À. Þ. Êóä-ðÿâöåâà3). Ïîíÿòèå îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé áûëî ââåäåíî Ò. Ï. Ëó-êàøåíêî â 2000-2001 ãîäàõ. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå Î��.Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è E = {ek}
∞
k=1

� ñèñòåìà íîð-ìèðîâàííûõ âåêòîðîâ èç H.Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, ëåæàùèé â H.Îáîçíà÷èì ÷åðåç f̂1 ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (f, e1), ÷åðåç r1 � ðàçíîñòü
f − f̂1e1. Ïóñòü óæå íàéäåíû f̂1, . . . , f̂k è r1, r2, . . . , rk. Ïîëîæèì

f̂k+1 = (rk, ek+1)è
rk+1 = rk − f̂k+1ek+1.�ÿä ∑∞

k=1
f̂kek íàçûâàåòñÿ îðòîðåêóðñèâíûì ðÿäîì Ôóðüå ýëåìåíòà

f ïî ñèñòåìå E , à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f̂k}
∞
k=1

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþîðòîðåêóðñèâíûõ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå ýëåìåíòà f ïî ñèñòåìå E .Äëÿ îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé ñîõðàíÿþòñÿ òàêèå ñâîéñòâà îáû÷-íûõ ðÿäîâ Ôóðüå, êàê ðàâåíñòâî Áåññåëÿ
‖rn(f)‖2 = ‖f‖2 −

n∑

k=1

|f̂k|
2è íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ

∞∑

k=1

|f̂k|
2 ≤ ‖f‖2.1)Ëóêàøåíêî Ò.Ï., Î ñâîéñòâàõ îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé ïî íåîðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì.// Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ìàòåì.ìåõàí. 2001. �1. 6�10.2)�àëàòåíêî Â.Â. Îá îðòîðåêóðñèâíîì ðàçëîæåíèè ïî íåêîòîðîé ñèñòåìå �óíêöèé ñ îøèáêàìèïðè âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ // Ìàòåì. ñá., 195:7 (2004), 21�36.3)Êóäðÿâöåâ À.Þ.,Î ñõîäèìîñòè îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé ïî íåîðòîãîíàëüíûì âñïëåñêàì.// Ìàòåì. çàìåòêè, 92:5 (2012), 707�720. 2



Êðîìå òîãî, ñõîäèìîñòü ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó ýêâèâàëåíòíà ðàâåí-ñòâó Ïàðñåâàëÿ
∞∑

k=1

|f̂k|
2 = ‖f‖2.Ýòè óòâåðæäåíèÿ áûëè äîêàçàíû Ò. Ï. Ëóêàøåíêî4).Îòìåòèì, ÷òî åñëè ñèñòåìà, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå,ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì, òî ïîëó÷åííûé îðòîðåêóðñèâíûéðÿä ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå.Â ñëó÷àå íåîðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì ïîëíîòà ñèñòåìû, ïî êîòîðîé ïðî-èçâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå, íå ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòè îðòîðåêóðñèâíîãî ðÿ-äà ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò çàäà÷à èññëåäî-âàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòà ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî.Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ÷àñòî âîçíèêàþò âû÷èñëèòåëüíûå ïîãðåøíî-ñòè, â ÷àñòíîñòè, ïîãðåøíîñòè â âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ. Ïîýòîìóâîçíèêàåò çàäà÷à �îðìàëèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ îøèáîê è èññëåäîâà-íèÿ óñòîé÷èâîñòè Î�� ê ïîÿâëÿþùèìñÿ îøèáêàì.Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ áîëåå åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ðàçëîæåíèÿ ïîñèñòåìå ïîäïðîñòðàíñòâ. Íàïðèìåð, ïðè ðàçëîæåíèè ïî ñèñòåìàì ñæà-òèé è ñäâèãîâ åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê îòäåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâîëèíåéíûå îáîëî÷êè �óíêöèé îäíîé ïà÷êè.Èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ Î�� ïî ñèñòåìå ïîäïðîñòðàíñòâ áûëà ïðåäëî-æåíà À. Þ. Êóäðÿâöåâûì è ñóùåñòâåííî ðàçâèòà Ò.Ï. Ëóêàøåíêî èÂ.À. Ñàäîâíè÷èì5) 6).Îïðåäåëèì Î�� ïî ñèñòåìå ïîäïðîñòðàíñòâ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå H çàäàíà ñèñòåìà ïðîèçâîëüíûõ çàìêíóòûõ ïîä-ïðîñòðàíñòâ {Hn}

∞
n=1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íàïîäïðîñòðàíñòâî Hn. Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ââåäåì åùåîäíî îáîçíà÷åíèå:

P
⊥
n = Id −Pn,ãäå Id � åäèíè÷íûé îïåðàòîð. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà f ∈ H ïî-4)Ëóêàøåíêî Ò.Ï., Î ñâîéñòâàõ îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé ïî íåîðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì.// Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ìàòåì.ìåõàí. 2001. �1. 6�10.5)Ëóêàøåíêî Ò.Ï., Ñàäîâíè÷èé Â.À.Î ðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèÿõ ïî öåïî÷êå ñèñòåì. // Äîêëàäû�îññèéñêîé Àêàäåìèè íàóê 425:6(2009), 741�746.6)Ëóêàøåíêî Ò.Ï., Ñàäîâíè÷èé Â.À. Îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì. //Äîêëàäû �îññèéñêîé Àêàäåìèè íàóê 445:2(2012), 135�138.3



ëîæèì
f̃1 = P1f ;äàëåå, åñëè óæå îïðåäåëåíû f̃1, f̃2, . . . , f̃n−1, ïîëîæèì

f̃n = Pnrn−1(f),ãäå
rn−1(f) = f −

n−1∑

k=1

f̃k.Îïðåäåëåíèå 2. �ÿä ∞∑
n=1

f̃n íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì îðòîðåêóðñèâ-íûì ðÿäîì Ôóðüå ýëåìåíòà f ïî ñèñòåìå ïîäïðîñòðàíñòâ {Hn}
∞
n=1.Äëÿ ðàçëîæåíèé ïî ñèñòåìàì ïîäïðîñòðàíñòâ îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâû-ìè àíàëîãè ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ, ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâàÏàðñåâàëÿ ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèÿ ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó. �àâåíñòâîÁåññåëÿ ïðèíèìàåò âèä

‖rn(f)‖2 = ‖f‖2 −
n∑

k=1

‖f̃k‖
2,íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ � âèä

∞∑

k=1

‖f̃k‖
2 ≤ ‖f‖2,à ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, òàêæå âåðíîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçëî-æåíèå ñõîäèòñÿ ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó, � âèä

∞∑

k=1

‖f̃k‖
2 = ‖f‖2.Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì äîêà-çàòåëüñòâàì äëÿ Î�� ïî ñèñòåìå âåêòîðîâ.Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå Hn = 〈en〉 ðàçëîæåíèå ñîâïàäàåò ñ ââåäåííûìâûøå Î�� ïî ñèñòåìå ýëåìåíòîâ {en}

∞
n=1.À. Þ. Êóäðÿâöåâûì áûëè ðàññìîòðåíû îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿïî ñèñòåìàì ñæàòèé è ñäâèãîâ �èêñèðîâàííîé �óíêöèè.4



Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü ϕ(x) ∈ L2[0, 1), ‖ϕ(x)‖2 = 1 è ϕ(x) = 0 âíå
[0, 1).Ñèñòåìà

ϕk,l(x) = 2k/2ϕ(2kx − l), k = 0, 1, 2, . . . , l = 0, 1, . . . , 2k − 1,íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé äâîè÷íûõ ñæàòèé è ñäâèãîâ �óíêöèè ϕ(x).Áóäåì îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç S(ϕ). Çàíóìåðóåì ýëåìåíòû S(ϕ) íàòó-ðàëüíûìè ÷èñëàìè, âçÿâ â êà÷åñòâå n-ãî ýëåìåíòà �óíêöèþ ϕk,l(x), ãäå
k è l òàêîâû, ÷òî n = 2k + l (ïðè óêàçàííûõ â îïðåäåëåíèè îãðàíè÷åíè-ÿõ íà k è l òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî äëÿ êàæäîãîíàòóðàëüíîãî n).Ïî çàíóìåðîâàííîé òàêèì îáðàçîì ñèñòåìå ìîæíî ðàññìàòðèâàòüÎ��, áåðÿ â êà÷åñòâå en �óíêöèþ ñ íîìåðîì n. Îäíàêî äëÿ ðàçëîæå-íèé ïî ñèñòåìàì ñæàòèé è ñäâèãîâ áóäåò óäîáíî ââåñòè ïîäïðîñòðàíñòâà(ëèíåéíûå îáîëî÷êè �óíêöèé ϕk,l ïðè �èêñèðîâàííîì k)

Hk = 〈ϕk,0(x), ϕk,1(x), . . . , ϕk,2k−1(x)〉è ðàññìàòðèâàòü ïðîåêöèè íà íèõ. Ââèäó òîãî ÷òî ïðè �èêñèðîâàííûõ
k �óíêöèè ϕk,l îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó, ðàçëîæåíèå ïî ýòîé ñèñòåìåïîäïðîñòðàíñòâ áóäåò ýêâèâàëåíòíî îáû÷íîìó Î�� ïî ñèñòåìå S(ϕ).Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì ïðèìåðîì ñèñòåìû ñæàòèé è ñäâèãîâ ÿâëÿåòñÿñèñòåìà Õààðà7). Ïîçæå â ðàáîòàõ ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòèêîâ (Äîáåøè8),Ìåéåð9) è äð.), ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëîæåíèÿ �óíêöèé è ïî äðóãèì ñè-ñòåìàì ñæàòèé è ñäâèãîâ.Íåäîñòàòîê ñèñòåìû Õààðà, êàê è äðóãèõ îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçè-ñîâ, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, ðàçëîæåíèå ïîíèì íåóñòîé÷èâî ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ñèñòåìû è îøèáêàì ïðè âû÷èñëå-íèè êîý��èöèåíòîâ, âûçâàííûì, íàïðèìåð, âû÷èñëèòåëüíûìè ïîãðåø-íîñòÿìè. Ýòîò íåäîñòàòîê ìîæåò áûòü óñòðàíåí ïåðåõîäîì ê íåîðòîãî-íàëüíûì ñèñòåìàì ñæàòèé è ñäâèãîâ. Åñëè îøèáêè íå î÷åíü áîëüøèå èÎ�� ïî òàêîé ñèñòåìå ñõîäèòñÿ ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó, òî Î�� ñ òàêè-ìè îøèáêàìè ïî-ïðåæíåìó áóäåò ñõîäèòüñÿ â òî÷íîñòè ê ðàçëàãàåìîìóýëåìåíòó.7)Haar A., Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme. //Math. Ann. 1910. 69. 331�371.8)Daubehies I., Orthonormal bases of ompatly supported wavelets // Communs. Pure and Appl.Math. 41:7(1988). 909�996.9)Meyer Y., Wavelets and operators.Cambridge: Cambridge Univ. Press, 1992.5



Èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èçó÷åíèå óñëîâèé ñõîäèìîñòè îáû÷íûõè îáîáùåííûõ îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé äëÿ ïîñëåäóþùåãî èñïîëü-çîâàíèÿ Î�� â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ.Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå îáùèõ ñâîéñòâ îð-òîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé, âêëþ÷àÿ èññëåäîâàíèå óñëîâèé, äîñòàòî÷-íûõ äëÿ ñõîäèìîñòè ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó, à òàêæå îðòîðåêóðñèâíûõðàçëîæåíèé ïî ñèñòåìàì ñæàòèé è ñäâèãîâ.Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.� Ïîëó÷åí êðèòåðèé, ñâÿçûâàþùèé ñõîäèìîñòü îðòîðåêóðñèâíûõ ðàç-ëîæåíèé è ìàòðèöó �ðàìà ñèñòåìû, ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàçëîæå-íèå, à òàêæå ñ�îðìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ ìàòðèöû �ðàìà íåîáõîäè-ìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè Î�� ê ëþáîìó êîíå÷íîìó ÷èñëó îøèáîê.� Íàéäåíû �îðìóëû, ïîçâîëÿþùèå âûðàçèòü îðòîðåêóðñèâíûå êîý�-�èöèåíòû ÷åðåç ìàòðèöó �ðàìà ñèñòåìû, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿðàçëîæåíèå.� Óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè îáîáùåííûõ îðòîðå-êóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé.� Èçó÷åíà ñõîäèìîñòü Î�� ïî îáîáùåííûì ñèñòåìàì ñæàòèé è ñäâèãîâ.Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèé âêëþ÷àþò êàê êëàññè÷åñêèå ìå-òîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è òåîðèè �óíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðå-ìåííîãî, òàê è àêòèâíî ðàçâèâàþùèåñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû ìåòîäû, ñâÿ-çàííûå ñ òåîðèåé îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé.Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû. �àáîòà íîñèòïðåèìóùåñòâåííî òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Â òî æå âðåìÿ ïîëó÷åííûåðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ðàç-ëîæåíèÿ. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû óæå îêàçàëèñü âîñòðåáîâà-íû ïðè îáðàáîòêå è àíàëèçå ñèãíàëîâ â òàêòèëüíîé ìåõàíîðåöåïòîðíîéäèàãíîñòèêå10) è â ãåíîìíûõ èññëåäîâàíèÿõ.Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. �åçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íàìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì �àêóëüòåòå Ì�Ó èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà:10)Ñàäîâíè÷èé Â.À., Áóäàíîâ Ì.Â., �àëàòåíêî À.Â., �àëàòåíêî Â.Â., Ëåáåäåâ À.Å., Ëåìàê Ñ.Ñ.,Ëóêàøåíêî Ò.Ï., Ïåòðîâ À.À., Ïîäîëüñêèé Â.Å., Ñåìåéêî À.À., Ñîêîëîâ Ì.Ý., ßêîâëåâ È.Ñ., Ìà-òåìàòè÷åñêèå çàäà÷è è ìåòîäû â òàêòèëüíîé äèàãíîñòèêå. M.: ÌÀÊÑ Ïðåññ Ìîñêâà, 2008.6



� íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî�.Ò.Ï. Ëóêàøåíêî, ïðî�. Ì.Ê. Ïîòàïîâà, ïðî�. Â.À. Ñêâîðöîâà èïðî�. Ì.È. Äüÿ÷åíêî(íåîäíîêðàòíî, 2010�2012),� íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè îðòîïîäîáíûõ ñèñòåì ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî�.Ò.Ï. Ëóêàøåíêî, äîö. Â.Â. �àëàòåíêî è äîö. Ò.Â. �îäèîíîâà (íåîä-íîêðàòíî, 2007�2012),� íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä.�ÀÍ, ïðî�. Á.Ñ. Êàøèíà è ÷ë.-êîðð. �ÀÍ, ïðî�. Ñ.Â. Êîíÿãè-íà(2010).�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè òàêæå äîêëàäûâàëèñü íà ðîññèéñêèõ è ìåæ-äóíàðîäíûõ êîí�åðåíöèÿõ: ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì �àêóëüòåòå Ì�Óèìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà:� íà Âîðîíåæñêèõ çèìíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ �Ñîâðåìåííûå ìå-òîäû òåîðèè �óíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû� (2009, 2011),� íà Ñàðàòîâñêèõ çèìíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ �Ñîâðåìåííûå ïðî-áëåìû òåîðèè �óíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ� (2008, 2010, 2012),� íà ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ ðåêòîðàÌ�Ó àêàä. Â.À. Ñàäîâíè÷åãî (2009).Ïóáëèêàöèè. Ñïèñîê îñíîâíûõ ðàáîò àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèèïðèâåäåí â êîíöå àâòîðå�åðàòà (8 ïóáëèêàöèé). Îñíîâíûå ðåçóëüòàòûäèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1-2℄, âûøåäøèõ â æóðíàëàõ, âõî-äÿùèõ â ñïèñîê ÂÀÊ.Ïîääåðæêà. �àáîòà ïîäãîòîâëåíà â ðàìêàõ èññëåäîâàíèé, ïðîâî-äèìûõ ñîâìåñòíî ñ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèì öåíòðîì ¾ÁèîÊëèíèêóì¿ (�Ê14.514.11.4025 îò 10 àâãóñòà 2012 ã.).Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 31 íàèìåíî-âàíèå. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 69 ñòðàíèö.Ñîäåðæàíèå ðàáîòûÂî ââåäåíèè äàåòñÿ îáùèé îáçîð èññëåäóåìîé ïðîáëåìû, �îðìóëè-ðóþòñÿ ðåøàåìûå çàäà÷è è ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.7



�ëàâà 1 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèÿì ñâîéñòâ îðòîðåêóðñèâíûõ ðàç-ëîæåíèé ñ çàðàíåå èçâåñòíîé ñòðóêòóðîé ñèñòåìû âåêòîðîâ, òî åñòü ñèçâåñòíîé ìàòðèöåé �ðàìà. Â ãëàâå 1 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãèëüáåðòîâîïðîñòðàíñòâî ñåïàðàáåëüíî è ðàññìàòðèâàåòñÿ íàä ïîëåì äåéñòâèòåëü-íûõ ÷èñåë. Îíî áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç H. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â
H áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (·, ·). ×åðåç E = {en}

∞
n=1 îáîçíà÷èì ïðîèçâîëü-íóþ ñ÷åòíóþ íîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ â H.×åðåç gij áóäåì îáîçíà÷àòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (ei, ej). ×åðåç Gîáîçíà÷èì ìàòðèöó �ðàìà ñèñòåìû E , òî åñòü ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç gij.×åðåç H îáîçíà÷èì òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó, ó êîòîðîé ýëåìåíòû, ëåæàùèåíå âûøå ãëàâíîé äèàãîíàëè, ñîâïàäàþò ñ ýëåìåíòàìè G, à îñòàëüíûåýëåìåíòû ðàâíû íóëþ (òî åñòü G = H + H⊤ − I, ãäå I � åäèíè÷íàÿìàòðèöà).Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî en ∈ E ðàññìîòðèì åãî îðòîðåêóðñèâíûé ðÿä Ôó-ðüå ïî ñèñòåìå E , êîòîðûé áóäåò èìåòü âèä ∑∞
k=1

cnkek, ãäå cnk = (̂en)k.Ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç ÷èñåë cnk (òî åñòü â n-é ñòðîêå ñòîÿò îðòîðåêóð-ñèâíûå êîý��èöèåíòû âåêòîðà en) îáîçíà÷èì ÷åðåç C.�ëàâà ñîñòîèò èç øåñòè ïàðàãðà�îâ.Â ïàðàãðà�å 1 ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î äåéñòâèÿõ ñ áåñ-êîíå÷íûìè ìàòðèöàìè è îïèñàíû îñíîâíûå îòëè÷èÿ îò îïåðàöèé íàäêîíå÷íûìè ìàòðèöàìè.Ïàðàãðà� 2 ñîäåðæèò êðèòåðèé, ñâÿçûâàþùèé ñõîäèìîñòü Î�� èìàòðèöó �ðàìà ñèñòåìû, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå.Ïîëó÷åííûé êðèòåðèé âíåøíå çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò èçâåñòíîéâ ïðîñòåéøåì ñëó÷àÿ �îðìóëèðîâêè � òåîðåìû Â. Â. �àëàòåíêî äëÿñëó÷àÿ äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñâÿçü ìåæäó îáùèì è ÷àñòíûì êðè-òåðèÿìè ðàñêðûòà â ïàðàãðà�å 3.Â ïàðàãðà�å 4 ïðèâåäåíà ëåììà, óêàçûâàþùóþ íà ãëóáîêóþ ñâÿçüìåæäó îáðàùåíèåì ìàòðèöû H è îðòîðåêóðñèâíûìè ðàçëîæåíèÿìè âïðèíöèïå � ýëåìåíòû îáðàùåííîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ îðòîðåêóðñèâíû-ìè êîý��èöèåíòàìè äëÿ íåêîòîðûõ âåêòîðîâ è ñèñòåì, òåñíî ñâÿçàííûõñ èñõîäíîé ñèñòåìîé âåêòîðîâ.Â ïàðàãðà�å 5 ïðèâåä¼í ðåçóëüòàò, äîïîëíÿþùèé òåîðåìû Â. Â. �àëà-òåíêî îá Î�� ñ îøèáêàìè â âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ è îïèðàþùèéñÿíà ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å.Îøèáêè è óñòîé÷èâîñòü �îðìàëèçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì11).11)�àëàòåíêî Â.Â.,. Îá îðòîðåêóðñèâíîì ðàçëîæåíèè ñ îøèáêàìè â âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ.// Èçâ. �ÀÍ. Ñåð. ìàòåì., 2005. 69:1, 3�16. 8



Îïðåäåëåíèå 4. Èíäóêòèâíî îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàò-êîâ ðàçëîæåíèÿ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ(âåðõíèé èíäåêñ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî â âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâðàçëîæåíèÿ âîçìîæíû îøèáêè). Ïîëîæèì
re
0(f) = f.Åñëè óæå îïðåäåëåí îñòàòîê re

n, òî ïîëîæèì
f̂ e

n+1 = (re
n, en+1)(1 + εn+1) + ξn+1,ãäå εn+1 è ξn+1 � íåêîòîðûå ÷èñëà. Ïîëîæèì

re
n+1(f) = re

n(f) − f̂ e
n+1en+1.Îïðåäåëåíèå 5. �ÿä ∑∞

n=1
f̂ e

nen íàçûâàåòñÿ îðòîðåêóðñèâíûì ðàç-ëîæåíèåì ýëåìåíòà f ïî ñèñòåìå E ñ îøèáêàìè E = {(εn, ξn)}
∞
n=1.Îòìåòèì, ÷òî îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî ñèñòåìå E ñ íóëåâûìèîøèáêàìè ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì îðòîðåêóðñèâíûì ðàçëîæåíèåì ïî ýòîéñèñòåìå.Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèåïî ñèñòåìå E àáñîëþòíî óñòîé÷èâî ê ëþáîìó êîíå÷íîìó ÷èñëó îøè-áîê â âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà f ∈ H èëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà N îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèåýëåìåíòà f ïî ñèñòåìå E ′, ïîëó÷åííîé èç ñèñòåìû E óäàëåíèåì ïåðâûõ

N ýëåìåíòîâ, ñõîäèòñÿ ê f .Â ïàðàãðà�å 5 ïîëó÷åíà òåîðåìà, ñâÿçûâàþùàÿ àáñîëþòíóþ óñòîé÷è-âîñòü Î�� ê ëþáîìó êîíå÷íîìó ÷èñëó îøèáîê â âû÷èñëåíèè êîý��èöè-åíòîâ è ìàòðèöó �ðàìà ñèñòåìû, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå.Ïàðàãðà� 6 ñîäåðæèò �îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îðòîðåêóðñèâíûõ êî-ý��èöèåíòîâ ÷åðåç ìàòðèöó �ðàìà ñèñòåìû, ïî êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿðàçëîæåíèå.Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû.Teopeìà 1.1. Ïóñòü çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè E ñîâïàäàåò ñ H.Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.1) Îðòîðåêóðñèâíûé ðÿä Ôóðüå êàæäîãî ýëåìåíòà f ∈ H ïî ñèñòåìå Eñõîäèòñÿ ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó;2) âûïîëíåíà ñèñòåìà óñëîâèé: 9



à) G(H−1G) = G,á) (CH)C⊤ = C(HC⊤).Teopeìà 1.3. Åñëè ñèñòåìà E óñòîé÷èâà ê ëþáîìó êîíå÷íîìó ÷èñëóîøèáîê, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
GH−1 = 0.Â ãëàâå 2 ñõîäèìîñòü èññëåäóåòñÿ äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ � Î��ïî ñèñòåìå çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ {Hn}

∞
n=1. �åçóëüòàòû ýòîé ãëàâûïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðûõ èäåé, âûñêàçàííûõ À. Þ. Êóä-ðÿâöåâûì: ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ, äëÿ êîòî-ðîé ñõîäèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíî, à çàòåì âûÿñíÿåòñÿ, íàñêîëüêîìîæíî èçìåíèòü âëîæåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà {Dn}

∞
n=1 òàê, ÷òîáû Î��ïî èçìåíåííîé ñèñòåìå ïî-ïðåæíåìó ñõîäèëîñü ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòóäëÿ êàæäîãî ðàçëàãàåìîãî ýëåìåíòà.�ëàâà ñîñòîèò èç 3 ïàðàãðà�îâ.Ïàðàãðà� 1 ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.Â ïàðàãðà�å 2 ðàññìîòðåí âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàçëîæåíèé �ðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.Â ïàðàãðà�å 3 ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè îáîáùåí-íûõ Î��.Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû (òåîðåìà 2.1) ñ�îðìóëèðîâàí â òåðìèíàõîïåðàòîðíûõ íîðì (Dn � ïðîåêòîðû íà ïîäïðîñòðàíñòâà èç ñèñòåìû âëî-æåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, Pn � ïðîåêòîðû íà ïîäïðîñòðàíñòâà èç ñèñòå-ìû {Hn}

∞
n=1).Teopeìà 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:1) lim

n→∞

n−1∑
k=1

‖D⊥
k Pn‖

2 < ∞,2) lim
n→∞

‖D⊥
k Pn‖ = 0 ïðè �èêñèðîâàííîì k,3) lim

n→∞
‖P⊥

n Dn‖ = B < 1.Òîãäà îáîáùåííîå OPP êàæäîãî ýëåìåíòà f èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà
H ïî ñèñòåìå {Hn} ñõîäèòñÿ ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó.Â ãëàâå 3 íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 2 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà îñõîäèìîñòè Î�� ïî ñèñòåìå äâîè÷íûõ ñæàòèé è ñäâèãîâ.10



Teopeìà . Ïóñòü �óíêöèÿ ϕ(x) ∈ L2[0, 1) òàêîâà, ÷òî 1∫
0

ϕ(x)dx 6= 0 è
∞∑

k=1

ω2
2(ϕ, 2−k) < ∞, ãäå ω2(ϕ, δ) � èíòåãðàëüíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòèâ L2[0, 1). Òîãäà äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà èç L2[0, 1) Î�� ýòîãî ýëåìåíòàïî S(ϕ) ñõîäèòñÿ ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó â ìåòðèêå L2.Êðîìå òîãî, ðàññìîòðåí ðÿä ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, îáîáùàþùèõ ýòó òåî-ðåìó, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò èìåòü ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå, íà-ïðèìåð, â îáðàáîòêå ñèãíàëîâ (ïóíêòû 3.1, 3.2, 3.3) èëè èçîáðàæåíèé(ïàðàãðà� 4).�åçóëüòàòû ãëàâû 3 ñ�îðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ �óíêöèé, ïîðîæ-äàþùèõ ñèñòåìû ñæàòèé è ñäâèãîâ, è èõ ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè.Àâòîð èñêðåííå áëàãîäàðèò íàó÷íûõ ðóêîâîäèòåëåé ïðî�åññîðà Òà-ðàñà Ïàâëîâè÷à Ëóêàøåíêî è äîöåíòà Âëàäèìèðà Âëàäèìèðîâè÷à �àëà-òåíêî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ äèññåðòàöèè èêîíñòðóêòèâíûå çàìå÷àíèÿ, à òàêæå Â.Â. Áîãîìàçîâà è Ä.Å. Àëåêñàí-äðîâà çà ïîìîùü â ðåäàêòèðîâàíèè òåêñòà äèññåðòàöèè.�àáîòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè1. Ïîëèòîâ À.Â., Îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ â ãèëüáåðòîâûõ ïðî-ñòðàíñòâàõ. //Âåñòíèê Ì�Ó.Ñåð.1.Ìàòåì.,ìåõ. 2010. �3. 3�7.2. Ïîëèòîâ À.Â., Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæå-íèé â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. //Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè,93:4(2013), 637�640.3. Ïîëèòîâ À.Â., Îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ â ãèëüáåðòîâûõ ïðî-ñòðàíñòâàõ. Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè �óíêöèé è èõ ïðèëîæå-íèÿ: Òåç. äîêë. 14-é Ñàðàòîâñêîé çèìíåé øêîëû. � Ñàðàòîâ: Èçä-âîÑàðàòîâ. óí-òà, 2008. 146�147.4. Ïîëèòîâ À.Â., Îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå ñæàòèé èñäâèãîâ íåñêîëüêèõ �óíêöèé. Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè �óíêöèé èñìåæíûå ïðîáëåìû: Òåç. äîêë. Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîéøêîëû � Âîðîíåæ, Â�Ó, 2009. 144�145.5. Ïîëèòîâ À.Â., Îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå ñæàòèéè ñäâèãîâ íåñêîëüêèõ �óíêöèé. Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè,11
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