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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Çàäà÷à î ðàçëàäêå ìîæåò áûòü êðàòêî îïèñàíà

êàê îöåíèâàíèå íåíàáëþäàåìîãî ìîìåíòà èçìåíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê íàáëþäà�

åìîãî ïðîöåññà. Áîëüøîé èíòåðåñ ê çàäà÷àì î ðàçëàäêå âûçâàí â ïåðâóþ î÷åðåäü

âàæíîñòüþ ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ å¼ îáíàðóæåíèÿ â ðÿäå ïðàêòè�

÷åñêèõ çàäà÷. Èñòîðè÷åñêè, ïåðâûì òàêèì ïðèëîæåíèåì åù¼ â íà÷àëå XX âå�

êà áûë êîíòðîëü êà÷åñòâà íà ïðîèçâîäñòâå, ñêàæåì, çàäà÷à îá îáíàðóæåíèè

ìîìåíòà èçìåíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê âûïóñêàåìîãî òîâàðà âñëåäñòâèå âíåçàïíîé

ïîëîìêè. Â òå÷åíèå ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ñïèñîê ïðèëîæåíèé çíà÷èòåëüíî ðàñøè�

ðèëñÿ: ñëåäóåò îòìåòèòü çàäà÷è ñêîðåéøåãî îáíàðóæåíèÿ âñïûøåê ýïèäåìèé 1,2

è ¾àòàê¿ â êîìïüþòåðíûõ ñåòÿõ 3,4, âûÿâëåíèÿ èçìåíåíèÿ êëèìàòè÷åñêèõ óñëî�

âèé 5,6 è õàðàêòåðà ñåéñìè÷åñêîé àêòèâíîñòè 7, ðàñïîçíàâàíèå îäíîðîäíûõ áëî�

êîâ íàáëþäåíèé â çàïèñè ÝÊÃ 8,9 è ìîëåêóëå ÄÍÊ 10, îïîçíàâàíèå âîçíèêíî�

1 D. Bock, C. Sonesson (2003). A review and discussion of prospective statistical surveillance in public

health. J. Royal Stat. Soc.: Series A 166:1 5-�21.
2 M. Hohle, M. Paul, L. Held (2007) Statistical approaches to the surveillance of infectious diseases for

veterinary public health. Univ. of Munich: Dept. of Stat., Technical Report 14.
3 H. Kim, B. L. Rozovskii, A. G. Tartakovsky (2004). A nonparametric multichart CUSUM test for

rapid detection of DOS attacks in computer networks. IJCIS 2:3 149�158.
4 A. G. Tartakovsky, B. L. Rozovksii, R. B. Blazek, H. Kim (2005). Detection of intrusions in

information systems by sequential change-point methods. Stat. Meth. 3 252�293.
5 S. R. Rodionov, J. E. Overland (2005). Application of a sequential regime shift detection method to

the Bering Sea ecosystem. ICES J. Marine Science. 62 328�332.
6 S. R. Rodionov (2004). A sequential algorithm for testing climate regime shifts. Geophys. Res. Lett.

31:9.
7 I. V. Nikiforov, I. N. Tikhonov (1986). Application of change detection theory to seismic signal

processing. Detection of abrupt changes in signals and dynamical systems, Ed. by M. Basseville, A. Benveniste.

Berlin Heidelberg: Springer. 355�373.
8 J. S. Barlow, O. D. Creutzfeldt, D. Michael et al (1981). Automatic adaptive segmentation of

clinical EEGs. Electroencephalography and Clinical Neurophysiology 51:5 512�525.
9 B. E. Brodsky, B. S. Darkhovsky (2000). Non-parametric statistical diagnosis. Netherlands: Kluwer.
10 J. V. Braun, R. K. Braun, H. G. Miller (2000). Multiple changepoint �tting via quasilikelihood,

with application to DNA sequence segmentation. Biometrika 87:2 301�314.
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âåíèÿ òðåíäà â ôèíàíñîâûõ äàííûõ 11,12 è èçìåíåíèÿ ñìåðòíîñòè ïðè ïðîâåäå�

íèè îïåðàöèé 13. Ñòîëü øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ òðåáóåò

ñòîëü æå áîãàòîãî àðñåíàëà òåîðåòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ.

Äëÿ âûðàáîòêè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ â êàæäîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü

ìîäåëü ðàçëàäêè. Ñðåäè êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ òàêîé ìîäåëè áóäóò îïèñàíèå

íåíàáëþäàåìîãî ìîìåíòà ðàçëàäêè, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ â òîé èëè

èíîé ôîðìå ïîãðåøíîñòü îöåíèâàíèÿ, äèíàìèêà íàáëþäàåìîãî ïðîöåññà è õà�

ðàêòåð ñìåíû ðåæèìà ýòîãî ïðîöåññà. Êðîìå òîãî, ìîãóò òàêæå èãðàòü ðîëü

òàêèå âòîðîñòåïåííûå ôàêòîðû, êàê ïðèñóòñòâèå öåíû çà íàáëþäåíèÿ, íàëè�

÷èå óñòàíîâèâøåãîñÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ïåðåä ðàçëàäêîé, íåîäíîçíà÷íîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîãî ïðîöåññà ïîñëå ðàçëàäêè è ò.ï.

Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ìåòîäû, îòíîñÿùèåñÿ ê òàê íàçûâàåìîìó áàéå�

ñîâñêîìó ïîäõîäó ê çàäà÷àì î ðàçëàäêå. Â ìîäåëÿõ ýòîãî òèïà ïîäðàçóìåâàåòñÿ,

÷òî ìîìåíò ðàçëàäêè åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ çàðàíåå èçâåñòíîé ôóíêöèåé

ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà âïåðâûå âñòðå÷àåòñÿ â ñòàòüå Ãèðøèêà è Ðó�

áèíà 14 â êîíòåêñòå âûÿâëåíèÿ áðàêà íà ïðîèçâîäñòâå. Ãëóáîêîå òåîðåòè÷åñêîå

èçó÷åíèå åñòåñòâåííûõ ôîðìóëèðîâîê è ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ òàêîãî ðîäà çàäà÷

âïåðâûå áûëî äàíî Øèðÿåâûì 15. Áàéåñîâñêèé ïîäõîä ïîäðàçóìåâàåò äîñòàòî÷�

íî òî÷íóþ ñïåöèôèêàöèþ ìîäåëè (è ïîòîìó ïðèìåíèì íå âî âñåõ ïðèëîæåíèÿõ),

íî ïðè ýòîì ïîçâîëÿåò ñòðîèòü îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè. Êëàññè÷åñêèìè çäåñü

ñëåäóåò ñ÷èòàòü çàäà÷è îá îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè îáíàðóæåíèÿ ñìåíû ñíîñà

11 J. Chen, A. K. Gupta (1997). Testing and locating variance changepoints with application to stock

prices. J. Am. Stat. Assoc. 92:438 739�747.
12 O. Kohler, H. R. Lerche (1997). An empirical study concerning the detection of trend changes in

some �nancial time series. FDM Preprint 36
13 S. H. Steiner, R. J. Cook, V. T. Farewell (1999). Monitoring paired binary surgical outcomes

using cumulative sum charts. Stat. Med. 18:1 69�86.
14 M. A. Girshick, H. Rubin (1952). A Bayes Approach to a Quality Control Model. Ann. Math. Statist..

23 114�125.
15 À. Í. Øèðÿåâ (1969). Ñòàòèñòè÷åñêèé ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç. Îïòèìàëüíûå ïðàâèëà îñòà�

íîâêè. Ì: Íàóêà.
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âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà 16,17 è èíòåíñèâíîñòè ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà 18,19. Íà

îñíîâå áàéåñîâñêèõ ìîäåëåé ñ ðàçëàäêîé ìîæíî ñòðîèòü è èíûå îïòèìèçàöèîí�

íûå çàäà÷è 20.

Çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ òåîðèè î ðàçëàäêå âîçáóäèë èíòåðåñ ê óñëîæíåíèþ

ñòàíäàðòíûõ ïîäõîäîâ. Íà ïðàêòèêå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ

ìîìåíò ðàçëàäêè ñâÿçàí ñ íàáëþäàåìûì ïðîöåññîì. Ê ïðèìåðó, â ðÿäàõ ôè�

íàíñîâûõ äàííûõ âîçíèêíîâåíèå òðåíäà ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî êàê òåêóùåé

öåíîé, èëè äèíàìèêîé öåíû àêòèâà çà íåäàâíåå âðåìÿ, òàê è (íàáëþäàåìûì) íî�

âîñòíûì ôîíîì. Íàãëÿäíûì ïðèìåðîì ìîäåëè ñ çàâèñèìîñòüþ ìîæåò ñëóæèòü

ðàáîòà Ëîêêè 21, â êîòîðîé ðàçëàäêà ïðîèñõîäèò äî íåêîòîðîãî äðóãîãî íàáëþ�

äàåìîãî ìîìåíòà è, ñëåäîâàòåëüíî, çàâèñèò îò íàáëþäåíèé. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ

ãîâîðÿò î íåîáõîäèìîñòè ïîñòðîåíèÿ îáùèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ òàêóþ çàâè�

ñèìîñòü, è õàðàêòåðèçàöèè îïòèìàëüíûõ ïðîöåäóð â íèõ. Äðóãîå íàïðàâëåíèå

äëÿ ðàñøèðåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ñîñòîèò â ìîäåëÿõ ñ ïëàâíûì èçìåíå�

íèåì õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà, âìåñòî âíåçàïíîé ðàçëàäêè. Òàêèå çàäà÷è ñòîÿò

íà ñòûêå ñ òåîðèåé íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè 22, è, õîòÿ ïîíÿòèå ìîìåíòà ðàç�

ëàäêè ïåðåñòà¼ò èìåòü ñìûñë, ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû ñ òî÷êè çðåíèÿ åäèí�

ñòâåííîñòè ìîìåíòà ïîäà÷è òðåâîãè. Çäåñü èíòåðåñíû êîíêðåòíûå ïîñòàíîâêè,

óõâàòûâàþùèå ýòè ñëîæíîñòè (â òîì ÷èñëå çàâèñèìîñòü èçìåíåíèé õàðàêòåðè�

ñòèê ïðîöåññà ñ íàáëþäåíèÿìè), íî â òî æå âðåìÿ ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷àòü ÿâíûå

îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè.

16 À. Í. Øèðÿåâ (1965). Íåêîòîðûå òî÷íûå ôîðìóëû â çàäà÷å î ¾ðàçëàäêå¿. ÒÂÏ 10:2 380�385.
17 E. A. Feinberg, A. N. Shiryaev (2006). Quickest detection of drift change for Brownian motion in

generalized Bayesian and minimax settings. Stat. Dec. 24 445�470.
18 G. Peskir, A. Shiryaev (2000). Solving the Poisson disorder problem. Tech. Rep. 419 Dep. of Theor.

Stat. Univ. of Aarhus.
19 Å. Â. Áóðíàåâ (2008). Î çàäà÷å îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè äëÿ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà â îáîáù¼ííîé

áàéåñîâñêîé ïîñòàíîâêå. ÒÂÏ 53:3 534�556.
20 Â. Â. Ìàçàëîâ, Å. Å. Èâàøêî (2009) Áàéåñîâñêàÿ ìîäåëü â çàäà÷å íàèëó÷øåãî âûáîðà ñ ¾ðàç�

ëàäêîé¿. Âåñòíèê ÑÏáÃÓ 10:4 142�151.
21 A. Lokka (2007). Detection of disorder before an observable event. Stochastics 79 219�231.
22 F. Gustaffson (2000). Adaptive �ltering and change detection. New York: Wiley.
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Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîèò, òàêèì îáðàçîì, â îáîáùåíèè

òèïè÷íûõ ìîäåëåé íà ñëó÷àé çàâèñèìîñòè ìåæäó ìîìåíòîì ðàçëàäêè è íàáëþ�

äåíèÿìè, à òàêæå ðàçáîðó ìîäåëè ñ íåïðåðûâíîé ïî âðåìåíè ðàçëàäêîé ñ ñîîò�

âåòñòâóþùåé çàâèñèìîñòüþ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è ïîëîæåíèÿ:

1. Ïîñòðîåíà îáùàÿ áàéåñîâñêàÿ ìîäåëü äëÿ çàäà÷è î ðàçëàäêå ñ çàâèñèìî�

ñòüþ îò íàáëþäåíèé, äëÿ íå¼ íàéäåíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ

äîñòàòî÷íûõ ñòàòèñòèê. Äëÿ äåìîíñòðàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, íà

÷àñòíûõ ïðèìåðàõ çàäà÷è î ðàçëàäêå ñàìîâîçáóæäàþùåãîñÿ ïðîöåññà äå�

ìîíñòðèðóåòñÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñâåäåíèÿ çàäà÷è ê çàäà÷å

îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà è çàòåì, â íåêîòîðûõ ïðè�

ìåðàõ, ê çàäà÷å Ñòåôàíà ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé.

2. Ïîñòàâëåíà è ðåøåíà êîíêðåòíàÿ çàäà÷à î íåïðåðûâíîé ðàçëàäêå ñ çàâè�

ñèìîñòüþ îò íàáëþäåíèé. Äëÿ íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîëó÷åíî

àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ, äëÿ äðóãèõ èçó÷åíî àñèìïòîòè�

÷åñêîå ïîâåäåíèå è ïðåäëîæåí àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ.

3. Äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè â ìíîãîìåðíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ, äàþùèå íîâûå èíñòðóìåíòû äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé ýòèõ çà�

äà÷ ÷åðåç ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ Ñòåôàíà. Ýòè ðåçóëüòàòû ïðè�

ìåíÿþòñÿ äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ðåøåíèé çàäà÷ èç ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåî�

ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû

äëÿ ïîñòðîåíèÿ øèðîêîãî êëàññà ìîäåëåé ðàçëàäêè ñ çàâèñèìîñòüþ ìåæäó íà�

áëþäåíèÿìè è ìîìåíòîì ðàçëàäêè è ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ îáíàðóæåíèÿ

ðàçëàäêè â íèõ. ßâíûå ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå äëÿ çàäà÷è î íåïðåðûâíîé ðàç�

ëàäêå, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ â çàäà÷àõ
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ïîäîáíîãî òèïà. Äîêàçàííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîé

îñòàíîâêè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

â øèðîêîì êëàññå çàäà÷ Ñòåôàíà ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü

íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

• Áîëüøîé êàôåäðàëüíûé ñåìèíàð êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ðóê.

Øèðÿåâ À.Í., ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, 2006, 2012 ãã.

• Ñåìèíàð ¾Ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç è òåîðèÿ ìàðòèíãàëîâ¿, ðóê. Øèðÿåâ

À.Í., ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, íåîäíîêðàòíî â 2009-2012 ãã.

• Ñåìèíàð ¾Âåðîÿòíîñòíûå ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè

â ýêîíîìèêå, ôèíàíñàõ è ñòðàõîâàíèè¿, ðóê. Àðêèí Â.È. è Ïðåñìàí Ý.Ë.,

ÖÝÌÈ ÐÀÍ, 2012 ã.

• 15àÿ Åâðîïåéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ¾15th European Young

Statisticians Meeting¿, Castro Urdiales, Spain, 2007 ã.

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 3 ïå÷àòíûõ ðà�

áîòàõ àâòîðà â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ [1�3] è ìàòåðèàëàõ êîíôåðåíöèè [4].

Ðàáîò, íàïèñàííûõ â ñîàâòîðñòâå, íåò.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè è îñíîâíûå ïîëîæå�

íèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó, îòðàæàþò ïåðñîíàëüíûé âêëàä àâòîðà â îïóáëèêî�

âàííûå ðàáîòû. Âñå ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ëè÷íî

àâòîðîì.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 3

ãëàâ è áèáëèîãðàôèè, âêëþ÷àþùåé 96 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáú¼ì äèññåðòà�

öèè 78 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 5 ðèñóíêîâ.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè äà¼òñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû ïî çàäà÷àì î ðàçëàäêå, îáîñíî�

âûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Êðîìå òîãî, ôîðìóëèðóåòñÿ

öåëü è ïîêàçûâàåòñÿ íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèÿ, óêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ

çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëÿþòñÿ âûíîñèìûå íà çàùèòó íà�

ó÷íûå ïîëîæåíèÿ. Íàêîíåö, îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè è âçàèìîñâÿçü

å¼ ãëàâ.

Â ïåðâîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá îäíîêðàòíîé ðàçëàäêå

ñ çàâèñèìîñòüþ îò íàáëþäåíèé äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíîãî è êîíå÷�

íîãî ðàñïðåäåëåíèé. Ñíà÷àëà îïèñûâàåòñÿ îáùàÿ çàäà÷à ðàçëàäêè ñëó÷àéíîãî

ïðîöåññà ñ çàâèñèìîñòüþ îò íàáëþäåíèé â äèñêðåòíîì âðåìåíè. Èçëîæåíèå ñëå�

äóåò ðàáîòå Øèðÿåâà 23, ãäå òàêîå îïèñàíèå äà¼òñÿ äëÿ ìîìåíòà ðàçëàäêè íåçà�

âèñèìîãî îò ðåàëèçàöèè ïðîöåññà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äîñòàòî÷íî ïðîñòû

è ñëóæàò îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè â íåïðåðûâíîì âðåìåíè,

ÿâëÿþùåéñÿ îñíîâíîé â äèññåðòàöèè. Â íåïðåðûâíîì âðåìåíè ñëó÷àé íåçàâèñè�

ìîãî îò ïðîöåññà ìîìåíòà ðàçëàäêè ïîäðîáíî èçó÷àëñÿ â ðàáîòå Êàâòàðàäçå ñ

ñîàâòîðàìè 24, è èçëîæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàñøèðåíèå ñîîòâåòñòâó�

þùèõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé ðàáîòû.

Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî
(
Ω, (FX

t )t>0,FX ,P
)
íà êîòîðîì

çàäàí ïðîöåññ (Xt)t>0, FX
t = σ(Xu, u 6 t) è ìåðû P∞,P0, àáñîëþòíî íåïðå�

ðûâíûå îòíîñèòåëüíî ìåðû P (ìîæíî ñ÷èòàòü èçíà÷àëüíî, ÷òî P = P∞ +P0

2 ).

Ðàñøèðèì ýòî ïðîñòðàíñòâî ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðî�

ñòðàíñòâà (Ω′,F ′,P′) äî (Ω̃, (F̃ t)t>0, F̃ , P̃) (êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñò�

íûõ ïðîñòðàíñòâ, òî åñòü çäåñü Ω̃ = Ω × Ω′ è àíàëîãè÷íî äëÿ ñèãìà-àëãåáð è

ìåð). Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ìû áóäåì èíîãäà îòîæäåñòâëÿòü FX è F̃X
=

23 À. Í. Øèðÿåâ (2008). Î ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ è îïòèìàëüíûõ ìåòîäàõ â çàäà÷àõ ñêîðåéøåãî

îáíàðóæåíèÿ. ÒÂÏ 53:3 417�436.
24 T. Kavtaradze, N. Lazrieva, M. Mania, P. Muliere (2007). A Bayesian-martingale approach to

the general disorder problem. Stoch. Proc. Appl. 117 1093�1120.
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{A × Ω′, A ∈ FX}. Íà ïîëó÷åííîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìîòðèì

ïðîèçâîëüíûé ìàðêîâñêèé ìîìåíò θ. Ìû áóäåì ðàáîòàòü â äàëüíåéøåì ñ ðåãó�

ëÿðíîé âåðñèåé óñëîâíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ P̃
(
θ 6 t| FX

)
(ω).

Óòâåðæäåíèå 1.2.1. Ïðîöåññ

G(t, ω) = P̃
(
θ 6 t| FX

)
(ω)

ñîãëàñîâàí ñ
(
FX

t

)
t>0

.

Ñâÿçü ìîìåíòà θ, ïðîöåññà X è ñëó÷àéíîé ôóíêöèè G íåñêîëüêî ïðîÿñíÿ�

åò ñëåäóþùåå íåñëîæíîå îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà î êîìïåíñàòîðå

ìàðêîâñêîãî ìîìåíòà (ñì. ìîíîãðàôèþ Æàêîäà è Øèðÿåâà 25).

Óòâåðæäåíèå 1.2.2. Ïóñòü ïðîöåññ (G(t, ω))t>0 ïðåäñêàçóåì. Òîãäà êîì�

ïåíñàòîð ñóáìàðòèíãàëà (θt)t>0 ðàâåí

t∧θ∫
0

G(du, ω)

G([u,∞], ω)
.

Íàøà öåëü - ïîñòðîèòü ìîäåëü, â êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà ìåíÿåòñÿ

â ìîìåíò âðåìåíè θ ñ P∞ íà P0. Ââåä¼ì (ñòàíäàðòíûå) îáîçíà÷åíèÿ

Li
t =

d(Pi | F t)

d(P | F t)
, i = 0,∞, (1)

M i
t = Log(Li)t, i = 0,∞, (2)

ãäå âòîðàÿ ïàðà ðàâåíñòâ çàäà¼ò ëîêàëüíûå ìàðòèíãàëû M i ïî ìåðå P ÷åðåç

ñòîõàñòè÷åñêèé ëîãàðèôì. Èíûìè ñëîâàìè, ïðîöåññû M i îïðåäåëÿþòñÿ êàê

M i
t =

t∫
0

dLi
t

Li
t−
.

Êðîìå òîãî, çàäàäèì

Mx
t =

t∫
0

I{s < x}dM∞
s +

t∫
0

I{s > x}dM0
s

25 Æ. Æàêîä, À. Í. Øèðÿåâ (1994). Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ì: Ôèçìàòëèò
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è ââåäåì ìåðó íà ïðîñòðàíñòâå (Ω̃, F̃), îòâå÷àþùóþ èíòåðåñóþùåé íàñ ìîäåëè

ðàçëàäêè

dP̃
θ
= E(M θ)∞dP̃.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñóæåíèÿ ýòîé ìåðû íà FX
t .

Òåîðåìà 1.2.1. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

dPθ
t

dPt
=

t∫
0

E(Mu)tG ({Xs, s 6 t}, du) + E(M∞)t (1−G ({Xs, s 6 t}, t)) .

Äëÿ ìíîãèõ êëàññè÷åñêèõ êðèòåðèåâ ðèñêà âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñòàòèñòèêà

πt = P̃
θ (

θ 6 t| FX
t

)
, (3)

êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðàíåå ââåä¼ííûå âåëè÷èíû.

Òåîðåìà 1.2.2. Äëÿ ïðîöåññà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ðàçëàäêè ñïðà�

âåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

πt =

∫ t

0 E(M
u)tG({Xs, s 6 u}, du)∫ t

0 E(Mu)tG({Xs, s 6 u}, du) + E(M∞)t (1−G({Xs, s 6 u}, t))
.

Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, âûâîäèòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîå äèô�

ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà ïðîöåññ (πt)t>0.

Òåîðåìà 1.2.3. Ïðîöåññ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ðàçëàäêè ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåí ÷åðåç ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dπt = πt−(1− πt−)

[
dMt − πt−d⟨M cm⟩t −

πt−(∆Mt)
2

1 + πt−∆Mt

]
+

(1− πt−)

[
G(dt, ω)

1−G(t, ω)
− (∆G(t, ω))2

(1−G(t−, ω))(1−G(t, ω))

]
, (4)

ãäå M cm - íåïðåðûâíàÿ ìàðòèíãàëüíàÿ êîìïîíåíòà M .

Â ñëó÷àå, êîãäà òðàåêòîðèè G ï.í. íåïðåðûâíû, ìû ìîæåì ïðåîáðàçîâàòü

óðàâíåíèå (4) ñ ïîìîùüþ êîìïåíñàòîðà ïðîöåññà îäíîãî ñêà÷êà (θt)t>0, êîòîðûé
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â ñîîòâåòñòâèè ñ Óòâåðæäåíèåì 1.2.2 ïðåäñòàâèì â âèäå K(t∧θ) äëÿ íåêîòîðîé

ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé ïðåäñêàçóåìîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè K:

dπt = πt−(1− πt−)

[
dMt − πt−d⟨M cm⟩t −

πt−(∆Mt)
2

1 + πt−∆Mt

]
+ (1− πt−)dKt.

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå ïðèâåä¼ííûé ïîäõîä ê çà�

äà÷å î ðàçëàäêå, è ïðåäñòàâëÿþùèå ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Ýòè ïðèìåðû

ïîëó÷åíû íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèåé êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ î ðàçëàäêå âè�

íåðîâñêîãî è ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññîâ è èìåþò ñòàíäàðòíóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ

V = inf
τ
(P(τ < θ) + cE(τ − θ)+) = inf

τ
E

(1− πτ) + c

τ∫
0

πsds

 ,

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ìîìåíòàì îñòàíîâêè ïî (FX
t )t>0.

Âèíåðîâñêàÿ ðàçëàäêà ïåðåìåííîé èíòåíñèâíîñòè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàçëàäêå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, â êîòîðîé íàáëþäàåìûé

ïðîöåññ óñòðîåí êàê

dYt = µI{θ 6 t}dt+ σdWt,

ãäå W - ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, à ìîìåíò ðàçëàäêè θ çàâèñèò îò

ïðîöåññà è çàäà¼òñÿ ÷åðåç óñëîâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ êàê

G(t, ω) = π + (1− π)

1− exp

−
t∫

0

λ(Ys)ds

 .

Òàêèì îáðàçîì, ðàçëàäêà ìîæåò ïðîèñõîäèòü ñ ðàçíîé èíòåíñèâíîñòüþ ïðè ðàç�

íûõ çíà÷åíèÿõ ïðîöåññà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñâåñòè ýòó çàäà÷ó

ê çàäà÷å îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè äâóìåðíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà (çäåñü W̄t -

îáíîâëÿþùèé ïðîöåññ, òàêæå ÿâëÿþùèéñÿ âèíåðîâñêèì) dYt = µπtdt+ σdW̄t

dπt = λ(Yt)(1− πt)dt+
µ
σπt(1− πt)dW̄t

Ââèäó ñëîæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Ñòåôàíà, â äèññåðòàöèè îïèñûâàåò�

ñÿ ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ.
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Âèíåðîâñêàÿ ðàçëàäêà íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå.

Ñíîâà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàçëàäêå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà Y (ñì. ïðåäûäóùèé

ïðèìåð). Ïóñòü íà òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàí (íàáëþäàåìûé)

ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ N èíòåíñèâíîñòè λ, íåçàâèñèìûé ñ W . Ïóñòü ìîìåíò

ðàçëàäêè θ èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå (ñ ïàðàìåòðîì p) ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå

åãî ñêà÷êîâ:

G(t, ω) = 1− P(θ > t|Ns, s 6 t) = 1− (1− p)Nt(ω). (5)

Ýòîò ïðèìåð îòâå÷àåò ñëó÷àþ, êîãäà ðàçëàäêà ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî â

îïðåäåë¼ííûå íàáëþäàåìûå ìîìåíòû âðåìåíè è, òàêèì îáðàçîì, çàâèñèò îò íà�

áëþäåíèé. Èñïîëüçóÿ îáùèå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè è íåêîòîðûå ÷àñòíûå äëÿ

äàííîãî ïðèìåðà ñîîáðàæåíèÿ, óäà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïðîöåññ àïîñòåðèîðíîé

âåðîÿòíîñòè åñòü îäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ èíôèíèòåçèìàëüíûì îïå�

ðàòîðîì

(L f)(π) =
µ2

σ2
π2(1− π)2f ′′(π) + λ (f(π + p(1− π))− f(π)) .

Òàêæå óäà¼òñÿ äàòü ôîðìó îïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà (ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ

òðåòüåé ãëàâû äèññåðòàöèè) è ñâåñòè â èòîãå çàäà÷ó î ðàçëàäêå ê çàäà÷å Ñòå�

ôàíà ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé.

Òåîðåìà 1.4.2. Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ â ýòîé çàäà÷å î ðàçëàäêå ïðåä�

ñòàâëÿåòñÿ â âèäå τ ∗ = inf{t : πt > A}, ãäå îïòèìàëüíûé óðîâåíü A îïðåäåëÿ�

åòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòåôàíà íà A è íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ V

V (π) = 1− π, π > A, (6)

LV + cπ = 0, π < A, (7)

V ′(A) = −1 (ãëàäêîå ñêëåèâàíèå), (8)

V (0) = V (p). (9)
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Ïóàññîíîâñêàÿ ðàçëàäêà íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàçëàäêå ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà, â êîòîðîé íàáëþäàå�

ìûé ïðîöåññ óñòðîåí êàê

dYt = I{θ > t}dNλ0
t + I{θ 6 t}dNλ1

t ,

ãäå Nλ0, Nλ1 - íåçàâèñèìûå ïóàññîíîâñêèå ïðîöåññû èíòåíñèâíîñòè λ0 è λ1 ñî�

îòâåòñòâåííî, à ìîìåíò ðàçëàäêè θ çàäà¼òñÿ ÷åðåç åù¼ îäèí íåçàâèñèìûé ïóàñ�

ñîíîâñêèé ïðîöåññ N àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó, ò.å. êàê (5). Îïÿòü

æå ñ ïîìîùüþ îáùèõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî (πt)t>0 åñòü

îäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì

(L f)(π) = −(λ1 − λ0)π(1− π)f ′(π) + λ (f(π + p(1− π))− f(π))+

(λ1πs + λ0(1− πs))

(
f

(
λ1π

λ1π + λ0(1− π)

)
− f(π)

)
. (10)

Äëÿ λ1 > λ0 òàêæå äà¼òñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ

òðåòüåé ãëàâû äèññåðòàöèè è äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 1.5.2. Ïðè λ1 > λ0 îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ â îïèñàííîé çà�

äà÷å î ðàçëàäêå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå τ ∗ = inf{t : πt > A}, ãäå îïòèìàëü�

íûé óðîâåíü A îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòåôàíà íà A è íåèçâåñòíóþ

ôóíêöèþ V

V (π) = 1− π, π > A, (11)

LV + cπ = 0, π < A, (12)

V (0) = V (p). (13)

Ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [2].

Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î ðàçëàäêå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, â

êîòîðîé ïðîèñõîäèò íåïðåðûâíîå èçìåíåíèå ñíîñà ïðîöåññà, à èìåííî, ñëó÷àé

âèíåðîâñêîé ïàðû ïðîöåññîâ ðàçëàäêè è íàáëþäåíèé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ

Yt =

t∫
0

θsds+ σ2Wt, t > 0.
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Ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷àìè îá îäíîêðàòíîé ðàçëàäêå, ôóíêöèÿ øòðàôà áåðåòñÿ â

âèäå

V = inf
τ

P(θτ < µ) + cE

τ∫
0

I{θs > µ}ds

 . (14)

Â òàêîé ïîñòàíîâêå (θt)t>0 ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì.

Ðàçáèðàåòñÿ, îäíàêî, ÷àñòíûé ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì θt = θ0 + σ1Bt, ãäå íà÷àëü�

íîå çíà÷åíèå � íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà θ0 ∼ N (m, p), à ïàðà (Wt, Bt)

îáðàçóåò äâóìåðíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè ìåæäó

êîìïîíåíòàìè ρ. Òåîðèÿ ëèíåéíîé ôèëüòðàöèè â íåïðåðûâíîì âðåìåíè ïîçâî�

ëÿåò âûâåñòè îòñþäà äèíàìèêó (ìàðêîâñêîãî) ïðîöåññà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿò�

íîñòè πt = P
(
θ > µ| FY

t

)
è ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñ åãî ïîìîùüþ çàäà÷ó (14).

Ðåøàþùóþ ðîëü â ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè

èãðàåò íà÷àëüíîå óñëîâèå p: ïðè p = σ1σ2(1 − ρ) óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä

ôóíêöèè øòðàôà è îïòèìàëüíîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïòè�

ìàëüíûé øòðàô èìååò âèä V

(
m−µ√

σ1σ2(1−ρ)

)
, ãäå ôóíêöèÿ V (x) - ðåøåíèå çàäà÷è

îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè

V (x) = inf
τ
Ex

(1− Φ(Zt)) + c

τ∫
0

Φ(Zs)ds

 (15)

äëÿ ïðîöåññà Zt = γIt, ãäå Φ - ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå�

íèÿ, γ =
√

σ1

(1−ρ)σ2
, à I - ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Ýòà çàäà÷à, â ñâîþ

î÷åðåäü, ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å Ñòåôàíà
γ2

2 V
′′(x) = −cΦ(x), x < A

V (x) = 1− Φ(x), x > A

V ′(A) = (1− Φ(x))′
∣∣
x=A

= −Φ′(A)

(16)

è ðåøåíà â ÿâíîì âèäå.

Òåîðåìà 2.2.1. Ðåøåíèåì çàäà÷è îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè (15) ÿâëÿåòñÿ
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ôóíêöèÿ

Ṽ (x) =

1− Φ(x), x > A

1− Φ(A) + 2c
γ2

∫ A

x

∫ v

−∞Φ(u)dudv, x < A
,

ãäå A åñòü ðåøåíèå òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ 2c
γ2

∫ A

−∞Φ(u)du = Φ′(A). Îï�

òèìàëüíûé ìîìåíò îñòàíîâêè ïðè ýòîì ìîæåò áûòü âûðàæåí êàê τA =

inf(t : Zt > A).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ïîëíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ îïòèìàëüíîãî ìîìåíòà

îñòàíîâêè è ñîîòâåòñòâóþùåé åìó ôóíêöèè øòðàôà.

Â ñëó÷àå p ̸= σ1σ2(1 − ρ) çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ äâóìåðíîé, òàê êàê ïðîöåññ

(πt)t>0 åñòü íåîäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâó�

þùàÿ ôóíêöèÿ øòðàôà V (t, π) çàâèñèò åù¼ è îò âðåìåíè. Ïðåäñòàâëåí àñèìï�

òîòè÷åñêèé ðåçóëüòàò, ñâÿçûâàþùèé îäíîðîäíûé è íåîäíîðîäíûé ñëó÷àé.

Òåîðåìà 2.3.1. V (t, π) → V (π), t → ∞ ðàâíîìåðíî ïî âñåì π íà ïîäîò�

ðåçêàõ èíòåðâàëà (0, 1).

Ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [1].

Â òðåòüåé ãëàâå ðàçáèðàþòñÿ íåêîòîðûå îáùèå òåîðåìû äëÿ çàäà÷ îï�

òèìàëüíîé îñòàíîâêè â ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïðèìåíÿþùèåñÿ â ïåðâûõ

äâóõ ãëàâàõ.

Ïåðâûì ðàçáèðàåòñÿ ïðèíöèï ãëàäêîãî ñêëåèâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèé òðåáî�

âàòü âûïîëíåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â çàäà÷å Ñòåôàíà. Â ìíî�

ãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðè îïðåäåë¼ííûõ òðåáîâàíèÿõ ãëàäêîñòè ãðàíèöû ñî�

îòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû Ãðèãåëèîíèñîì èØèðÿåâûì 26. Ñëå�

äóåò òàêæå îòìåòèòü ðàáîòó Àðêèíà è Ñëàñòíèêîâà 27, ãäå èç âàðèàöèîííûõ ñî�

îáðàæåíèé äîêàçàí ïðèíöèï ãëàäêîãî ñêëåèâàíèÿ â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

äëÿ îïðåäåë¼ííîãî êëàññà ìîìåíòîâ îñòàíîâêè.

26 Á. È. Ãðèãåëèîíèñ, À. Í. Øèðÿåâ (1966). Î çàäà÷å Ñòåôàíà è îïòèìàëüíûõ ïðàâèëàõ îñòàíîâêè

ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ. ÒÂÏ 11:4 612�631.
27 Â. È. Àðêèí, À. Ä. Ñëàñòíèêîâ (2008). Âàðèàöèîííûé ïîäõîä ê çàäà÷àì îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè

äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ. ÒÂÏ 53:3 516�533.
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Ïóñòü â Rn çàäàí äèôôóçèîííûé ïðîöåññ (Xt)t>0 ñ âåêòîðîì ñíîñà a(x) è

äèôôóçèîííîé ìàòðèöåé B(x). Ïî çàäàííîé ôóíêöèè G(x) : Rn → R îïðåäå�

ëèì V (x) = supτ ExG(Xτ). Ïóñòü â òî÷êå b ôóíêöèè V è G ðàâíû (îïòèìàëüíàÿ

òî÷êà). Ïðåäñòàâèì äâå òåîðåìû, äàþùèå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ ïðèíöèïà ãëàä�

êîãî ñêëåèâàíèÿ ôóíêöèé V èG â òî÷êå b. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóëèðîâîê

íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèåé øêàëû ïðîöåññà X íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå s : Rn → R

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(a(x), s′(x)) +
1

2
trB(x)B∗(x)s′′(x) = 0.

Òàêîå ðåøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, íî íàì áóäåò äîñòàòî÷íî ñóùåñòâî�

âàíèÿ íàáîðà èç n ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì òåîðåìû. Ýòîò âåêòîð

ðåøåíèé ìû â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü S.

Êðîìå òîãî, ââåäåì â Rn òîïîëîãèþ W êàê ñèñòåìó ìíîæåñòâ W ñ óñëîâè�

åì: äëÿ ëþáîãî x ∈ W è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíòóðîâ γn, ñòÿãèâàþùèõñÿ ê x,

âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

lim
γn→x

Ex ||Xτ(γn) − x||I{Xτ(γn) ̸∈ W}
Ex ||Xτ(γn) − x||

= 0 (17)

(çäåñü è äàëåå ||·|| îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíóþ íîðìó â Rn). Ñïðàâåäëèâîñòü àêñèîì

òîïîëîãèè ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ. Òîïîëîãèÿ W ñîäåðæèò âñå ìíî�

æåñòâà îòêðûòûå â îáû÷íîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Rn. Ïðè n = 1 è äîâîëüíî

ñëàáûõ óñëîâèÿõ, íàëîæåííûõ íà ïðîöåññ, ýòà òîïîëîãèÿ ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé

òîïîëîãèåé ïðÿìîé, îäíàêî â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå îíà íåñêîëüêî áîãà÷å.

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü â òî÷êå b ôóíêöèè G è S äèôôåðåíöèðóåìû, ïðè�

÷¼ì ÿêîáèàí ôóíêöèè S îòëè÷åí îò íóëÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ V − G ÿâëÿåòñÿ â

òîïîëîãèè W áåñêîíå÷íî ìàëîé îòíîñèòåëüíî ||x− b|| ïðè x → b.

Èíûå óñëîâèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðèíöèïà ãëàäêîãî ñêëåèâàíèÿ äà¼ò ñëå�

äóþùàÿ òåîðåìà, â êîòîðîé ïðîöåññ (Xt)t>0 ìîæåò óæå áûòü ïðîèçâîëüíûì

ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì.
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Òåîðåìà 3.1.2. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå ïðèðàùåíèé ïðîöåññà X íå çàâèñèò

îò íà÷àëüíîé òî÷êè è òî÷êà b ðåãóëÿðíà äëÿ ìíîæåñòâà îñòàíîâêè D îò�

íîñèòåëüíî ïðîöåññà X. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ G äèôôåðåíöèðóåìà ïî

âñåì íàïðàâëåíèÿì è ìîäóëè å¼ ïðîèçâîäíûõ ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì îãðàíè÷å�

íû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ãðàíèöû. Òîãäà â òî÷êå b äèôôåðåíöèðóåìà ïî

âñåì íàïðàâëåíèÿì è ôóíêöèÿ V , ïðè÷¼ì å¼ ïðîèçâîäíûå ñîâïàäàþò ñ ïðîèç�

âîäíûìè ïî ñîîòâåòñòâóþùèì íàïðàâëåíèÿì ôóíêöèè G.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü òðåòüåé ãëàâû ïîñâÿùåíà õàðàêòåðèçàöèè ìíîæåñòâ îñòà�

íîâêè è ïðîäîëæåíèÿ íàáëþäåíèé â îáùåé çàäà÷å îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè âèäà

V (x) = inf
τ
Ex

G(Xτ) +

τ∫
0

F (Xu)du

 . (18)

Îáîçíà÷èì çà C̃T ìíîæåñòâî ïðîäîëæåíèÿ íàáëþäåíèé â çàäà÷å îïòèìàëüíîé

îñòàíîâêè (18), ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî ìîìåíòàì îñòàíîâêè íå ïðåâûøàþùèì

T . Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïðîöåññ ïðåäåë ýòîãî

ñåìåéñòâà ïðè T ↓ 0 åñòü C̃0+ = {LG+F < 0} ñ òî÷íîñòüþ äî ãðàíè÷íûõ òî÷åê,

ñåìåéñòâî C̃T íåïðåðûâíî ðàñò¼ò è â ïðåäåëå ïðè T → ∞ îáðàùàåòñÿ â ìíîæå�

ñòâî ïðîäîëæåíèÿ íàáëþäåíèé â èñõîäíîé çàäà÷å (18). Õîòÿ ñîîòâåòñòâóþùèå

óòâåðæäåíèÿ è ÿâëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ

ïåðâîé è âòîðîé ãëàâû, îíè âûíåñåíû îòäåëüíî â îáùåé ôîðìå, ïîçâîëÿþùåé

îõâàòèòü ìíîæåñòâî êîíêðåòíûõ ïðèìåíåíèé.

Ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [3, 4].

Àâòîð õîòåë áû âûðàçèòü ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðó�

êîâîäèòåëþ, àêàäåìèêó ÐÀÍ, ïðîôåññîðó Àëüáåðòó Íèêîëàåâè÷ó Øèðÿåâó çà

ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ìíîãîëåòíåå âíèìàíèå.
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