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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâèæåíèå íåêîòîðîé ñèñòåìû N d-ìåðíûõ ÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ ñè-

ñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ íåðàâíîâåñíîé

ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè ñëóæèò ýâîëþöèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå,

ïîðîæäàåìàÿ äàííîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îñîáåííîñòü çàäà÷ ñòàòèñòè-

÷åñêîé ìåõàíèêè îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ÷èñëî ÷àñòèö î÷åíü âåëèêî (N ∼ 1023). Â ðàâíîâåñíîé

ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ñïåöèàëüíîãî êëàññà èíâàðèàíòíûõ îòíîñè-

òåëüíî äèíàìèêè ìåð, îïðåäåëÿåìûõ ïîñòóëàòîì Ãèááñà1, êîòîðûé óòâåðæäàåò, ÷òî â ñî-

ñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ñ áîëüøèì ÷èñëîì ÷àñòèö îïèñûâàþòñÿ

ðàñïðåäåëåíèåì Ãèááñà. Äàííûé ïîñòóëàò ïîçâîëÿåò âûâîäèòü ìíîãèå ôèçè÷åñêèå çàêîíû,

â ÷àñòíîñòè, îáîñíîâàòü ðàâíîâåñíóþ òåðìîäèíàìèêó.

Îáøèðíóþ ÷àñòü ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè çàíèìàþò êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ïðåäíà-

çíà÷åííûå äëÿ ïðèáëèæåííîãî îïèñàíèÿ âðåìåííîé ýâîëþöèè ñèñòåìû â áîëåå ïðîñòûõ ïåðå-

ìåííûõ (íàïðèìåð, ìîìåíòíûå ôóíêöèè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû, ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ

âåëè÷èí). Çàäà÷à óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ óðàâíåíèÿìè, îïèñûâàþùè-

ìè äâèæåíèå áîëüøîé ñèñòåìû ÷àñòèö íàõîäèòñÿ ñðåäè îñíîâíûõ â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíè-

êè. Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò âíåñøèõ ñóùåñòâåííûé âêëàä â äàííóþ ïðîáëåìàòèêó ÿâëÿåòñÿ

ìîíîãðàôèÿ Áîãîëþáîâà 2.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, êëþ÷åâîé îñîáåííîñòüþ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ òî

îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ÷èñëî ÷àñòèö ñèñòåìû îãðîìíî. Ïîýòîìó âîçíèêàåò åñòåñòâåííîå æåëàíèå

ñòðîèòü âñþ òåîðèþ èçíà÷àëüíî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèñòåìà ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà

÷àñòèö. Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ìíîãèõ âîïðîñîâ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè ñ òî÷êè çðåíèÿ

"áåñêîíå÷íî÷àñòè÷íîãî"ïîäõîäà ìîæíî íàéòè â ðàáîòå 1 (íîìåð ñíîñêè).

Òðóäíåéøåé è äî ñèõ ïîð ïîëíîñòüþ íå ðåøåííîé çàäà÷åé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè ÿâëÿ-

åòñÿ ñõîäèìîñòü ê ðàâíîâåñíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Èñõîäÿ èç êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüö-

ìàíà åù¼ ñàì Áîëüöìàí â 1872 ã. äîêàçàë ñõîäèìîñòü èäåàëüíîãî ãàçà ê ðàñïðåäåëåíèþ Ìàêñ-

âåëëà ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé H-òåîðåìû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå

îñíîâû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû, òî ïðîáëåìà ñõîäèìîñòè äëÿ îá-

ùèõ ñèñòåì íå ïîääà¼òñÿ ìàòåìàòèêàì áîëåå ñòà ëåò. Â êíèãå Â. Â. Êîçëîâà3 ñîäåðæèòñÿ ðÿä

óòâåðæäåíèé è äîêàçàòåëüñòâ î ñõîäèìîñòè äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ìîäåëåé è ïðè ðàçëè÷íûõ

�ýðãîäè÷åñêèõ� ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ñèñòåìó. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî èçëîæåíèå ìíîãèõ âî-

ïðîñîâ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè â óêàçàííîé ðàáîòå ñîïðîâîæäàåòñÿ ãëóáîêèì èñòîðè÷åñêèì

îáçîðîì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ñ êâàäðàòè÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì.

Ïåðåéä¼ì ê òî÷íûì ôîðìóëèðîâêàì.
1Äîáðóøèí Ð. Ë., Ñèíàé ß. Ã., Ñóõîâ Þ. Ì., Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè è êèíåòè÷åñêèå

óðàâíåíèÿ. Ãë. 10. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû - 2, Èòîãè íàóêè è

òåõí. Ñåð. Ñîâðåì. ïðîáë. ìàò. Ôóíäàì. íàïðàâëåíèÿ, 2, ÂÈÍÈÒÈ, Ì., 1985, 235-284.
2Áîãîëþáîâ Í. Í., Ïðîáëåìû äèíàìè÷åñêîé òåîðèè â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå, Ì. - Ë.: ÎÃÈÇ, Ãñòåõèçäàò, 1946.
3Êîçëîâ Â. Â., Òåïëîâîå ðàâíîâåñèå ïî Ãèááñó è Ïóàíêàðå, Ìîñêâà-Èæåâñê, 2002.
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Ðàññìîòðèì ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñ N ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

L = R2N = {ψ =

(
q

p

)
: q = (q1, ..., qN)T , p = (p1, ..., pN)T ∈ RN},

ãäå T îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå, òàêèì îáðàçîâ ψ ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-ñòîëáöîì. Ââåä¼ì íà

L åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (ψ, ψ′)2 =
∑N

i=1(qiq
′
i + pip

′
i). L ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ

ñóììó

L = l
(q)
N ⊕ l

(p)
N (1)

îðòîãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ñ èíäóöèðîâàííûìè ñêàëÿðíûìè ïðî-

èçâåäåíèÿìè (q, q′)2 è (p, p′)2 ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì ãàìèëüòîíèàí (ýíåðãèþ) ôîðìóëîé:

H(ψ) =
1

2

N∑
i=1

p2
i +

1

2

∑
i,j

V (i, j)qiqj =
1

2
((p, p)2 + (q, V q)2) (2)

ãäå V = (V (i, j)) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ (N×N)-ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòà-

ìè. Ïîä ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòüþ ìàòðèöû V ïîíèìàåòñÿ, ÷òî V = V T è (V q, q)2 > 0

äëÿ âñåõ q ∈ RN , q 6= 0.

Ðàññìîòðèì íà L ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dqi
dt

=
∂H

∂pi
= pi (3)

dpi
dt

=− ∂H

∂qi
= −

N∑
j=1

V (i, j)qj (4)

ãäå i = 1, ..., N .

Äàííàÿ ñèñòåìà ïîðîæäàåò ïîòîê gt, t ∈ R (îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó äèôôåîìîð-

ôèçìîâ) íà L ïî îáû÷íîìó ïðàâèëó: gtψ åñòü ðåøåíèå ψ(t) ñèñòåìû (3)-(4) â ìîìåíò âðåìåíè

t, åñëè ψ(0) = ψ. Ïóñòü µ � ïðîèçâîëüíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâàõ

L. Îáîçíà÷èì µt, t ∈ R ïåðåíåñ¼ííóþ ìåðó ïîòîêîì gt:

µt(B) = µ
(
g−t(B)

)
äëÿ áîðåëåâñêîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊂ L. Âàæíåéøèì âîïðîñîì ïðè èçó÷åíèè ìíîãîêîìïî-

íåíòíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî gt âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Ïðè-

âåä¼ì ïðèìåðû èíâàðèàíòíûõ ìåð:

1. dψ = dqdp � ìåðà Ëåáåãà (íå âåðîÿòíîñòíàÿ, íî èãðàþùàÿ êëþ÷åâóþ ðîëü). Èíâàðèàíò-

íîñòü dψ ñóòü êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ î ñîõðàíåíèè ôàçîâîãî îáú¼ìà.

2. dµ(G) = 1
Z

exp (−βH(ψ)) dψ, β > 0 � ìåðà Ãèááñà. Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó êâàäðàòè÷íîñòè

íàøåãî ãàìèëüòîíèàíà, ìåðà Ãèááñà îïðåäåëÿåò ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé âåêòîð, à åãî

êîâàðèàöèÿ â (2× 2)-áëî÷íîé ôîðìå, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçëîæåíèþ (1), èìååò âèä:

CG,β = β−1

(
V −1 0

0 E

)
(5)

3. dµ(k) = 1
Z

exp (−βHk(ψ)) dψ, β > 0, k = 1, 2, . . ., ãäå ââåäåíû êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè:

Hk(ψ) =
1

2

(
(p, V k−1p)2 + (q, V kq)2

)
.
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Îòìåòèì, ÷òî ìåðû èç ïóíêòîâ 1 è 2 ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè äëÿ ëþáûõ ãàìèëüòîíîâûõ

ñèñòåì, íåîáÿçàòåëüíî ëèíåéíûõ.

Âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ê èíâàðèàíòíîé ìåðå ÿâëÿåòñÿ íå ìåíåå âàæíûì, ÷åì îïèñàíèå ñà-

ìèõ èíâàðèàíòíûõ ìåð. Äëÿ ëþáîé òî÷êè ψ ∈ L, çàìûêàíèå îðáèòû {gt(ψ), t ∈ R} = Mψ

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ãîìåîìîðôíûì òîðó4, ïðè÷¼ì

dim(Mψ) 6 N.

Ïîýòîìó, íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîé èíâàðèàíòíîé ìåðû, ê êîòîðîé áûëà áû ñõîäèìîñòü. Àðãó-

ìåíòû ÊÀÌ òåîðèè5 ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ìàëûõ íåëèíåéíûõ âîçìóùåíèÿõ íàøåé ñèñòåìû,

�ïî÷òè âñåãäà� èíâàðèàíòíûå òîðû îñòàíóòñÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû ñî

ñõîäèìîñòüþ ê èíâàðèàíòíîé ìåðå ñîõðàíÿþòñÿ è äëÿ òàêèõ ñèñòåì.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü, êîòîðàÿ ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äîëæ-

íà èìåòü ìåñòî, åñëè å¼ íå ìîæåò áûòü èñõîäÿ èç ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè? Çàìåòèì, ÷òî

áîëüøèíñòâî ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì íå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè � âñåãäà åñòü âçàèìîäåéñòâèå ñ

"âíåøíèì ìèðîì". Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîáëåìà ñõîäèìîñòè ê ðàâíîâåñíîìó ðàñïðåäåëåíèþ

èçó÷àåòñÿ ïðè óñëîâèè íàëè÷èÿ ïîäîáíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî åñëè íàøà

ñèñòåìà êîíòàêòèðóåò ñ îêðóæàþùèì ìèðîì ñîâñåì �ìàëûì� è ñëó÷àéíûì îáðàçîì, òîãäà

ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìîñòè

ê ðàâíîâåñèþ. Êðîìå òîãî, áóäóò îïèñàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì

ïðåäåëå íå ñìîæåò îïèñàòü òàêèå ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà âåùåñòâ êàê òåðìè÷åñêîå ðàñøèðåíèå6

è çàêîí Ôóðüå î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà7. Òåì íå ìåíåå, ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî

îïèñàíèÿ ñõîäèìîñòè ê ðàâíîâåñèþ, äàííàÿ ìîäåëü âèäèòñÿ ãëóáîêîé è èíòåðåñíîé.

Ïîäõîä ê îáîñíîâàíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà, îñíîâàííûé íà âçàèìîäåéñòâèè ñ âíåøíåé

ñðåäîé íå ÿâëÿåòñÿ íîâûì äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðà-

áîò íà äàííóþ òåìó. Îäíîé èç ïåðâûõ ñòàòåé ïîñâÿùåííûõ ýòîìó âîïðîñó ìîæíî ñ÷èòàòü
8. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ñòîëêíîâåíèé � ÷àñòèöû ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé

ãàìèëüòîíîâîé äèíàìèêîé ñ ýíåðãèåé Hs(ψ), èñïûòûâàþò ñëó÷àéíûå �ñîóäàðåíèÿ� ñ âíåø-

íåé ñðåäîé. Ïðîìåæóòêè âðåìåíè ìåæäó ñîóäàðåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè

âåëè÷èíàìè. Ïðè ñîóäàðåíèè âåðîÿòíîñòü ïåðåìåñòèòüñÿ èç òî÷êè ψ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

L â òî÷êó ψ′ ðàâíà K(ψ′, ψ), ãäå K âåðîÿòíîñòíîå ÿäðî. Îáîçíà÷èì µ(ψ, t) ïëîòíîñòü âå-

ðîÿòíîñòíîé ìåðû, ñîîòâåòñòâóþùåé ðåøåíèþ ψ(t) â ìîìåíò âðåìåíè t. Òîãäà ïëîòíîñòü µ

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

∂µ(ψ, t)

∂t
+ {µ(ψ, t), Hs(ψ)} =

∫
L

[K(ψ, ψ′)µ(ψ′, t)−K(ψ′, ψ)µ(ψ, t)]dψ′, (6)

ãäå {, } � ñêîáêà Ïóàññîíà. Àâòîðû èçó÷àþò âîïðîñ ñõîäèìîñòè ê ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ

è ñâîéñòâà ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, â çàâèñèìîñòè îò ÿäðà K.
4Ñàìîéëåíêî À., Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ìíîãî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé. Èíâàðèàíòíûå òîðû, Íàóêà,

Ìîñêâà, 1987.
5Àðíîëüä Â., Ìàëûå çíàìåíàòåëè è ïðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ â êëàññè÷åñêîé è íåáåñíîé ìåõàíèêå,

Óñïåõè Ìàò. Íàóê, ò. 18, 6, 1963
6Malyshev V., One-dimensional mechanical networks and crystals, Mosc. Math. J., v.6, 2, 2006, 353 � 358.
7Rieder Z., Lebowitz J., Lieb E., Properties of a Harmonic Crystal in a Stationary Nonequilibrium State, Journ. Math.

Phys., v. 8, 5, 1967.
8Lebowitz J., Bergmann P., Irreversible Gibbsian Ensembles, Annals of Phys., v. 1, 1957, 1 � 23.
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Óðàâíåíèå (6) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì, ÷òî â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàòðóä-

íÿåò àíàëèç ýðãîäè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ìíîãèå àâòîðû îïðåäåëÿþò âçàèìîäåé-

ñòâèå ñ âíåøíåé ñðåäîé äðóãèì ñïîñîáîì, îòëè÷íûì îò ìîäåëè ñòîëêíîâåíèé. Â ðàáîòå 9

ðàññìîòðåíà ìîäåëü îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî êðèñòàëëà. Âçàèìîäåéñòâèå ñ âíåøíåé ñðå-

äîé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïî êðàÿì êðèñòàëëà äåéñòâóþò íåçàâèñèìûå áåëûå

øóìû, âîîáùå ãîâîðÿ, ñ ðàçëè÷íîé äèñïåðñèåé. Äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ê ñòàöèîíàðíîìó

ðàñïðåäåëåíèþ. Â ñëó÷àå, åñëè äèñïåðñèè áåëûõ øóìîâ ðàçëè÷àþòñÿ, òî ñòàöèîíàðíîå ðå-

øåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì, ò.å. â ñèñòåìå èìååòñÿ ïîòîê òåïëà. Â ñâÿçè ñ ýòèì, àâòîðû

èçó÷àþò òåìïåðàòóðíûé ïðîôèëü è ïîòîê òåïëà â öåïî÷êè ïðè ñòàöèîíàðíîì ðàñïðåäåëåíèè

â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå N → ∞. Íåìíîãî ìåíüøå, ÷åì 40 ëåò, ïîÿâëÿåòñÿ ñòàòüÿ 10,

ïîñâÿùåííàÿ îáîáùåíèþ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû 9 (íîìåð ñíîñêè) íà ñëó÷àé, êîãäà áåëûå øó-

ìû ìîãóò äåéñòâîâàòü âî âñå ÷àñòèöû êðèñòàëëà, è íà ñëó÷àé ìíîãîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî

êðèñòàëëà.

Â ðàññìîòðåííûõ ñòàòüÿõ èçó÷àëèñü ìîäåëè, â êîòîðûõ íå ó÷èòûâàëîñü âëèÿíèå îñíîâíîé

ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû íà âíåøíþþ ñðåäó. Èìååòñÿ ìíîãî ðàáîò ïðèíèìàþùèõ âî âíèìàíèå

ýòî âëèÿíèå. Íàïðèìåð, â 11 ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ëèíåéíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, c

ìàòðèöåé âçàèìîäåéñòâèé V , ñî ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïðîèíäåêñèðîâàííûìè öåëûìè ÷èñëàìè.

Çàôèêñèðóåì äâà öåëûõ ÷èñëà ML < MR. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-

íè ÷àñòèöû ñ èíäåêñàìè k < ML èìåþò ãèááñîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ òåìïåðàòóðîé β−1
L è

íåçàâèñèìî îò íèõ ÷àñòèöû ñ èíäåêñàìè k > MR òàêæå èìåþò ãèááñîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ

òåìïåðàòóðîé β−1
R . Â óêàçàííîé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ íà ìàòðèöó

V , äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ρ ÷àñòèö ñ èíäåêñàìè k ∈ [ML,MR], ðàñïðåäåëå-

íèå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé áåñêîíå÷íîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó

ãàóññîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ, íå çàâèñÿùåìó îò ρ. Êðîìå òîãî, åñëè βL = βR, òî ïðåäåëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå áóäåò ãèááñîâñêèì.

Îïèøåì îñíîâíóþ ìîäåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû. Âûäåëèì 1 ≤ m ≤ N ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé

ñâîáîäû

Λ(m) = {n1, ..., nm} ⊂ Λ = {1, ..., N},m ≥ 1,

Ìíîæåñòâî Λ(m) ìû áóäåì íàçûâàòü ãðàíèöåé Λ. Îáîçíà÷èì |Λ(m)| = m. Îïðåäåëèì ãðàíè÷-

íóþ ìàòðèöó b = (bij) ïîðÿäêà N ×m:

bij =

1, i ∈ Λ(m) è i = nj,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
.

Ðàññìîòðèì äèíàìèêó, îïðåäåëÿåìóþ ñèñòåìîé 2N ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
9Rieder Z., Lebowitz J., Lieb E., Properties of a Harmonic Crystal in a Stationary Nonequilibrium State, Journ. Math.

Phys., v. 8, 5, 1967.
10Bonetto F., Lebowitz J., Lukkarinen J., Fourier's Law for a Harmonic Crystal with Self-Consistent Stochastic Reservoirs,

Jour. of Stat. Phys., v. 116, 2004.
11Spohn H., Lebowitz J., Stationary Non-Equilibrium States of In�nite Harmonic Systems, Comm. Math. Phys., v. 54,

1977, 97 � 120.
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óðàâíåíèé

dqi
dt

= pi (7)

dpi
dt

= −
N∑
j=1

V (i, j)qj − αδ(m)
i pi +

m∑
j=1

bijf
(j)
t (8)

ãäå i = 1, ..., N , V = (V (i, j)) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ (N × N)-ìàòðèöà ñ âåùåñòâåí-

íûìè ýëåìåíòàìè, δ(m)
i = 1 ïðè i ∈ Λ(m) è δ

(m)
i = 0 ïðè i /∈ Λ(m). Ôóíêöèè f

(1)
t . . . , f

(m)
t

� íåçàâèñèìûå êîïèè íåêîòîðîãî âåùåñòâåííîçíà÷íîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ft. Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî òîëüêî ñòåïåíè ñâîáîäû èç âûäåëåííîãî ìíîæåñòâà Λ(m) ïîäâåðãàþòñÿ äèññèïàöèè

(îïðåäåëÿåìîé ìíîæèòåëåì α > 0) è âíåøíèì ñèëàì.

Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ

Öåëüþ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ýðãîäè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû (7)-(8) â çàâèñèìîñòè îò ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ft, ìàòðèöû âçàèìîäåéñòâèé V è ãðàíèöû

Λ(m). Êðîìå òîãî, ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðè t→∞),

â ñëó÷àå åãî ñóùåñòâîâàíèÿ, ïðè òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå, ò.å. ïðè N →∞.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Ââåäåíî ïîíÿòèå äèññèïàòèâíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L− è èçó÷åíû åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà.

Â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíà îöåíêà ñðåäíåé ðàçìåðíîñòè äèññèïàòèâíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà

äëÿ îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî êðèñòàëëà, åñëèm = 1 è ãðàíèöà âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî

è ðàâíîâåðîÿòíî.

2. Â ñëó÷àå, åñëè ft = σẇt, σ > 0 � áåëûé øóì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîåêöèÿ ðåøåíèÿ ñè-

ñòåìû (7)-(8) íà äèññèïàòèâíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñõîäèòñÿ ïðè t→∞ ïî ðàñïðåäåëåíèþ

ê "îãðàíè÷åíèþ"ãèááñîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà L−, ñ òåìïåðàòóðîé, çàâèñÿùåé îò äèñ-

ïåðñèè áåëîãî øóìà σ2 è ïàðàìåòðà äèññèïàöèè α. Óñòàíîâëåí ëèíåéíûé ðîñò ýíåðãèè

ëþáîé ñòåïåíè ñâîáîäû, åñëè α = 0.

3. Åñëè ft ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîçíà÷íûì ñòàöèîíàðíûì (â øèðîêîì ñìûñëå) öåíòðèðîâàí-

íûì ãàóññîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì íåïðåðûâíûì â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì, ñ àá-

ñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé, òî äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïðè t→∞
ïî ðàñïðåäåëåíèþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7)-(8) äëÿ ïî÷òè âñåõ ìàòðèö âçàèìîäåéñòâèé V ê

ãàóññîâñêîìó âåêòîðó ξN ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Óñòàíîâëåíû òàêèå ñâîéñòâà ïðåäåëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ êàê: îòñóòñòâèå êîððåëÿöèé ìåæäó ñêîðîñòÿìè è êîîðäèíàòàìè, íàëè-

÷èå íåíóëåâîé êîâàðèàöèè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè äëÿ "ïî÷òè âñåõ" ñëó÷àéíûõ

ïðîöåññîâ ft èç óêàçàííîãî êëàññà. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ξN ïðè

N → ∞. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè N → ∞ ìàòðèöó êîâàðèàöèé âåêòîðà ξN ìîæíî îòîæäå-

ñòâèòü, â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå, ñî ñëåäóþùåé ìàòðèöåé:

CV =
π

α

(
a(
√
V )V −1 0

0 a(
√
V )

)
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ãäå
√
V - åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü èç ìàòðèöû V , a - ñïåêòðàëüíàÿ ïëîò-

íîñòü ïðîöåññà ft.

4. Äëÿ ýðãîäè÷åñêèõ ñ÷¼òíûõ ìàðêîâñêèõ öåïåé ïîëó÷åíà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà ñðåäíåãî

âðåìåíè äîñòèæåíèÿ äàë¼êîé òî÷êè, âûðàæåííàÿ â òåðìèíàõ èíâàðèàíòíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ è ôóíêöèè Ëÿïóíîâà öåïè. Èçó÷åíà òî÷íîñòü ïîëó÷åííîé îöåíêè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, à

òàêæå ìåòîäû òåîðèè ìàòðèö è ëèíåéíîé àëãåáðû.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû

â îáëàñòè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà:

• Áîëüøîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïîä

ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ, ïðîô. À.Í. Øèðÿåâà (Ìîñêâà, 2013 ã.),

• Ãîðîäñêîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ÏÎÌÈ (Ñàíêò-

Ïåòåðáóðã, 2013),

• Ñåìèíàðå Äîáðóøèíñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëàáîðàòîðèè ÈÏÏÈ ÐÀÍ (Ìîñêâà, 2012),

• ñåìèíàðå �Ìíîãîêîìïîíåíòíûå ñëó÷àéíûå ñèñòåìû è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ëàáîðà-

òîðèè áîëüøèõ ñëó÷àéíûõ ñèñòåì, ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà (2011 - 2013, íåîäíî-

êðàòíî).

• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ �Ëîìîíîñîâ� â

ÌÃÓ (Ìîñêâà, 2013),

Ïóáëèêàöèè

Ïîëíûé ñïèñîê îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè ïðèâåä¼í â êîíöå

àâòîðåôåðàòà. ×åòûðå ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ïÿòè ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ïîëíûé îáú¼ì 105 ñòðàíèö èç

íèõ 4 ñòðàíèöû çàíèìàåò ñïèñîê ëèòåðàòóðû (49 íàèìåíîâàíèé).
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ãëàâà 1 - Ââåäåíèå.

Âî ââåäåíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè è äàí êðàòêèé îáçîð

èíûõ ìîäåëåé è ïîäõîäîâ íàèáîëåå áëèçêèõ ê íàñòîÿùåìó èññëåäîâàíèþ, ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-

íûå îïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ.

Ìû áóäåì â îñíîâíîì ïîëüçîâàòüñÿ ìàòðè÷íîé çàïèñüþ ñèñòåìû (7)-(8). Äëÿ ýòîãî çà-

ôèêñèðóåì îáîçíà÷åíèÿ. Îïðåäåëèì áëî÷íóþ ìàòðèöó A ïîðÿäêà (2N)× (2N) ïî ôîðìóëå

A =

(
0 E

−V −αD

)
(9)

ãäå E - åäèíè÷íàÿ (N×N)-ìàòðèöà, D äèàãîíàëüíàÿ (N×N)-ìàòðèöà ñ Dk,k = 1, k ∈ Λ(m) è

Dk,k = 0, k /∈ Λ(m). Òîãäà ñèñòåìà (7)-(8) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì ìàòðè÷íîì âèäå:

ψ̇ = Aψ +BFt, ψ ∈ L, (10)

ãäå (2N)×m áëî÷íàÿ ìàòðèöà B îïðåäåëåíà ôîðìóëîé

B =

(
0

b

)

è m-ìåðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Ft = (f
(1)
t , . . . , f

(m)
t )T . Ñîãëàñíî ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè

ìîäåëè, ñëó÷àéíûé âåêòîð BFt ìû áóäåì èíîãäà íàçûâàòü âíåøíåé ñèëîé.

Êëàññû ñëó÷àéíûõ âíåøíèõ ñèë.

Åñëè ft = σẇt, òî ïîä ðåøåíèåì ψ(t) óðàâíåíèÿ (10) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ψ(0) ∈ L

ïîíèìàåòñÿ ñèëüíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé Èòî, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé:

ψ(t) = σ

∫ t

0

e(t−s)A B dWs + etAψ(0),

ãäå (W
(1)
s , . . . ,W

(m)
s )T � ñòàíäàðòíîå m-ìåðíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Âåùåñòâåííîçíà÷íûé ñòàöèîíàðíûé (â øèðîêîì ñìûñëå) öåíòðèðîâàí-

íûé ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íåïðåðûâíûé â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì, ñ àáñîëþòíî

èíòåãðèðóåìîé êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé ìû áóäåì íàçûâàòü SG-ïðîöåññîì.

Åñëè âíåøíÿÿ ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ SG ïðîöåññîì ft, òîãäà ðåøåíèå ψ(t) óðàâíåíèÿ (10) c

íà÷àëüíûì óñëîâèåì ψ(0) ∈ L çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé:

ψ(t) =

∫ t

0

e(t−s)ABFs ds+ etAψ(0),

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå.
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Äëÿ SG-ïðîöåññà ft áóäåì îáîçíà÷àòü Cf (t) = E{ft+sfs} êîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ. Èíî-

ãäà ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Cf ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Øâàðöà S. Òîãäà è ñïåê-

òðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïðîöåññà

a(λ) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e−itλCf (t) dt.

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó S.

Ââåä¼ì ïîäìíîæåñòâî S+ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå S. Çà-

äàäèì íà S+ åñòåñòâåííóþ òîïîëîãèþ îãðàíè÷åíèÿ òîïîëîãèè èç S (îòêðûòûå ìíîæåñòâà â

S+ èìåþò âèä U ∩ S+, ãäå U îòêðûòî â S). Ìû áóäåì ãîâîðèòü ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî âû-

ïîëíÿåòñÿ ïî÷òè äëÿ âñåõ Cf èç êëàññà S+, åñëè ìíîæåñòâî, ãäå îíî âûïîëíÿåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ

îòêðûòûì è âñþäó ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì â S+.

Êëàññû ãàìèëüòîíèàíîâ

Äëÿ ëþáîãî N îïðåäåëèì HN êàê êëàññ âñåõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ìàòðèö íàä

ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïîðÿäêà N . Ëþáîé ýëåìåíò V ∈ HN çàäà¼ò ãàìèëüòîíèàí âèäà

(2), ïîýòîìó èíîãäà (åñëè ýòî íå âûçûâàåò ïðîòèâîðå÷èé) ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ìàòðèöó

âçàèìîäåéñòâèé V è ñîîòâåòñòâóþùèé åé ãàìèëüòîíèàí.

Îïðåäåëåíèå 2. Íåíàïðàâëåííûé ãðàô Γ = ΓN ñ N âåðøèíàìè i = 1, ..., N áóäåì íàçûâàòü

äîïóñòèìûì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Γ ñâÿçåí;

2. êàæäóþ ïàðó âåðøèí (i, j) ñîåäèíÿåò íå áîëåå îäíîãî ðåáðà;

3. âñå ïàðû (i, i) ÿâëÿþòñÿ ðåáðàìè Γ.

Çàôèêñèðóåì äîïóñòèìûé ãðàô Γ ñ N âåðøèíàìè. Ïóñòü HΓ - ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííûõ V òàêèõ ÷òî V (i, j) = 0, åñëè (i, j) íå ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì Γ. Çàìåòèì, ÷òî HN =

HΓ â ñëó÷àå ïîëíîãî ãðàôà Γ ñ N âåðøèíàìè. Â ÷àñòíîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ãðàô

Γ = Γ(d,Λ) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí - êóáîì d-ìåðíîé ðåøåòêè

Λ = Λ(M) = {(x1, ..., xd) ∈ Zd : |xi| ≤M, i = 1, ..., d} ⊂ Zd

è ðåáðàìè (i, j), |i− j| ≤ 1.

Îïðåäåëåíèå 3. Îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà L

L− = L−(V ) = {ψ ∈ L : H(etAψ)→ 0, t→∞} ⊂ L,

ãäå ãàìèëüòîíèàí H îïðåäåë¼í â (2) ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû V ∈ HΓ.

Áóäåì íàçûâàòü L− äèññèïàòèâíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.
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Ãëàâà 2 - Íåîáõîäèìûå òåõíè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èç òåîðèè ñëó÷àéíûõ

ïðîöåññîâ.

Â ãëàâå 2 ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå êîíñòðóêöèè è ðåçóëüòàòû èç òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðî-

öåññîâ. Â ñâÿçè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñõîäèìîñòè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ äà¼òñÿ íåáîëüøîé îáçîð

ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ê èññëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ

àïïàðàòà ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ê èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ, â äàííîé ãëàâå

òàêæå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ñâÿçàííûå ñî ñðåäíåì âðåìåíåì äîñòèæåíèÿ �äàë¼êîé� òî÷êè äëÿ

ñ÷¼òíîé ìàðêîâñêîé öåïè. À èìåííî, ïóñòü ξt � îäíîðîäíàÿ ïî âðåìåíè ìàðêîâñêàÿ öåïü c

äèñêðåòíûì âðåìåíåì è ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé S. Äëÿ òî÷êè x ∈ S è ìíîæåñòâà

V ⊂ S ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

τx,V = min{t > 0 : ξt ∈ V |ξ0 = x},
mx,V = Eτx,V

� ñðåäíåå âðåìÿ äâèæåíèÿ èç ñîñòîÿíèÿ x â ìíîæåñòâî V . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàøà

öåïü ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé.

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèþ L : S → R>0 áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà öåïè ξt, åñëè

íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî AL ⊂ S òàêîå, ÷òî

E{L(ξt+1)− L(ξt)|ξt = x} 6 −1, ∀x /∈ AL,
E{L(ξt+1)|ξt = x} <∞, ∀x ∈ AL.

Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà öåïè ξt îáîçíà÷èì Σ. Â ñèëó êðèòåðèÿ Ôîñòåðà Σ 6= ∅.
Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå 0 ∈ S.

Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè L ∈ Σ íàéäóòñÿ a > 0, b > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

x ∈ S âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

mx,x − L(x)− a 6 m0,x 6 bL(x)mx,x.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç πx ñòàöèîíàðíóþ ìåðó òî÷êè x, òî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëómx,x = 1/πx,

ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

1

πx
− L(x)− a 6 m0,x 6 b

L(x)

πx
.

Â ðàáîòå ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû, èç êîòîðûõ ñëåäóåò,

÷òî äàííûå îöåíêè íå ìîãóò áûòü óëó÷øåíû áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î öåïè ξt.

Ãëàâà 3 - Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì äëÿ îäíîðîäíîé ãàìèëüòîíîâîé ñè-

ñòåìû.

Â òðåòüå ãëàâå äîêàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (10) ïðè Ft ≡ 0, ò.å.

ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ

ψ̇ = Aψ, ψ ∈ L (11)

Îáîçíà÷èì ei - N -âåêòîðà-ñòîëáöû ñî âñåìè íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè, êðîìå i-îé, ðàâíîé

åäèíèöå. Òðåòüÿ ãëàâà ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
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Óòâåðæäåíèå 6. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

1. L− ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì L;

2. L− = {

(
q

p

)
∈ L : q ∈ lV , p ∈ lV }, ãäå lV - ïîäïðîñòðàíñòâî RN , ïîðîæäåííîå

âåêòîðàìè V kei, i ∈ Λ(m); k = 0, 1, . . ..

3. L− è åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L0 = L⊥−, èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà

A;

4. L0 = {ψ ∈ L : d
dt
H(etAψ) = 0, ∀t > 0}.

Ïóñòü H
(+)
Γ îáîçíà÷àåò ïîäìíîæåñòâî HΓ, ñîñòîÿùåå èç ìàòðèö âçàèìîäåéñòâèé V , äëÿ

êîòîðûõ L−(V ) = L. Â òðåòüåé ãëàâå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 7. Äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ ãðàôîâ Γ ìíîæåñòâî H
(+)
Γ îòêðûòî è âñþäó ïëîò-

íî â HΓ.

Äàëåå â äàííîé ãëàâå äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû, ñâÿçàííûå ñ âû÷èñëåíèåì è îöåíêîé ðàç-

ìåðíîñòè äèññèïàòèâíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, äëÿ äâóõ ïðèìåðîâ ãàìèëüòîíèàíîâ: îäíîìåðíî-

ãî ãàðìîíè÷åñêîãî êðèñòàëëà (èíòåðâàë) è îêðóæíîñòè. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî â ñèëó

óòâåðæäåíèÿ 6 äëÿ ëþáîé ìàòðèöû âçàèìîäåéñòâèé V ∈ HΓ, ãäå Γ ïðîèçâîëüíûé äîïóñòè-

ìûé ãðàô ñ N âåðøèíàìè, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

dim(L−(V )) = 2N − dim(L0(V )).

Ïîýòîìó, ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ dim(L−(V )) ðàâíîñèëüíà íàõîæäåíèþ dim(L0(V )).

Èíòåðâàë.

Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé:

H = HI =
1

2

N∑
k=1

p2
k +

ω0

2

N∑
k=1

q2
k +

ω1

2

N∑
k=2

(qk − qk−1)2, (12)

ãäå ω0, ω1 > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ(m) = {n1, . . . , nm} äëÿ íåêîòîðûõ n1, . . . , nm ∈ {1, . . . , N}.
Îáîçíà÷èì (a1, a2, . . . , am) íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, . . . , am. Â

òðåòüå ãëàâå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 8. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

dim(L0) = (N, 2n1 − 1, . . . , 2nm − 1)− 1.

Âèäíî, ÷òî ïðè m > 1 íàëè÷èå äâóõ èíäåêñîâ ni è nj, äëÿ êîòîðûõ

|ni−nj| = 1, ãàðàíòèðóåò, ÷òî dim(L0) = 0. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé m = 1. Îáîçíà÷èì

äëÿ êðàòêîñòè n1 = n, ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïîäïðîñòðàíñòâî L0 îáîçíà÷èì L0(n). Â ñèëó

ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû:

dim(L0(n)) = (N, 2n− 1)− 1.
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Åñëè ÷èñëî N = 2r, r > 0 ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè, òî èç ôîðìóëû âèäíî, ÷òî dim(L0) = 0

äëÿ âñåõ n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè N = 2r + 1, n = r + 1, òîãäà dim(L0) = 2r = N − 1

� ïî÷òè ïîëîâèíà ðàçìåðíîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Äàííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî

ðàçìåðíîñòü L0 ÿâëÿåòñÿ î÷åíü íå ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé îò n è N . Â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé

ñõîäèìîñòè ê ðàñïðåäåëåíèþ Ãèááñà èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:

dN(n) =
dim(L0(n))

2N
.

Îòíîñèòåëüíî ââåä¼ííîãî ÷èñëà dN(n), â òðåòüå ãëàâå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü èíäåêñ n = 1, . . . , N âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî, ò.å.

P{n = k} =
1

N

äëÿ âñåõ k = 1, . . . , N è ãàìèëüòîíèàí îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (12), òîãäà ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. äëÿ âñåõ ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ

E{dN(n)} = O(N−1+ε).

2. Äëÿ âñåõ M > 1 âåðíî ∑
N6M

E{dN(n)} = O(log2(M)).

Îêðóæíîñòü.

Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé:

H =
1

2

N∑
k=1

p2
k +

ω0

2

N∑
k=1

q2
k +

ω1

2

N∑
k=2

(qk − qk−1)2 +
ω1

2
(q1 − qN)2,

ãäå ω0, ω1 > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ(m) = {n1, . . . , nm} äëÿ íåêîòîðûõ
n1, . . . , nm ∈ {1, . . . , N}. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ââåä¼ííîãî ãàìèëüòîíèàíà òàêæå óäà¼òñÿ ÿâíî
âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòü L0. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà â òðåòüå ãëàâå.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü d > 0 îáîçíà÷àåò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë âèäà nx−ny, x, y ∈
{1, . . . ,m} (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî d = 0, åñëè m = 1). Ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

1. Åñëè N
(N,d)

ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì ÷èñëîì, òîãäà

dim(L0) = 2((N, d)− 1).

2. Ïóñòü N
(N,d)

ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì ÷èñëîì. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ:

(a) Åñëè N = 2r, r > 1, òîãäà

dim(L0) = (N, d)− 2.

(b) Åñëè N = 2r + 1 r > 1, òîãäà

dim(L0) = (N, d)− 1.

Â äàííîì ñëó÷àå, êàê è äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (12), âèäíî, ÷òî ïðè m > 1 íàëè÷èå äâóõ

èíäåêñîâ ni è nj, äëÿ êîòîðûõ |ni − nj| = 1, âëå÷¼ò ðàâåíñòâî dim(L0) = 0.
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Ãëàâà 4 - Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì äëÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ äèñ-

ñèïàöèåé è âîçäåéñòâèåì áåëûì øóìîì.

×åòâ¼ðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèé îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (10), ãäå

Ft îïðåäåëÿåòñÿ áåëûì øóìîì, ò.å. ïðè ft = σẇt, σ > 0. Ââèäó óòâåðæäåíèÿ 6 ëþáîé íà-

÷àëüíûé âåêòîð ψ(0) ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå:

ψ(0) = ψ0 + ψ−, ψ0 ∈ L0, ψ− ∈ L−.

Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10) ñ íà÷àëüíûì âåêòîðîì ψ(0) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ψ(t) = ψ(0)(t) + ψ(−)(t),

ãäå ôóíêöèè ψ(0)(t), ψ(−)(t) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì:

ψ̇(0)(t) = Aψ(0)(t), dψ(−)(t) = Aψ(−)(t) dt+ σB dWt (13)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ψ(0)(0) = ψ0 è ψ(−)(0) = ψ− ñîîòâåòñòâåííî, ïîñêîëüêó ñóììà ýòèõ

óðàâíåíèé äàåò óðàâíåíèå (10). Â ãëàâå 4 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 11. Äëÿ âñåõ t ∈ [0,∞) èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

ψ(0)(t) ∈ L0, ψ(−)(t) ∈ L−

Èç óðàâíåíèé (13) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ψ(0)(t) ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé, ïðè÷¼ì, â

ñèëó óòâåðæäåíèÿ 6, ýíåðãèÿ ðåøåíèÿ ψ(0)(t) íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, î ñõîäè-

ìîñòè ê èíâàðèàíòíîé ìåðå äëÿ ψ(0)(t) íå èìååò ñìûñëà ãîâîðèòü (ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ÷òî è

äëÿ ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ψ(−)(t) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ãàóñ-

ñîâñêèì ïðîöåññîì. Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, îïèñûâàþùàÿ

ñâîéñòâà ïðîöåññà ψ(−)(t)

Òåîðåìà 12. Äëÿ ëþáîãî ψ(0) èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ

ψ(−)(t) −−−→
t→∞

ξ,

ãäå ξ ∈ L−, à åãî ðàñïðåäåëåíèå àáñîëþòíî íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà íà L−
(îïðåäåë¼ííîé åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé) è çàäà¼òñÿ ïëîòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåðû

pξ(ψ) =
1

Z
exp

(
−2α

σ2
H(ψ)

)
, ψ ∈ L−.

Ïðåäåë ñðåäíåé ýíåðãèè èìååò ñëåäóþùèé ÿâíûé âèä:

lim
t→+∞

E{H(ψ(−)(t))} =
σ2

2α
dimL−.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàêóþ ðîëü â ñõîäèìîñòè èãðàåò äèññèïàöèÿ? Íåëüçÿ ëè

îò íå¼ îòêàçàòüñÿ, íå ïîâëèÿâ íà ñõîäèìîñòü? Â ãëàâå 4 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå α = 0

ýíåðãèÿ ëþáîé ÷àñòèöû â ñèñòåìå ëèíåéíî ðàñò¼ò ñ ðîñòîì t. Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìó. Ïóñòü ψ = (q, p)T ∈ L, äëÿ i = 1, . . . , N îáîçíà÷èì

Ti(ψ) =
1

2
p2
i , Ui(ψ) =

1

2

N∑
j=1

V (i, j)qiqj

êèíåòè÷åñêóþ è ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ i-îé ñòåïåíè ñâîáîäû. Çàôèê-

ñèðóåì äîïóñòèìûé ãðàô Γ ñ N âåðøèíàìè.
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Îïðåäåëåíèå 13. Ìàòðèöó âçàèìîäåéñòâèé V ∈ HΓ áóäåì íàçûâàòü íåïðèâîäèìîé, åñëè

äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí i, j ãðàôà Γ ñóùåñòâóåò n > 0, òàêîé, ÷òî (V n)(i, j) 6= 0.

Óòâåðæäåíèå 14. Ïóñòü V ∈ HΓ � íåïðèâîäèìàÿ ìàòðèöà âçàèìîäåéñòâèé. Åñëè α = 0,

òîãäà äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ψ(0) è äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

lim
t→∞

E{Ti(ψ(t)}
t

= ci > 0, lim
t→∞

E{Ui(ψ(t)}
t

= ci > 0,

äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò c1, . . . , cN , íå çàâèñÿùèõ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Òàêæå â äàííîé ãëàâå óñòàíàâëèâàåòñÿ òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè ìàòðèöû êîâà-

ðèàöèé ïðîöåññà ψ(t) â ñëó÷àå, åñëè L− = L. Îáîçíà÷èì CG = CG,2α, ãäå ìàòðèöà CG,β
îïðåäåëåíà â ôîðìóëå (5). Ââåä¼ì ìàòðèöó êîâàðèàöèé ïðîöåññà ψ(t):

Cψ(t+ s, t) = E{(ψ(t+ s)− E{ψ(t+ s)}) (ψ(t)− E{ψ(t)})T}. (14)

Òåîðåìà 15. Ïóñòü V ∈ H+
Γ äëÿ íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî ãðàôà Γ ñ N âåðøèíàìè. Äëÿ

ìàòðèöû Cψ(t+s, t) êîâàðèàöèé ðåøåíèÿ ψ(t) ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ψ(0) è ëþáîãî

s ∈ R1 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Cξ(s) = lim
t→+∞

Cψ(t+ s, t) =

σ2 esA CG, s > 0,

σ2 CG e−sA
T
, s < 0.

(15)

Èç äàííîé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî ïðîöåññ ψ(t) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ñòàöèîíàðíûì.

Ãëàâà 5 - Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì äëÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ äèñ-

ñèïàöèåé è âîçäåéñòâèåì SG ïðîöåññîì.

Ïÿòàÿ ãëàâà ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (10), ãäå Ft
îïðåäåëÿåòñÿ SG ïðîöåññîì.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé äîïóñòèìûé ãðàô Γ ñ N âåðøèíàìè. Ïÿòàÿ ãëàâà íà÷èíàåòñÿ

ñ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü ft ÿâëÿåòñÿ SG-ïðîöåññîì. Òîãäà äëÿ âñåõ ìàòðèö âçàèìîäåéñòâèé

V ∈ H
(+)
Γ èìååò ìåñòî:

1. ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíûé ãàóññîâñêèé (2N)-âåêòîð ñ íóëåâûì ñðåäíèì ξ òàêîé, ÷òî äëÿ

ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ψ(0) ðàñïðåäåëåíèå ψ(t) ñõîäèòñÿ ïðè t→∞ ê ðàñïðåäåëåíèþ

ξ;

2. áîëåå òîãî, äëÿ ìàòðèöû êîâàðèàöèé ñàìîãî ïðîöåññà ψ(t), îïðåäåë¼ííîé â ôîðìóëå

(14), äëÿ ëþáîãî s ∈ R1 èìååò ìåñòî

Cξ(s) = lim
t→∞

Cψ(t+ s, t) = W (s)CG + CGW (−s)T , (16)

ãäå

W (s) =

∫ +∞

0

eτACf (τ − s)dτ (17)
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Äàëåå äîãîâîðèìñÿ îá îáîçíà÷åíèÿõ. Äëÿ ëþáîé (2N)×(2N)-ìàòðèöûM ñ âåùåñòâåííûìè

ýëåìåíòàìè ðàññìîòðèì å¼ 2× 2-áëî÷íóþ çàïèñü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàçëîæåíèþ (1):

M =

(
M (q,q) M (q,p)

M (p,q) M (p,p)

)
.

Äëÿ âñåõ i, j = 1, . . . , N ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

M(qi, qj) = M (q,q)(i, j), M(qi, pj) = M (q,p)(i, j),

M(pi, qj) = M (p,q)(i, j), M(pi, pj) = M (p,p)(i, j).

Îáîçíà÷èì Cξ = Cξ(0). Áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó Cξ ïðåäåëüíîé ìàòðèöåé êîâàðèàöèé. Â

êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 16 â ïÿòîé ãëàâå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 17. Ïóñòü N ≥ 2. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. äëÿ ëþáîé Cf ∈ S+ â ïðåäåëüíîì ðàñïðåäåëåíèè íåò êîððåëÿöèé ìåæäó êîîðäèíàòàìè

è ñêîðîñòÿìè, òî åñòü Cξ(qi, pj) = Cξ(pj, qi) = 0 äëÿ ëþáûõ i, j = 1, . . . , N ;

2. åñëè V íå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, òî äëÿ ïî÷òè âñåõ Cf ∈ S+ ñóùåñòâóþò

íåíóëåâûå êîððåëÿöèè ìåæäó ñêîðîñòÿìè, òî åñòü Cξ(pi, pj) 6= 0 äëÿ íåêîòîðûõ i 6= j.

Ïîýòîìó ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íå áóäåò ãèááñîâñêèì.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ ïðåäåëüíîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû Cξ
ïðè óñëîâèè, ÷òîN âåëèêî. Êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè Cξ èãðàåò ñëåäóþùàÿ ìàòðèöà:

CV =
π

α

(
a(
√
V )V −1 0

0 a(
√
V )

)
(18)

ãäå V ∈ HΓ äëÿ íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî ãðàôà Γ ñ N âåðøèíàìè,
√
V - åäèíñòâåííûé

ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü èç ìàòðèöû V . Òàê êàê ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü a(λ) íåïðåðûâíà,

òî ìàòðèöà a(
√
V ) êîððåêòíî îïðåäåëåíà. Îòìåòèì î÷åâèäíûå ñâîéñòâà CV .

Çàìå÷àíèå 1. 1. CV ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ìàòðèöåé, òàê êàê ñïåê-

òðàëüíàÿ ïëîòíîñòü íåîòðèöàòåëüíà.

2. CV îïðåäåëÿåò ãàóññîâó ìåðó ñ íóëåâûì ñðåäíèì, èíâàðèàíòíóþ ïî îòíîøåíèþ ê "÷è-

ñòîé"(òî åñòü ïðè α = 0, Ft = 0) ãàìèëüòîíîâîé äèíàìèêå.

3. Â ñëó÷àå áåëîãî øóìà ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ðàâíà a(λ) = 1
2π

è, çíà÷èò, ìàòðèöà

CV ñîâïàäàåò ñ ãèááñîâñêîé (5) ïðè β−1 = σ2/2α.

Áîëåå íåòðèâèàëüíûì îáðàçîì ìàòðèöà CV ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì

ñêåéëèíãå ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ïàðàìåòðó äèññèïàöèè α. À èìåííî, â ïÿòîé ãëàâå

äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 18. Ïóñòü V ∈ H
(+)
Γ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíå÷åí ñëåäóþùèé èíòåãðàë:∫ +∞

0

s3|Cf (s)|ds 6∞.

Îáîçíà÷èì ξa,V íîðìàëüíûé âåêòîð â L ñ íóëåâûì ñðåäíèì è ìàòðèöåé êîâàðèàöèé αCV
(çàìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ξa,V íå çàâèñèò îò α). Ïóñòü ξ(α) îáîçíà÷àåò ïðåäåëüíûé

âåêòîð èç òåîðåìû 16. Òîãäà ïðè α→ 0 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ:
√
αξ(α)→ ξa,V
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Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåé òåîðåìû ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü

çàäàí íåêîòîðûé ñâÿçíûé ãðàô Γ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí Λ, |Λ| = N è ãðàíèöåé Λ(m). Ðàñ-

ñòîÿíèåì r(i, j) ìåæäó âåðøèíàìè i è j íà ãðàôå íàçîâåì íàèìåíüøóþ äëèíó (÷èñëî ðåáåð)

ïóòåé ìåæäó íèìè. V íàçûâàåòñÿ γ-ëîêàëüíîé íà Γ, åñëè V (i, j) ðàâíî íóëþ, ïðè r(i, j) > γ.

Äëÿ ìàòðèöû V ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

||V ||∞ = max
i

∑
j

|V (i, j)|

Äëÿ âñåõ V ∈ H
(+)
Γ ïðåäåëüíóþ ìàòðèöó êîâàðèàöèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì

âèäå

Cξ = CV + YV

ãäå YV - îñòàòî÷íûé ÷ëåí. Â ïÿòîé ãëàâå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá îöåíêå YV .

Òåîðåìà 19. Ïóñòü V ÿâëÿåòñÿ γ-ëîêàëüíûì è òàêèì ÷òî ||V ||∞ 6 v äëÿ íåêîòîðîãî

v > 0. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî η = η(N) > γ. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ:

1. åñëè Cf ∈ S+ èìååò îãðàíè÷åííûé íîñèòåëü, òî åñòü Cf (t) = 0 ïðè |t| > ω, òî äëÿ

ëþáîé ïàðû i, j äàëåêîé îò ãðàíèöû, òî åñòü íà ðàññòîÿíèè r(i,Λ(m)), r(j,Λ(m)) > η(N)

èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà

|YV (qi, qj)|, |YV (pi, pj)| < |Λ(m)|K0

(
K

η

)ηγ−1

äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò K0 = K(Cf , v, ω, α, γ) è

K = K(Cf , v, ω, α, γ), íå çàâèñÿùèõ îò N .

2. äëÿ ïðîèçâîëüíîé æå Cf ∈ S+ îöåíêà èìååò âèä

|YV (qi, qj)|, |YV (pi, pj)| < |Λ(m)|C(k)η−k,

äëÿ âñåõ k > 0 è íåêîòîðûõ êîíñòàíò C(k) = C(Cf , k, v, α, γ), íå çàâèñÿùèõ îò N .

Ñëåäñòâèåì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà îñíîâíîé ìî-

äåëè. Äëÿ ýòîãî ôèêñèðóåòñÿ êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ SG ïðîöåññà Cf (t) ∈ S+ è ïðèâîäèòñÿ

êîíñòðóêöèÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû. Ôèêñèðóåì äîïóñòèìûé ãðàô Γ∞ ñî ñ÷¼òíûì ìíîæåñòâîì

âåðøèí Λ∞, è ðàññìîòðèì âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Γ1 ⊂ Γ2 ⊂ ... ⊂ Γn ⊂ ... äî-

ïóñòèìûõ ïîäãðàôîâ òàêèõ, ÷òî Γ = ∪Γn. Ïóñòü Λn - ìíîæåñòâî âåðøèí Γn (ìû ñ÷èòàåì,

÷òî ïîäãðàô ñ çàäàííûì ìíîæåñòâîì âåðøèí íàñëåäóåò âñå ðåáðà ãðàôà Γ ìåæäó ýòèìè

âåðøèíàìè), Nn = |Λn| <∞.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíû òàêæå ãðàíèöû Λ
(m)
n , m = m(n), óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:

1. ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî d òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ Λ∞ ñóùåñòâóåò íîìåð n(i) òàêîé,

÷òî äëÿ âñåõ n > n(i) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

rn(i,Λ(m)
n ) > max{m(n)

1
d , γ},

ãäå rn(i,Λ
(m)
n ) îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû i äî ãðàíèöû Λ

(m)
n íà ãðàôå Γn,
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2. äëÿ âñåõ i ∈ Λ∞ âåðíî, ÷òî rn(i,Λ
(m)
n ) → ∞ ïðè n → ∞ � ãðàíèöà óõîäèò â áåñêîíå÷-

íîñòü.

Ôèêñèðóåì òàêæå íåêîòîðóþ γ-ëîêàëüíóþ áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó V , ñîîòâåòñòâóþùèé Γ∞
ñ ||V ||∞ 6 v. Ââåä¼ì l∞(Γ∞) êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé, ïðîèíäåêñèðîâàííûõ âåðøèíàìè ãðàôà Γ∞:

l∞(Γ∞) = {(xi)i∈Γ∞ : sup
i∈Γ∞

|xi| <∞, xi ∈ C}

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà V îïðåäåëÿåò îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð íà l∞(Γ∞). Îáî-

çíà÷èì σ(V ) ñïåêòð îïåðàòîðà V . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vn îãðàíè÷åíèå V íà Λn, òî åñòü Vn =

(V (i, j))i,j∈Λn ñóòü êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà Nn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . .

îãðàíè÷åíèÿ Vn ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûìè ìàòðèöàìè. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå

L−(Vn) = L ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ n. Îäíàêî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ îïåðàòîðîâ V ′n ∈ H+
Λn

òàêèõ, ÷òî ||Vn − V ′n||∞ → 0 ïðè n → ∞.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(n)
ξ ïðåäåëüíóþ ìàòðèöó êîâàðèàöèé ñîîòâåòñòâóþùóþ V ′n. Â ïÿòîé ãëàâå

äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 20. Ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

1. äëÿ âñåõ i, j ∈ Λ∞ ñóùåñòâóåò òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë äëÿ ñêîðîñòåé

lim
n→∞

C
(n)
ξ (pi, pj) = C

(∞),p
ξ (i, j),

2. åñëè äëÿ âñåõ i, j ∈ Λ∞ ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë:

U(i, j) + lim
n→∞

V −1
n (i, j), (19)

òîãäà îïðåäåë¼í òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë äëÿ êîîðäèíàò

lim
n→∞

C
(n)
ξ (qi, qj) = C

(∞),q
ξ (i, j)

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèþ a(
√
λ) ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè â

îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùóþ σ(V ). Òîãäà

C
(∞),p
ξ (i, j) = a(

√
V ),

ãäå a(
√
V ) îïðåäåëÿåòñÿ â ñìûñëå îïåðàòîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ íà l∞(Γ∞).

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ê ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìå. Âî-ïåðâûõ, ëåãêî âèäåòü,

÷òî óñëîâèå óòâåðæäåíèÿ 3 ïîñëåäíåé òåîðåìû çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè êîâàðèàöèîííàÿ

ôóíêöèÿ Cf èìååò îãðàíè÷åííûé íîñèòåëü (â äàííîì ñëó÷àå ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ÿâ-

ëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé è â ñèëó å¼ ñèììåòðè÷íîñòè, ôóíêöèÿ a(
√
λ) òàêæå öåëàÿ âî âñåé

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè). Âî-âòîðûõ, òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë âîîáùå ãîâîðÿ íå ÿâëÿåòñÿ

ãèááñîâñêèì, òî÷íåå ãîâîðÿ, C(∞),p
ξ (i, j) 6= 0 äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí i 6= j â Λ∞ òàêèõ ÷òî

a(
√
V )(i, j) 6= 0.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Ìàëû-

øåâó Âàäèìó Àëåêñàíäðîâè÷ó, ïîä ðóêîâîäñòâîì êîòîðîãî ïðîõîäèëà ðàáîòà íàä äèññåðòà-

öèåé, çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå.
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