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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы.

Изучение свойств схем из функциональных элементов является одной

из главных задач математической кибернетики. Схемы из функциональ-

ных элементов представляют собой математические модели реальных фи-

зических устройств, используемых для вычислений. Наряду с булевыми

формулами, контактными схемами, конечными автоматами и машинами

Тьюринга, схемы из функциональных элементов являются примерами дис-

кретных управляющих систем. Определение схемы из функциональных

элементов можно найти в книге1.

С практической точки зрения разумно рассматривать схемы, оптималь-

ные по какому-либо параметру (например, содержащие наименьшее коли-

чество функциональных элементов). В связи с этим вводятся такие поня-

тия, как сложность схемы, сложность булевой функции в классе схем и

функция Шеннона.

Пусть B — некоторый базис, каждому элементу E которого приписано

положительное число L(E), называемое весом элемента E. Сложностью

схемы S в базисе B называют сумму весов всех входящих в S функцио-

нальных элементов, сложность схемы S обозначают через L(S). Для про-

извольной булевой функции f сложностью реализации функции f схе-

мами в базисе B называют число LB(f) = minL(S), где минимум бе-

рется по всем схемам S в базисе B, реализующим f . Схемы в базисе B,

реализующие функцию f со сложностью LB(f) называются минималь-

ными. Наконец, функцией Шеннона для базиса B называют функцию

LB(n) = maxL(f), где n ∈ N , а максимум берется по всем функциям

f от n переменных.

Наряду со сложностью, важной характеристикой схем из функциональ-

ных элементов является их глубина. Глубиной схемы S с одним выходом

называется число элементов, принадлежащих самой длинной ориентиро-

ванной цепи, в которой некоторый вход ее первого элемента является вхо-

дом схемы, а выход последнего элемента является выходом схемы. Глубина

1Лупанов О. Б., Асимптотические оценки сложности управляющих систем. — М.: МГУ, 1984.
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схемы S обычно обозначается как D(S).

О.Б. Лупанов1 предложил метод построения почти минимальных схем

для почти всех булевых функций, а также нашел асимптотику для функ-

ции Шеннона. Пусть B = {E1, . . . , Ek} — произвольный полный конечный

базис и пусть каждому элементу Ei сопоставлен положительный вес L(Ei),

а число входов элемента Ei обозначается как mi. Будем называть мини-

мальным приведенным весом базиса B величину

ρB = min
i∈{1,...,k}

L(Ei)

mi − 1
.

Верна следующая

Теорема (О.Б. Лупанов). При n → ∞

LB(n) ∼ ρB
2n

n
,

причем среди булевых функций от n переменных x1, . . . , xn доля функций

f таких, что LB(f) ≤ ρB
2n

n

(

1 + O
(

log
2
n

n

))

, стремится к нулю с ростом

n.

Для доказательтва верхней оценки теоремы О.Б. Лупановым предло-

жен метод, позволяющий для любой булевой функции f , существенно за-

висящей от n переменных, построить схему S, реализующую f со сложно-

стью, не превышающей ρB
2n

n

(

1 + O
(

log
2
n

n

))

. Однако использование ме-

тода синтеза Лупанова приводит к асимптотически наилучшим результа-

там лишь при построении схем для сложнореализуемых и потому малодо-

ступных на практике булевых функций. Встречающиеся в практических

приложениях функции имеют относительно небольшую сложность реали-

зации. В связи с этим возникает задача построения минимальных схем

для индивидуальных последовательностей
”
простых“ булевых функций и

получения оценок сложности их реализации.

Приведем известные нижние оценки для сложности схем в базисе B2,

состоящего из всех функций, существенно зависящих не более, чем от двух

переменных. Для любой булевой функции f , существенно зависящей от n

переменных, верна тривиальная нижняя оценка LB2
(f) ≥ n − 1 (здесь

и далее сложность схем определяется числом элементов в них, т.е. вес
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каждого элемента базиса принимается равным единице). Для некоторых

функций эта оценка оказывается оптимальной, например, для линейной

функции ln(x1, . . . , xn) = x1 ⊕ . . .⊕ xn верно, что LB2
(ln) = n− 1.

К.П. Шнорр2 получил оценку LB2
(f) ≥ 2n−3 для функций f из доста-

точно широкого класса Qn
2,3 . Класс Qn

2,3 определяется индуктивно: булева

функция f , существенно зависящая от n переменных принадлежит классу

Qn
2,3, если среди функций, полученных после подстановки всевозможных

констант вместо каких-то двух переменных функции f , найдутся хотя бы

три различные функции и если любая функция, полученная после подста-

новки константы вместо какой-либо переменной функции f , принадлежит

классу Qn−1
2,3 .

Опишем подход, на котором основано доказательство оценки сложности

для функций из класса Qn
2,3. Пусть S — минимальная схема, реализующая

функцию f из класса Qn
2,3. Можно доказать, что после подачи некоторой

константы на определенный вход схемы S какие-то два элемента в схе-

ме S станут излишними (например, будут реализовывать константу или

функцию, которая реализована каким-либо другим элементом в схеме), и

их можно удалить из схемы S. Схема, полученная из схемы S после пода-

чи константы и удаления двух элементов будет реализовывать некоторую

функцию из класса Qn−1
2,3 (это следует из определения класса Qn

2,3). С уче-

том этого соображения требуемая нижняя оценка получается по индукции.

Описанный прием носит название
”
метод забивающих констант“

(
”
elimination method“ в англоязычной литературе). Он был предложен

Н.П. Редькиным3. Значительная часть известных нижних оценок сложно-

сти булевых функций получена с помощью этого приема. В общем случае

для того, чтобы доказать нижнюю оценку сложности вида L(f) ≥ kn−C

(k, n ∈ N , C - константа) для булевых функций f из класса Fn, содержаще-

го функции, зависящие от n переменных, необходимо доказать следующее

утверждение: для любой булевой функции f(x1, . . . , xn) ∈ Fn существуют

i ∈ {1, . . . , n} и σ ∈ {0, 1} такие, что из всякой минимальной схемы S,

2Schnorr C. P., Zwei lineare untere Schranken für die Komplexität Boolescher Funktionen // Computing

— 1974. — 13. — P. 155-171.
3Редькин Н.П., Доказательство минимальности некоторых схем из функциональных элементов //

Проблемы кибернетики. — 1970. — № 23. — С. 83–101.
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реализующей f , после подачи на вход, соответствующий переменной xi,

константы σ можно удалить k элементов так, что полученная схема будет

реализовывать функцию из Fn−1. После доказательства этого утвержде-

ния требуемую оценку сложности можно будет получить по индукции.

Л. Стокмейер4 изучал реализации симметрических функций специаль-

ного вида схемами в базисе B2. При помощи метода забивающих констант

он показал, что сложность таких функций, зависящих от n переменных,

не меньше 2.5n+O(1). Наконец, Н. Блюм5 получил нижнюю оценку вида

LB2
(fn) ≥ 3n− 3 для сложности специально сконструированных функций

fn, являющихся обобщением функции выбора. Доказательство последней

оценки помимо метода забивающих констант в ряде случаев использует

достаточно сложный анализ структуры схемы. На настоящее время по-

следняя оценка является самой высокой нижней оценкой для базиса B2.

Функции, для которых Стокмейер и Блюм получили оценки, являются

в некотором роде искусственными, сконструированными специально для

получения высокой нижней оценки сложности. Н.П. Редькин6 нашел слож-

ность в базисе B2 для естественно определенного и имеющего значительное

практическое значение оператора суммирования. Оператор суммирования

— это отображение из {0, 1}2n в {0, 1}n+1 вида p(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) =

(pn+1, pn, . . . , p1), где pi является i-м знаком в двоичной записи числа x+y,

а x и y — числа, двоичной записью которых являются строки (xn, . . . , x1) и

(yn, . . . , y1) соответственно. Доказано, что сложность оператора суммиро-

вания в базисе B2 составляет 5n − 3 (необходимо отметить, что оператор

суммирования является оператором от 2n переменных). Доказательство

нижней оценки сложности оператора суммирования проводится при помо-

щи метода забивающих констант.

Более высокие нижние оценки сложности были получены для более уз-

ких, чем B2, базисов. Так, в работе7 получена нижняя оценка сложности с

4Stockmeyer L., On the combinational complexity of certain symmetric Boolean functions //

Math.Syst.Th. — 1977. — 10. — P. 323-326.
5Blum N., A Boolean function requiring 3n network size // TCS. — 1984. — 28. — P. 337–345.
6Редькин Н.П., О минимальной реализации двоичного сумматора // Проблемы кибернетики. —

Вып. 38. М.: Наука, 1981. — С. 181–216.
7Iwama K., Lachish O., Morizumi H., Raz R., An explicit lower bound of 5n− o(n) for Boolean circuits

// Proceeding of the 33rd STOC, 2001. — P. 399–408.
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минорантой вида 5n − o(n) для сложности реализации булевых функций

из некоторого множества схемами в базисе U2 = B2 \ {x⊕ y, x⊕ y ⊕ 1}. В

работе8 получено значение асимптотики сложности в базисе U2 для друго-

го класса булевых функций. Эта работа посвящена исследованию класса

функций с малым числом единиц, т.е. класса Fn,k, содержащего все булевы

функции, зависящие от n переменных и принимающие значение 1 ровно на

k наборах значений переменных (k предполагается малым по сравнению

с n). Приведем определение сильных переменных, которое используется в

формулировке результата работы8.

Определение. Пусть f(x1, . . . , xn) — некоторая функция из Fn,k, обра-

щающаяся в единицу на наборах σ̃1, . . . , σ̃k. Функции f можно сопоста-

вить матрицу Mf , строками которой являются наборы σ̃1, . . . , σ̃k. Бу-

дем считать, что i-ый столбец матрицы Mf соответствует переменной xi

(i ∈ {1, . . . , n}). Для произвольного набора τ̃ через Mτ̃ обозначим груп-

пу столбцов матрицы Mf , равных τ̃ (быть может, Mτ̃ = ∅). Непустую

группу столбцов Mτ̃ будем считать сильной, если она содержит не менее

двух столбцов и в этих столбцах содержатся как нули, так и единицы. Пе-

ременные, соответствующие столбцам из сильных групп, будем называть

сильными.

В работе8 доказана следующая

Теорема. Пусть у булевой функции f(x1, . . . , xn) из класса Fn,kn имеется

mn сильных переменных, а для параметра kn выполняется условие

1 ≤ kn ≤ logn− c log logn,

где c — произвольная константа, большая единицы. Тогда

LU2
(f) ∼ n+mn.

Доказательство этой теоремы является одним из немногих примеров до-

казательств оценок сложности схем, не использующих метод забивающих

констант.
8Редькин Н. П., О сложности булевых функций с малым числом единиц // Дискретная математика.

— 2004. — Т. 16, вып. 4. — С. 20–31.
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Настоящая работа посвящена изучению минимальных схем для линей-

ных булевых функций ln(x1, . . . , xn) = x1 ⊕ . . . ⊕ xn и ln(x1, . . . , xn) =

x1 ⊕ . . .⊕ xn ⊕ 1 в различных базисах. Функцию ln называют однородной

линейной функцией, а функцию ln — неоднородной. Первый результат в

этом направлении получен для класса управляющих систем, отличного от

схем из функциональных элементов: в 1952 г. Кардо9 доказал, что всякая

минимальная контактная схема, реализующая линейную функцию от n

переменных содержит ровно 4n − 4 контакта. Более простое доказатель-

ство того же результата получил С.А. Ложкин10, он же для некоторых

случаев нашел число минимальных контактных схем, реализующих опера-

торы, составленные из линейных функций. Первые результаты, в которых

устанавливается значение сложности линейных функций в классе схем из

функциональных элементов получил Н.П. Редькин: в работе11 доказано,

что L{x&y,x∨y,x}(ln) = L{x&y,x∨y,x}(ln) = 4n−4 и L{x&y,x}(ln) = L{x&y,x}(ln) =

L{x∨y,x}(ln) = L{x∨y,x}(ln) = 7n− 7. В работе12 установлено значение слож-

ности функции ln и даны оценки для сложности функции ln в базисе, состо-

ящем из единственного функционального элемента — штриха Шеффера

(т.е. функции x|y = x&y ⊕ 1). А именно, доказаны следующие утвержде-

ния: L{x|y}(ln) = 4n − 4, 4n − 4 ≤ L{x|y}(ln) ≤ 4n − 3. И.С. Шкребела13

получил аналогичный результат для базиса, состоящего из импликации и

отрицания: L{x→y,x}(ln) = 4n− 4, 4n − 4 ≤ L{x→y,x}(ln) ≤ 4n − 3. Нижние

оценки сложности линейных функций в трех вышеприведенных работах

получены при помощи метода забивающих констант.

Перейдем к описанию результатов, в которых устанавливаются значе-

ния сложности для других естественно заданных булевых функций. Н.П.

9Cardot C., Quelques rézultats sur l’application de l’algébre de Boole á la synthése des circuits á relais

// Ann. Telecomm. — 1952. — 7, № 2. — P. 75–84.
10Ложкин С.А., Об одном методе получения нижних оценок сложности контактных схем и о некото-

рых минимальных схемах для линейных функций // Сборник трудов семинара семинара по дискрет-

ной математике и ее приложениям. — М.: Изд-во механико-математического факультета МГУ, 1997.

— С. 113–115.
11Редькин Н.П., Доказательство минимальности некоторых схем из функциональных элементов //

Проблемы кибернетики. — 1970. — № 23. — С. 83–101.
12Редькин Н.П., О минимальной реализации линейной функции схемой из функциональных элемен-

тов // Кибернетика. — 1971. — № 6. — С. 31–38.
13Шкребела И.С., О сложности реализации линейных булевых функций схемами из функциональ-

ных элементов в базисе {x → y, x} // Дискретная математика. — 2003. — Т. 15, вып. 4. — С. 100–112.
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Редькиным10 найдена сложность реализаци оператора сравнения Fn и опе-

ратора совпадения Rn в базисе {x&y, x ∨ y, x}. Операторы сравнения и

совпадения — это булевы функции, определяемые следующим образом:

Fn(x̃, ỹ) =

{

1, если |x̃| < |ỹ|

0, если |x̃| ≥ |ỹ|
, Rn(x̃, ỹ) =

{

1, если x̃ = ỹ

0, если x̃ 6= ỹ
.

Здесь x̃ и ỹ — наборы из нулей и единиц длины n, а через |x̃| обозна-

чается целое неотрицательное число, двоичной записью которого явля-

ется набор x̃. При помощи метода забивающих констант доказано, что

L{x&y,x∨y,x}(Fn) = 5n− 3 и L{x&y,x∨y,x}(Rn) = 5n− 1.

Достаточно глубоко изучены минимальные реализации элементарных

конъюнкций и дизъюнкций схемами в различных полных базисах. Эле-

ментарными конъюнкциями и дизъюнкциями называются булевы функ-

ции вида Kn
σ̃ = xσ1

1 & . . .&xσn

n и Dn
σ̃ = xσ1

1 ∨ . . . ∨ xσn

n соответственно.

Е.П. Сопруненко14 было найдено значение сложности реализации функ-

ций x1& . . .&xn и x1 ∨ . . . ∨ xn в базисе Шеффера: L{x|y}(x1& . . .&xn) =

2n−2, L{x|y}(x1∨. . .∨xn) = 3n−3. Е.С. Горелик15 обобщил эти утвержде-

ния, доказав, что L{x|y}(K
n
σ̃ ) = 3n− 2− ||σ̃||, L{x|y}(D

n
σ̃) = 2n− 3 + ||σ̃||.

Здесь через ||σ̃|| обозначается число единиц в наборе σ̃.

Дальнейшие обобщения этих результатов были произведены Г.А. Ко-

чергиной16, изучавшей реализации элементарных конъюнкций и дизъюнк-

ций в базисах B∨
kl = {x1∨ . . .∨xk∨xk+1∨ . . .∨xk+l, x}. В работе16 найдены

значения сложности LB∨

kl
(Kn

σ̃) и LB∨

kl
(Dn

σ̃) при всех возможных значениях

k, l, n и σ̃, а также дано описание всех минимальных схем, реализующих

функцию x1& . . .&xn в базисе B∨
11.

Еще одной хорошо изученной функцией является универсальная функ-

ция

SAn(x̃, ỹ) =
∨

σ̃=(σ1,...,σn)

xσ1

1 & . . .&xσn

n &y|σ̃|,

14Сопруненко Е.П., Об одном классе схем из функциональных элементов // Проблемы кибернетики.

— 1965. — № 15. — 117–134.
15Горелик Е.С., О сложности реализации элементарных конъюнкций и дизъюнкций в базисе {x|y}

// Проблемы кибернетики. — 1973. — № 26. — С. 27–36.
16Кочергина Г.А., О сложности реализации элементарных конъюнкций и дизъюнкций схемами в

некоторых полных базисах // Математические вопросы кибернетики. — 2002. — № 11. — С. 219–246.

7



где набор переменных x̃ имеет длину n, набор переменных ỹ имеет длину

2n, а

|σ̃| =
n

∑

i=1

σi2
n−i + 1.

В. Дж. Пауль17 получил следующие оценки для сложности реализации

функции SAn в базисе B2:

2 · 2n − 2 ≤ LB2
(SAn) ≤ 3 · 2n − 3.

В. В. Коровин18 получил асимптотические значения сложности реализации

функции SAn в нескольких базисах, а именно показал, что

LB2
(SAn) ∼ 2 · 2n, L{x&y,x∨y,x}(SAn) ∼ 2 · 2n,

L{x&y,x⊕y,1}(SAn) ∼ 2 · 2n,

L{x&y,x}(SAn) = L{x∨y,x}(SAn) ∼ 3 · 2n.

Отметим, что функция SAn зависит от экспоненциального (по n) числа

переменных, поэтому все вышеприведнные оценки остаются линейными

по числу переменных.

В работе19 найдены точные значения глубины функции SAn в базисе U2

при 2 ≤ n ≤ 5 и для n ≥ 20. Для случая 5 < n < 20 в работе18 получены

очень точные оценки на глубину функции SAn. Наконец, асимптотические

оценки для сложности реализации функции SAn в классе формул можно

найти в работе20.

В работе21 рассматривается некоторый подход к получению нетриви-

альных оценок сложности схем из функциональных элементов, основан-

ный на замене сложных базисов на более простые с последующим исполь-

зованием известных нижних оценок сложности схем в простых базисах.
17Пауль В. Дж., Оценка 2.5n для комбинаторной сложности булевых функций // Кибернетический

сборник. — 1979. — № 16. — С. 23–44.
18Коровин В.В., О сложности реализации универсальной функции схемами из функциональных

элементов // Дискретная математика. — 1995. — Т. 7, вып. 2. — С. 95–102.
19Ложкин С.А., Власов Н.В., О глубине мультиплексорной функции // Вестн. Моск. ун-та. Вычис-

лительная математика и кибернетика. — 2011. — № 2. — С. 40–46.
20Власов Н.В., О сложности мультиплексорной функции в классе формул // Проблемы теорети-

ческой кибернетики, Материалы XVI Международной конференции (Нижний Новгород, 20–25 июня

2011 г.) — Нижний Новгород, Издательство Нижегородского госуниверситета, 2011. — C. 96–97.
21Редькин Н.П., Об оценках сложности схем из многовходовых функциональных элементов // Дис-

кретная математика. — 2010. — Т. 7, вып. 1. — С. 50–57.
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Эффективность этого подхода демонстрируется на примерах нахождения

асимптотики, а в некоторых случаях и точного значения для сложности

схем из многовходовых элементов, реализующих монотонные симметриче-

ские булевы функции и функции с малым числом единиц.

Отметим, что все вышеприведенные нижние оценки для сложности бу-

левых функций являются линейными. Несмотря на то, что, согласно теоре-

ме Лупанова, почти все булевы функции, существенно зависящие от n пе-

ременных, имеют экспоненциальную по n сложность, до сих пор не удалось

найти пример явно заданной (т.е. строящейся за полиномиальное время)

последовательности булевых функций, сложность функций которой рас-

тет более, чем линейно. Задача получения нелинейных оценок сложности

реализации булевых функций в полном базисе является одной из важней-

ших задач математической кибернетики.

В завершение приведем результат, в котором описывается структура

минимальных схем. Работа22 посвящена минимальным реализациям опе-

ратора (x1&x2& . . .&xn, x1&x2& . . .&xn) схемами из функциональных эле-

ментов в базисе B2. Показано, что всякая минимальная схема, реализую-

щая такой оператор, разбивается на две непересекающиеся подсхемы, одна

из которых является минимальной схемой для функции x1&x2& . . .&xn, а

другая — минимальной схемой для функции x1&x2& . . .&xn.

Цель работы

Целью работы является нахождение точных значений сложности реали-

зации линейных функций схемами из функциональных элементов в бази-

сах, состоящих из не более чем двухвходовых элементов, а также описание

структуры минимальных схем в таких базисах, реализующих линейные

функции.

Основные методы исследования.

В диссертации используются методы дискретной математики и матема-

тической кибернетики.

22Блюм Н. , Сейсен М., Характеристика всех оптимальных схем из функциональных элементов для

одновременного вычисления AND и NOR // Кибернетический сборник. Новая серия. — 1990. — № 27

— С. 104–117.
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Научная новизна. Все основные результаты диссертации являются но-

выми и состоят в следующем:

1. Получено описание минимальных схем, реализующих однородные ли-

нейные функции в базисе Шеффера.

2. Найдены точные значения сложности неоднородных линейных функций

в базисе Шеффера.

3. Получено описание минимальных схем, реализующих однородные ли-

нейные функции в базисе {x → y, x}.

4. Найдены точные значения сложности неоднородных линейных функций

в базисе {x → y, x}.

Апробация результатов. Результаты диссертации докладывались на се-

минарах
”
Надежность управляющих систем“ и

”
Диагностика управляю-

щих систем“ под руководством профессора Н.П. Редькина (МГУ, 2009-

2013гг, неоднократно), на VIII Международной конференции
”
Дискрет-

ные модели в теории управляющих систем“ (Москва, 2009г., 6-9 апреля),

на XVI Международной конференции
”
Проблемы теоретической киберне-

тики“ (Нижний Новгород, 2011г., 20-25 июня), на XI Международном се-

минаре
”
Дискретная математика и ее приложения“ (Москва, 2012г., 18-23

июня), на Международной научных конференцях студентов, аспирантов и

молодых ученых
”
Ломоносов-2011“ (МГУ, Москва, 2011г., 11-15 апреля),

”
Ломоносов-2012“ (МГУ, Москва, 2012г., 9-13 апреля) и

”
Ломоносов-2013“

(МГУ, Москва, 2013г., 8-12 апреля), на научных конференциях
”
Ломоно-

совские чтения“ (МГУ, Москва, 2009г., 16-24 апреля),
”
Ломоносовские чте-

ния“ (МГУ, Москва, 2012г., 16-24 апреля),
”
Ломоносовские чтения“ (МГУ,

Москва, 2013г., 15-26 апреля).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в работах

автора [1 – 9], список которых приведен в конце автореферата.

Структура диссертации. Диссертация объемом 129 страниц состоит из

введения, пяти глав, разбитых на параграфы, и списка литературы из 40

наименований, включая 9 работ автора.
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КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

В работе рассматриваются минимальные схемы для линейных булевых

функций ln = x1 ⊕ . . . ⊕ xn и ln = x1 ⊕ . . . ⊕ xn ⊕ 1 в различных бази-

сах, состоящих из не более чем двухвходовых элементов. Для описания

структуры минимальных схем вводится понятие стандартного блока.

Стандартным блоком в базисе B будем называть схему S с двумя вхо-

дами, реализующую линейную функцию от двух переменных (однородную

или неоднородную), если сложность схемы S в базисе B минимальна сре-

ди всех схем в базисе B, реализующих линейную функцию от двух пере-

менных (как однородную, так и неоднородную). На рис. 1 представлены

стандартные блоки для базиса {x&y, x∨y, x}, на рис. 2а представлен един-

ственный стандартный блок для базиса {x|y}, а на рис. 2б — единственный

стандартный блок для базиса {x → y, x}.

а) б)

& V

&

V V

V

&

Рис. 1:

б)а)

/

/

/ /

Рис. 2:
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Отметим, что поскольку L{x&y,x∨y,x}(l2) = L{x&y,x∨y,x}(l2), для бази-

са {x&y, x ∨ y, x} существуют стандартные блоки, реализующие как од-

нородную, так и неоднородную линейную функцию. С другой стороны,

L{x|y}(l2) < L{x|y}(l2) и L{x→y,x}(l2) < L{x→y,x}(l2), поэтому в базисах {x|y}

и {x → y, x} не существует стандартных блоков, реализующих неоднород-

ную линейную функцию.

Элемент стандартного блока, реализующий линейную функцию, будем

называть выходным. Пусть в некоторой схеме S можно выделить подсхе-

му, являющуюся стандартным блоком. Будем говорить, что этот стандарт-

ный блок входит в схему правильно, если выходы всех элементов блока, за

исключением выходного, не соединены со входами элементов, не принад-

лежащих блоку.

В главе 1 рассматриваются реализации линейных булевых функций в

базисах, состоящих из инвертора и нескольких двухвходовых элементов,

реализущих нелинейные функции. Сложность схем в таких базисах оце-

нивается числом двухвходовых элементов в схеме (т.е. инвертор имеет вес

равный нулю, а всякий двухвходовой элемент имеет вес равный едини-

це). В следующей теореме содержится описание всех минимальных схем в

таком базисе B, реализующих линейную функцию.

Теорема 2. Любая минимальная схема в базисе B, реализующая ln или

ln, n > 2, разбивается на n − 1 непересекающихся стандартных блоков,

каждый из которых входит в схему правильно.

Для доказательства теоремы показывается, что LB(ln) = LB(ln) =

3n − 3. Затем для всякой минимальной схемы S в базисе B, реализую-

щей линейную функцию от n переменных и имеющей структуру, отличную

от описанной в теореме, устанавливается возможность удаления четырех

двухвходовых элементов таким образом, что полученная схема реализует

линейную функцию от n− 1 переменной. Это приводит к противоречию с

вышеприведенной оценкой сложности и доказывает теорему. Доказатель-

ство теоремы основано исключительно на методе забивающих констант.

Глава 2 посвящена описанию структуры минимальных схем, реализу-

ющих линейную функцию в классическом базисе K = {x&y, x ∨ y, x}.
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Доказана следующая

Теорема 3. Любая минимальная схема в базисе K, реализующая ln или

ln, n > 2, разбивается на n − 1 непересекающихся стандартных блоков,

каждый из которых входит в схему правильно.

Доказательство теоремы опирается на результат работы11, в которой

устанавливается значение сложности линейных функций в базисе K. В

данном случае установить структуру схем с использованием лишь мето-

да забивающих констант не удалось; при помощи этого метода оказалось

невозможным опровергнуть существование минимальных схем, содержа-

щих подсхемы особого вида, названные специальными блоками. Поэтому

доказательство теоремы выстраивается следующим образом: сначала при

помощи метода забивающих констант доказывается, что из всякой мини-

мальной схемы в базисе K, реализующей линейную функцию от n перемен-

ных, можно удалить стандартный или специальный блок, получив схему,

реализующую линейную функцию от n − 1 переменной; затем существо-

вание минимальных схем, содержащих специальные блоки, опровергается

при помощи ряда соображений, основанных на подсчете числа конъюнк-

торов и дизъюнкторов в схеме.

Отметим, что аналогичную теорему, описывающую структуру мини-

мальных схем в базисе K, ранее сформулировал (без доказательства)

С.А. Ложкин23.

Подход, связанный с нахождением структуры минимальных схем, поз-

волил получить новые нижние оценки сложности для линейных функций.

Эти оценки описаны в главах 3 и 4.

В главе 3 рассматриваются минимальные схемы для линейных функ-

ций в базисе S, состоящем из единственного функционального элемента,

реализующего штрих Шеффера (т.е. функцию x|y = x&y ⊕ 1). В работе12

доказано, что LS(ln) = 4n− 4 и 4n− 4 ≤ LS(ln) ≤ 4n− 3. В настоящей ра-

боте найдено точное значение сложности неоднородной линейной функции

23Ложкин С.А., О структуре минимальных схем в базисе {&,∨,¬}, реализующих линейную функ-

цию // Труды V Международной конференции
”
Дискретные модели в теории управляющих систем“

(Ратмино, 26-29 мая 2003 г.). — М.: Издательский отдел факультета ВМиК МГУ имени М.В. Ломоно-

сова, 2003. — С. 50–51.
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в базисе S, а также получено описание структуры минимальных схем, ре-

ализующих однородную линейную функцию в базисе S. А именно, верны

следующие теоремы.

Теорема 5. Сложность реализации функции ln, n ∈ N , в базисе S со-

ставляет 4n− 3.

Теорема 6. Любая минимальная схема в базисе S, реализующая ln, n > 2,

разбивается на n−1 непересекающихся стандартных блоков, каждый из

которых входит в схему правильно.

Доказываются теоремы 5 и 6 одновременно: показывается, что всякая

минимальная схема, реализующая линейную функцию от n переменных

(как однородную, так и неоднородную) со сложностью 4n − 4 разбивает-

ся на n− 1 непересекающихся стандартных блоков. Из этого утверждения

немедленно следует описание структуры минимальных схем, реализующих

однородную линейную функцию. С другой стороны, поскольку всякая схе-

ма, состоящая из n− 1 стандартного блока, реализует однородную линей-

ную функцию, из этого утверждения также следует, что не существует

минимальных схем, реализующих неоднородную линейную функцию со

сложностью 4n− 4. Последний факт с применением результатов работы12

и позволяет получить точное значение сложности неоднородной линейной

функции.

Как и в классическом базисе, в базисе Шеффера доказательства тео-

рем не удается строить с применением исключительно метода забивающих

констант: выделяются специальные блоки, на которых метод забивающих

констант “не работает“. Для доказательства того, что минимальные схемы

не могут содержать специальные блоки, предложен некоторый алгоритм

обхода элементов схемы.

Глава 4 посвящена исследованию минимальных схем, реализующих ли-

нейные функции в базисе I = {x → y, x}. В главе доказываются следую-

щие теоремы.

Теорема 8. Сложность реализации функции ln, n ∈ N , в базисе I со-

ставляет 4n− 3.

Теорема 9. Любая минимальная схема в базисе I, реализующая ln, n > 2,
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разбивается на n−1 непересекающихся стандартных блоков, каждый из

которых входит в схему правильно.

Теорема 8 усиливает результаты работы13, в которой показано, что

LI(ln) = 4n − 4 и 4n − 4 ≤ LI(ln) ≤ 4n − 3. Отметим, что в доказа-

тельстве теорем 8 и 9 дополнительные рассуждения, с помощью которых

доказывается невозможность существования минимальных схем, содержа-

щих специальные блоки, значительно проще, чем для базисов K и S (хотя

эту невозможность по-прежнему не удается доказать при помощи метода

забивающих констант). С другой стороны, часть доказательства, исполь-

зующая метод забивающих констант, заметно сложнее и объемнее, чем для

базисов K и S.

В главе 5 показано, как из результатов данной диссертации, а также

из результатов работ11,12,13 можно получить точные значения сложности

линейных функций во всех полных неизбыточных базисах, состоящих из

не более чем двухвходовых элементов.

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руководите-

лю доктору физико-математических наук, профессору Николаю Петрови-

чу Редькину за постановку задачи и постоянное внимание к работе. Автор

также приносит глубокую благодарность всем сотрудникам кафедры дис-

кретной математики за поддержку и внимание.
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