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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ íåêîòîðûõ çàäà÷ CR-ãåîìåòðèè ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè.

Ìíîãèå çàäà÷è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà îðãàíè÷íî ñâÿçàíû ñ âåùåñòâåí-
íûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî ñïðàâåäëèâî ïî
îòíîøåíèþ ê îäíîìåðíîìó êîìïëåêñíîìó àíàëèçó, ãäå âåùåñòâåííûå êðè-
âûå � ýòî ãðàíèöû îáëàñòåé è êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ. Íî â åùå áîëü-
øåé ìåðå ýòî îòíîñèòñÿ ê ìíîãîìåðíîìó êîìïëåêñíîìó àíàëèçó, ãäå ñèòó-
àöèÿ, ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ãîðàçäî ðàçíîîáðàçíåå. Âåùåñòâåí-
íûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ âåùåñòâåííîé êîðàçìåðíîñòè îäèí � ýòî òîïîëîãè÷å-
ñêèå ãðàíèöû îáëàñòåé. Ïî îòíîøåíèþ ê áèãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèÿì
íå âñå òî÷êè òîïîëîãè÷åñêîé ãðàíèöû ðàâíîïðàâíû. Òàì ñîäåðæàòñÿ îñî-
áûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ, íàïðèìåð, ãðàíèöà Øèëîâà, êîòîðàÿ ìîæåò èìåòü
áîëåå âûñîêóþ êîðàçìåðíîñòü. Âåùåñòâåííûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ âîçíèêàþò
òàêæå â ñâÿçè ñ ãîëîìîðôíûìè äåéñòâèÿìè âåùåñòâåííûõ ãðóïï Ëè, êàê
îðáèòû òàêèõ äåéñòâèé. Îáëàñòü ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ ëåæèò íà ñòûêå ìíî-
ãîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òåîðèè
ãðóïï è àëãåáð Ëè, è êîòîðàÿ èçó÷àåò ñâîéñòâà âåùåñòâåííûõ ìíîãîîá-
ðàçèé, èíâàðèàíòíûå ïî îòíîøåíèþ ê ãîëîìîðôíûì çàìåíàì, íàçûâàåòñÿ
"CR-ãåîìåòðèÿ".

Ïåðâàÿ ðàáîòà ïî CR-ãåîìåòðèè ïðèíàäëåæèò À. Ïóàíêàðå1. Â åãî ðà-
áîòå èçó÷àëèñü òðåõìåðíûå âåùåñòâåííûå ãèïåðïîâåðõíîñòè ïðîñòðàíñòâà
C2 è áûëà âûÿâëåíà ìîäåëüíàÿ ðîëü òðåõìåðíîé ãèïåðñôåðû. Â ðàáîòå
1932 ãîäà Ý. Êàðòàí2, îïèðàÿñü íà ðàáîòó Ïóàíêàðå, ïîñòðîèë ïîëíóþ ãî-
ëîìîðôíóþ êëàññèôèêàöèþ îäíîðîäíûõ âåùåñòâåííûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé
ïðîñòðàíñòâà C2. Â 1974 ãîäó âûøëà ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà èçâåñòíûõ ìàòå-
ìàòèêîâ Ñ. ×åðíà è Þ. Ìîçåðà3. Â ýòîé ðàáîòå èçó÷àëèñü âåùåñòâåííûå
ãèïåðïîâåðõíîñòè êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.
Ýòà ñòàòüÿ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòèÞ. Ìîçåð, ðàçâèâàÿ ïîä-
õîä À. Ïóàíêàðå, ñòðîèò àíàëèòè÷åñêóþ òåîðèþ, à âî âòîðîé ÷àñòè Ñ. ×åðí,
ðàçâèâàÿ ïîäõîä Ý. Êàðòàíà è îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû ïåðâîé ÷àñòè, ñòðî-
èò äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêóþ òåîðèþ. Îäíàêî ïîñëå ïóáëèêàöèè

1Poincar�e H., Les fonctions analytiques de deux variables et la repr�esentation conforme, Rend. Circ. Mat.
Palermo. 1907. P.185-220.

2Cartan E., Sur la g�eom�etrie pseudoconforme des hypersurfaces de deux variables complexes, Ann. Math.
Pura Appl. (4). 1932. V. 5. �3. P.1231-1304.

3Chern S., Mozer J., Real hypersurfaces in complex manifolds, Acta Math. 1974. 133. �3-4. P.219-271.
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ýòîé ñòàòüè îêàçàëîñü, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ ÷àñòü ýòîé
ðàáîòû ðàíåå áûëà ñäåëàíà Í. Òàíàêîé4.

Äëÿ âåùåñòâåííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà â êà÷å-
ñòâå ñàìîé ïåðâîé è ãðóáîé õàðàêòåðèñòèêè ïðèíÿòî óêàçûâàòü äâà ÷èñëà
n è K, ãäå n � ýòî êîìïëåêñíàÿ ðàçìåðíîñòü êîìïëåêñíîé êàñàòåëüíîé, à K
� âåùåñòâåííàÿ êîðàçìåðíîñòü. Äëÿ ïîðîæäàþùèõ ïîäìíîãîîáðàçèé ÷åðåç
ýòó ïàðó âûðàæàþòñÿ êàê âåùåñòâåííàÿ ðàçìåðíîñòü ñàìîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ (2n +K), òàê è êîìïëåêñíàÿ ðàçìåðíîñòü îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà
(n +K). Ïàðà (n,K) íàçûâàåòñÿ CR-òèïîì ìíîãîîáðàçèÿ. À. Ïóàíêàðå è
Ý. Êàðòàí ðàáîòàëè ñ ïîäìíîãîîáðàçèÿìè CR-òèïà (1, 1), Ñ. ×åðí èÞ. Ìî-
çåð � ñ ïîäìíîãîîáðàçèÿìè CR-òèïà (n, 1), Í. Òàíàêà ðàçîáðàë òðè ñëó÷àÿ
(n, 1), (n, n2) è (n, n2 − 1).

Äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîäõîä, èäóùèé îò Ý. Êàðòàíà (ìå-
òîä ïîäâèæíîãî ðåïåðà, ãåîìåòðèÿ G-ñòðóêòóð), íå ïîçâîëèë íè Í. Òàíàêå,
íè Ñ. ×åðíó ðàçîáðàòüñÿ ñ ñèòóàöèåé ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä, èäóùèé îò À. Ïóàíêàðå è Þ. Ìîçåðà,
áûë óñïåøíî ðàçâèò Â. Ê. Áåëîøàïêîé5,6. Â ñåðèè åãî ðàáîò áûë ðàçðàáîòàí
ìåòîä (ìåòîä ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè7,8), êîòîðûé äàåò ïîäõîä, ïðèãîäíûé
äëÿ ëþáîãî CR-òèïà. Ýòîò ýôôåêòèâíûé ìåòîä èíèöèèðîâàë ñåðèþ ïóá-
ëèêàöèé. Îòìåòèì ðàáîòû À. Å. Òóìàíîâà9, Ñ. Í. Øåâ÷åíêî10, Í. Ô. Ïà-
ëèí÷àê11, Â. Åæîâà è Ã. Øìàëüöà12,13 ïî êâàäðàòè÷íûì ìîäåëüíûì ïî-

4Tanaka N., On generilized graded Lie algebras and geometric structures, Math. Soc. Japan. 1967. 19. �2
P.215-264.

5Áåëîøàïêà Â. Ê., Êîíå÷íîìåðíîñòü ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêîé ïîâåðõ-
íîñòè, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì. 1988. Ò. 52. �2. Ñ.437-442

6Áåëîøàïêà Â. Ê., Î ãîëîìîðôíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ êâàäðèêè, Ìàòåì. ñá. 1991. Ò. 182. �2. Ñ.203-219.
7Áåëîøàïêà Â. Ê., Óíèâåðñàëüíàÿ ìîäåëü âåùåñòâåííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ, Ìàòåì. çàìåòêè. 2004.

Ò.75. �4. Ñ.507-522.
8Áåëîøàïêà Â. Ê., Âåùåñòâåííûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà: èõ ïîëèíîìèàëü-

íûå ìîäåëè, àâòîìîðôèçìû è ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè, Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê 2002. Ò.57.
Âûï.1(343). Ñ.3-44.

9Òóìàíîâ À. Å., Êîíå÷íîìåðíîñòü ãðóïïû CR-àâòîìîðôèçìîâ ñòàíäàðòíîãî CR-ìíîãîîáðàçèÿ è
ñîáñòâåííûå ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ îáëàñòåé Çèãåëÿ, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì. 1988. Ò. 52. �3.
Ñ.651-659.

10Øåâ÷åíêî Ñ. Í., Êâàäðèêè êîðàçìåðíîñòè äâà è èõ àâòîìîðôèçìû, Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì. 1994.
Ò. 58. �4. Ñ.149�172.

11Ïàëèí÷àê Í. Ô., Âåùåñòâåííûå êâàäðèêè êîðàçìåðíîñòè òðè â C6 è èõ íåëèíåéíûå àâòîìîðôèç-
ìû, Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì. 1995. Ò. 59. �3. Ñ.159�179.

12Ezov V., Schmalz G., Poincar�e automorphisms for nondegenerate CR quadrics, Math. Ann. 1994. V.
298. �1. P.79-87.

13Ezov V., Schmalz G., A matrix Poincar�e formula for holomorphic automorphisms of quadrics of higher
codimension. Real associative quadrics, J. Geom. Anal. 1997. V. 8. �1. P.27-41.
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âåðõíîñòÿì. À òàêæå ðàáîòû Å. Í. Øàíàíèíîé14,15, È. Ã. Êîññîâñêîãî16,17,
Æ. Ìåðêåðà, Ì. Ñàáçåâàðè, À. Õàñõåìè, Á. Ì.-Àëèçàäå18 ïî ìîäåëüíûì
ïîâåðõíîñòÿì âûñîêèõ ñòåïåíåé.

Ïóñòü M � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå CR-òèïà (n,K), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
ïîðîæäàþùèì â òî÷êå ξ. Ïîñëå ïîäõîäÿùåé ëèíåéíîé çàìåíû êîîðäèíàò
óðàâíåíèå ðîñòêà Mξ CR-òèïà (n,K) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Im w = Φ(z, z̄,u), (1)

ãäå u = Rew, z ∈ Cn, w ∈ CK , Φ � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå îêðåñòíîñòè íóëÿ
â ïðîñòðàíñòâî RK , Φ(0, 0, 0) = 0, dΦ(0, 0, 0) = 0. Òàêàÿ ôîðìà çàïèñè
óðàâíåíèé ðîñòêà íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D1 ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé
íà ìíîãîîáðàçèè M , çíà÷åíèÿ êîòîðûõ â êàæäîé òî÷êå ïðèíàäëåæàò êîì-
ïëåêñíîé êàñàòåëüíîé TCM ìíîãîîáðàçèÿ M . Äàëåå îïðåäåëèì ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî Dj ñëåäóþùèì îáðàçîì: Dj = [Dj−1, D1]+Dj−1, j ∈ N, j ≥ 2.
Àëãåáðà Ëåâè-Òàíàêè � ýòî áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà Ëè
d =

⊕
dj, ãäå dj = Dj/Dj−1, ñ îïåðàöèåé [X,Y ] � ñêîáêîé Ëè (êîììóòàòî-

ðîì) âåêòîðíûõ ïîëåé. Åñëè äëÿ êàêîãî-òî ÷èñëà ℓ ∈ N ïðîñòðàíñòâî Dℓ

ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì TM , òî ìíîãîîáðàçèå M íàçû-
âàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì êîíå÷íîãî òèïà, à ìèíèìàëüíîå òàêîå ℓ íàçûâàåòñÿ
äëèíîé àëãåáðû Ëåâè-Òàíàêè.

Ïóñòü w = u + iv = (w1, . . . , wK) = (u1 + iv1, . . . , uK + ivK),
z = (z1, . . . , zn) � êîîðäèíàòû â Cn+K , ξ � òî÷êàM , àMξ � ðîñòîêM â òî÷êå
ξ. Òîãäà ÷åðåç autMξ áóäåì îáîçíà÷àòü àëãåáðó Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ ãî-
ëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ ðîñòêà Mξ, òî åñòü àëãåáðó Ëè âåùåñòâåííûõ
âåêòîðíûõ ïîëåé ñ ãîëîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè êàñàþùèõñÿ ðîñòêà
Mξ â òî÷êàõ ñàìîãî ðîñòêà. Çàïèñü â êîîðäèíàòàõ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

autMξ =

{
X(z,w) = 2Re

(
n∑

s=1

fs(z,w)
∂

∂zs
+

K∑
t=1

gt(z,w)
∂

∂wt

)}
,

14Øàíàíèíà Å. Í., Ìîäåëè CR-ìíîãîîáðàçèé òèïà (1,K) ïðè 3≤K≤7 è èõ àâòîìîðôèçìû, Ìàòåì.
çàìåòêè. 2000. Ò. 67 �3. Ñ.452-459.

15Øàíàíèíà Å. Í., Ïîëèíîìèàëüíûå ìîäåëè ñòåïåíè 5 è àëãåáðû èõ àâòîìîðôèçìîâ, Ìàòåì. çàìåò-
êè. 2004. Ò. 75 �5. Ñ.757-772.

16Ãàììåëü Ð. Â., Êîññîâñêèé È. Ã., Îáîëî÷êà ãîëîìîðôíîñòè ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ñòåïåíè òðè
è ôåíîìåí �æåñòêîñòè�, Òð. ÌÈÀÍ, 2006. Ò. 253. Ñ.30�45.

17Êîññîâñêèé È. Ã., Îá îáîëî÷êàõ ãîëîìîðôíîñòè ìîäåëüíûõ ìíîãîîáðàçèé, Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì.
2007. Ò. 71. �3. Ñ.113�140.

18Sabzevari M., Hashemi A., M.-Alizadeh B., Merker J., Applications of di�erential algebra for computing
Lie algebras of in�nitesimal CR-automorphisms, arXiv:1212.3070, 2012. P.1-28.
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ãäå ãîëîìîðôíûå â îêðåñòíîñòè òî÷êè ξ ôóíêöèè fs, s = 1, . . . , n è gt,
t = 1, . . . , K óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ôóíêöèîíàëüíûõ ñîîòíîøåíèé, ÿâëÿ-
þùèõñÿ óñëîâèÿìè òîãî, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå X(z,w) êàñàåòñÿ ðîñòêà Mξ.
Ýòè âåêòîðíûå ïîëÿ ïîðîæäàþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû, äåéñòâó-
þùèå ãîëîìîðôíî íàMξ. Ìîæíî ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùóþ autMξ ëî-
êàëüíóþ ãðóïïó � AutMξ. Òî åñòü AutMξ � ýòî îáðàç autMξ ïîä äåéñòâèåì
ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ýòà ëîêàëüíàÿ ãðóïïà äåéñòâóåò íà Mξ

îòîáðàæåíèÿìè, áèãîëîìîðôíûìè â òî÷êå ξ. Ýòó àëãåáðó è ñîîòâåòñòâó-
þùóþ åé ãðóïïó áóäåì íàçûâàòü àëãåáðîé è ãðóïïîé ðîñòêà. Ïîäãðóïïó
àâòîìîðôèçìîâ AutξMξ, ñîõðàíÿþùèõ òî÷êó ξ íà ìåñòå, áóäåì íàçûâàòü
ñòàáèëèçàòîðîì ãðóïïû ðîñòêà, à åå àëãåáðó Ëè autξMξ áóäåì íàçûâàòü
ñòàáèëèçàòîðîì àëãåáðû ðîñòêà.

Ïóñòü Mξ � ýòî ðîñòîê âïîëíå íåâûðîæäåííîãî âåùåñòâåííîãî ïîðîæ-
äàþùåãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ M CR-òèïà (n,K) â òî÷êå ξ. Êàæäîìó òàêîìó
ðîñòêó Mξ ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå åãî êàñàòåëüíàÿ ìîäåëü-
íàÿ ïîâåðõíîñòü Qξ

19, òî åñòü íåêîòîðàÿ ñïåöèàëüíàÿ âåùåñòâåííî àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü òîãî æå CR-òèïà (n,K).

Ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü � ýòî âïîëíå íåâûðîæäåííîå àëãåáðàè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå, îáëàäàþùåå íàáîðîì ñâîéñòâ, êîòîðûå äåëàþò åå óäîáíûì
è ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ CR-ìíîãîîáðàçèé.
Ïðèâåäåì ñïèñîê îñíîâíûõ ñâîéñòâ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè.

1. Ñèììåòðè÷íîñòü: cóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå
ñòàáèëèçàòîðà àëãåáðû ðîñòêà â ñòàáèëèçàòîðå àëãåáðû ìîäåëüíîé ïî-
âåðõíîñòè.

2. Êîíå÷íîìåðíîñòü: êðèòåðèåì êîíå÷íîìåðíîñòè ãðóïïû ãîëîìîðôíûõ
àâòîìîðôèçìîâ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ åå ïîëíàÿ íåâûðîæ-
äåííîñòü.

3. Ôóíêòîðèàëüíîñòü: åñëè äâà ðîñòêà áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíû, òî
ýêâèâàëåíòíû è èõ êàñàòåëüíûå ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè. Äâå ìîäåëü-
íûå ïîâåðõíîñòè áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíè ýêâèâàëåíòíû ëèíåéíî.

4. Îäíîðîäíîñòü: âñÿêàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ãîëîìîðôíî îäíîðîäíà,
îäíîðîäíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ òðåóãîëüíî-ïîëèíîìèàëüíûìè àâòîìîð-
ôèçìàìè.

19Áåëîøàïêà Â. Ê., Âåùåñòâåííûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà: èõ ïîëèíîìèàëü-
íûå ìîäåëè, àâòîìîðôèçìû è ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè, Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê 2002. Ò.57.
Âûï.1(343). Ñ.3-44.

4



Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aut0Q ïîäãðóïïó ãðóïïû AutQ, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ëè-
íåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè, îñòàâëÿþùèõ íà÷àëî êî-
îðäèíàò íà ìåñòå. Ïîäãðóïïà Aut0Q âñåãäà ñîäåðæèò ïîäãðóïïó ñêàëÿðíûõ
ðàñòÿæåíèé âèäà:

z → λz, wj → λjwj, λ ∈ R+, j = 2, . . . , ℓ.

Ãäå wj, j = 2, . . . , ℓ � âåêòîðíûå ïåðåìåííûå, òàêèå ÷òî âûïîëíåíî ðà-
âåíñòâî (w2, . . . ,wℓ) = (w1, . . . , wK). Ïðè÷åì â âåêòîðíóþ ïåðåìåííóþ wj

ñãðóïïèðîâàíû òå ïåðåìåííûå wm, m ∈ {1, . . . , K}, íà êîòîðûå ïîäãðóïïà
ñêàëÿðíûõ ðàñòÿæåíèé äåéñòâóåò ñ âåñîì j. Òî åñòü wj → λjwj, λ ∈ R+.

Àëãåáðà èíôèíèòåçèìàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè
� ýòî ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà Ëè âèäà:

autQ = g− + g0 + g+.

Ãðàäóèðîâêà ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäàíèÿ âåñîâ âñåì ïåðåìåííûì è âñåì
îïåðàòîðàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïðàâèëó:

[z] = 1, [wj] = j, [
∂

∂z
] = −1, [

∂

∂wj
] = −j, j = 2, . . . , ℓ.

Ïîäàëãåáðå g− ñîîòâåòñòâóåò ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîì îòîáðàæåíèè ïîäãðóï-
ïà Aut−Q ãðóïïû AutQ ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ ìîäåëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè. ÏîäãðóïïàAut−Q îáåñïå÷èâàåò ãîëîìîðôíóþ îäíîðîäíîñòü ìîäåëü-
íîé ïîâåðõíîñòè. Ðàçìåðíîñòü ýòîé ïîäãðóïïû ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ
ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè è, êàê ëåãêî âèäåòü, ýòó ïîäãðóïïó ìîæíî îòîæäå-
ñòâèòü ñ ñàìîé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòüþ. Ïîäàëãåáðå g0 ñîîòâåòñòâóåò ïîä-
ãðóïïà Aut0Q ëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè, îñòàâëÿ-
þùèõ íà÷àëî êîîðäèíàò íà ìåñòå. Ïîäàëãåáðå g+ ñîîòâåòñòâóåò ïîäãðóïïà
Aut+Q íåëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè, îñòàâëÿþùèõ
íà÷àëî êîîðäèíàò íà ìåñòå. Ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè ñ òðèâèàëüíîé ïîä-
ãðóïïîé Aut+Q íàçûâàþòñÿ æåñòêèìè.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà, êàñàþùàÿñÿ æåñòêîñòè ìîäåëüíûõ
ïîâåðõíîñòåé.

ÃÈÏÎÒÅÇÀ. Âñå âïîëíå íåâûðîæäåííûå ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè ñ äëè-
íîé àëãåáðû Ëåâè-Òàíàêè ℓ ≥ 3 ÿâëÿþòñÿ æåñòêèìè.

Ýòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà äëÿ ℓ = 3 â äèññåðòàöèè È. Ã. Êîññîâñêî-
ãî20. Àâòîðó íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè óäàëîñü ïîäòâåðäèòü ýòó ãèïîòåçó äëÿ

20Ãàììåëü Ð. Â., Êîññîâñêèé È. Ã., Îáîëî÷êà ãîëîìîðôíîñòè ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ñòåïåíè òðè
è ôåíîìåí �æåñòêîñòè�, Òð. ÌÈÀÍ, 2006. Ò. 253. Ñ.30�45.
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ñåðèè CR-òèïîâ ïðè n = 1, à èìåííî äëÿ K ≤ 13. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè
n = 1 è K ≥ 4 äëèíà àëãåáðû Ëåâè-Òàíàêè ℓ > 3. Òåì ñàìûì ýòè ðåçóëü-
òàòû íå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû Êîññîâñêîãî.

Ïðè èçó÷åíèè ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ïðîèçâîëüíîãî CR-òèïà ïîÿâëÿ-
åòñÿ îñîáåííîñòü, êîòîðîé íåò â ñëó÷àå Ïóàíêàðå è êîòîðàÿ ñëàáî ïðîÿâëåíà
â ñëó÷àå ×åðíà è Ìîçåðà. Ðàçëè÷íûå ðîñòêè îäíîãî CR-òèïà ìîãóò áûòü
àññîöèèðîâàíû ñ ãîëîìîðôíî íåýêâèâàëåíòíûìè ìîäåëüíûìè ïîâåðõíîñòÿ-
ìè, ïðè÷åì ñåìåéñòâà íåýêâèâàëåíòíûõ ïîâåðõíîñòåé ìîãóò çàäàâàòüñÿ äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ. Ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè, êàê áûëî
óêàçàíî â òðåòüåì ñâîéñòâå, ãîëîìîðôíî ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíû ëèøü â
òîì ñëó÷àå, åñëè îíè ýêâèâàëåíòíû ëèíåéíî. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïèñà-
íèÿ ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ (ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé), íóìåðóþùèõ ñî-
âîêóïíîñòü ãîëîìîðôíî íåýêâèâàëåíòíûõ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, ïîãðó-
æàåòñÿ â êîíòåêñò êëàññè÷åñêîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíòñâà ìîäóëåé ìî-
äåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé áûëà ïðèâåäåíà â ðàáîòå Â. Ê. Áåëîøàïêè21, îíà
îñíîâàíà íà òåîðåìå Ãèëüáåðòà î áàçèñå è èñïîëüçóåò êîíñòðóêöèþ ðàöè-
îíàëüíîãî ôàêòîðà22. Â ýòîé ðàáîòå áûëè ðàçîáðàíû ïðîñòåéøèå ïðèìå-
ðû íåòðèâèàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, à òàêæå
áûëî ïðåäëîæåíî ïðèìåíåíèå ýòîé êîíñòðóêöèè ê ïîñòðîåíèþ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ CR-êëàññîâ. Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþ
áîëåå ñëîæíûõ ïðèìåðîâ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.
Âñå îíè îòíîñÿòñÿ ê ìíîãîîáðàçèÿì ñ îäíîìåðíîé êîìïëåêñíîé êàñàòåëü-
íîé.

Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷:
Äîêàçàòü òðèâèàëüíîñòü êîìïîíåíòû g+ àëãåáðû Ëè èíôèíèòåçèìàëü-

íûõ àâòîìîðôèçìîâ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé CR-òèïîâ (1, K) äëÿ K îò 8
äî 12.

Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé CR-òèïîâ
(1, K) äëÿ K ≤ 13.

21Beloshapka V. K., Moduli Space of Model Real Submanifolds, Russian J. Math. Phys. 2006. V. 13. �3
P. 245�252.

22Âèíáåðã Ý. Á., Ïîïîâ Â. Ë., Òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ, Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ-4, Èòîãè íàóêè è
òåõí. Ñåð. Ñîâðåì. ïðîáë. ìàò. Ôóíäàì. íàïðàâëåíèÿ. 55. ÂÈÍÈÒÈ. Ì. 1989. Ñ.137-309.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Äîêàçàíà òðèâèàëüíîñòü êîìïîíåíòû g+ àëãåáðû Ëè èíôèíèòåçèìàëü-
íûõ àâòîìîðôèçìîâ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé CR-òèïîâ (1, K) äëÿ K
îò 8 äî 12. Ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå àëãåáðû è ãðóïïû àâòîìîðôèç-
ìîâ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé CR-òèïîâ (1, K) äëÿ K îò 8 äî 12.

2. Âû÷èñëåíû êîíå÷íûå ñèñòåìû îáðàçóþùèõ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ èíâà-
ðèàíòîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé CR-òèïîâ
(1, K) äëÿ K ≤ 13. Äàíî òîïîëîãè÷åñêîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâ ìîäó-
ëåé CR-òèïîâ (1, 4) è (1, 7).

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ìíîãîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî àíà-
ëèçà, òåîðèè èíâàðèàíòîâ, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, à òàêæå ìåòîä
ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè, ðàçâèòûé â ðàáîòàõ Â. Ê. Áåëîøàïêè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû èìåþò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå.
Îíè ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â ìíîãîìåðíîì êîìïëåêñíîì àíàëèçå, äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, òåîðèè ãðóïï è àëãåáð Ëè, òåîðèè èíâàðèàíòîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü:

• íà ñåìèíàðå èìåíè Âèòóøêèíà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÌÃÓ (ðóêîâîäèòåëè � Â.Ê. Áåëîøàïêà, Ñ.Þ. Íåìèðîâñêèé, À. Ã. Ñåð-
ãååâ è Å.Ì. ×èðêà), 2010 ã. è 2013 ã.

• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾CR-Geometry and PDE's � IV¿
(Òðåíòî, Èòàëèÿ), 2010 ã.

• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ëîìîíîñîâ-2011¿ (Ìîñêâà, Ðîññèÿ),
2011 ã.

• íà ëåòíåé øêîëå-êîíôåðåíöèè ïî ïðîáëåìàì àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà (ßðîñëàâëü, Ðîññèÿ), 2011 ã.
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• íà ñåìèíàðå ¾Êîìïëåêñíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èìåíè Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ (ðóêîâîäèòåëè �
À.Ã. Ñåðãååâ è À.Â. Äîìðèí), 2013 ã.

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â òðåõ ðàáîòàõ àâòîðà,
äâå èç êîòîðûõ âõîäÿò â îôèöèàëüíûé ïåðå÷åíü ÂÀÊ. Ðàáîò â ñîàâòîðñòâå
íåò. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâîäèòñÿ â êîíöå àâòîðåôåðàòà [1�3].

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ãëàâû
ðàçáèòû íà ïóíêòû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò â ñåáÿ 21 íàèìåíîâàíèå.
Îáùèé îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 96 ñòðàíèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ê äèññåðòàöèè ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, îáñóæäà-
åòñÿ èñòîðèÿ âîïðîñà, ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè,
à òàêæå îñâåùàåòñÿ ìåñòî ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â ñîâðåìåííîì ìíîãî-
ìåðíîì êîìïëåêñíîì àíàëèçå.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà âû÷èñëåíèþ àëãåáðû àâòîìîð-
ôèçìîâ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé CR-òèïà (1, K) äëÿ 8 ≤ K ≤ 12. Àëãåáðû
àâòîìîðôèçìîâ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé CR-òèïà (1, K) äëÿ 2 ≤ K ≤ 7
áûëè âû÷èñëåíû â ðàáîòàõ Â.Ê. Áåëîøàïêè23 è Å.Í.Øàíàíèíîé24. Â ïóíê-
òå 1.1 óðàâíåíèå ïðîèçâîëüíîãî âïîëíå íåâûðîæäåííîãî ðîñòêà CR-òèïà
(1, K) äëÿ 8 ≤ K ≤ 12 ïðèâîäèòñÿ ê ïðîñòåéøåìó âèäó, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
àíàëîãîì íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìû.

Â ïóíêòå 1.2 â ÿâíîì âèäå âû÷èñëÿåòñÿ àëãåáðà àâòîìîðôèçìîâ ìî-
äåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé CR-òèïà (1, K) äëÿ 8 ≤ K ≤ 12. Êàê ñëåäñòâèå
äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

23Áåëîøàïêà Â. Ê., Âåùåñòâåííûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà: èõ ïîëèíîìèàëü-
íûå ìîäåëè, àâòîìîðôèçìû è ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè, Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê 2002. Ò.57.
Âûï.1(343). Ñ.3-44.

24Øàíàíèíà Å. Í., Ìîäåëè CR-ìíîãîîáðàçèé òèïà (1,K) ïðè 3≤K≤7 è èõ àâòîìîðôèçìû, Ìàòåì.
çàìåòêè. 2000. Ò. 67 �3. Ñ.452-459.
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ÒÅÎÐÅÌÀ. Ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè CR-òèïà (1, K) ïðè 8 ≤ K ≤ 12
ÿâëÿþòñÿ æåñòêèìè, òî åñòü èõ ïîäàëãåáðà g+ = 0.

Ýòà òåîðåìà ïîäòâåðæäàåò ãèïîòåçó î æåñòêîñòè ìîäåëüíûõ ïîâåðõíî-
ñòåé ïðè ℓ ≥ 3.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Ñòàáèëèçàòîð ãðóïïû ðîñòêà CR-òèïà (1, K) ïðè
8 ≤ K ≤ 12 èçîìîðôåí ëèáî R∗, ëèáî C∗.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Ãðóïïà AutQ ðîñòêà CR-òèïà (1, K) ïðè 8 ≤ K ≤ 12
ñîñòîèò èç òðåóãîëüíî-ïîëèíîìèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàí-
ñòâà CK+1.

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé
ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé CR-ðàçìåðíîñòè îäèí. Â ïóíêòàõ 2.1 � 2.6 ðàñ-
ñìîòðåíû ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé CR-òèïîâ (1, K)
ïðè K ≤ 13. Äëÿ íèõ ïîñòðîåíû êîíå÷íûå ñèñòåìû îáðàçóþùèõ ïîëÿ ðà-
öèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äåéñòâèÿ ëèíåéíîé ãðóïïû íà ïðîñòðàíñòâå, êî-
òîðîå ïàðàìåòðèçóåò ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè. Òåì ñàìûì ïîëó÷åíî îïè-
ñàíèå ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé CR-òèïîâ (1, K) ïðè
K ≤ 13.

Â ïóíêòàõ 2.1 è 2.2 äàíî òîïîëîãè÷åñêîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé
ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé CR-òèïîâ (1, 4) è (1, 7) ñîîòâåòñòâåííî.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé M(1, 4) ãîìåîìîðôíî
îòðåçêó.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé M(1, 7) ãîìåîìîðôíî
âçâåøåííîìó ïðîåêòèâíîìó ïðîñòðàíñòâó CP(3, 1, 1)25.

Â ïóíêòå 2.6 äåìîíñòðèðóåòñÿ äâîéñòâåííîñòü, èìåþùàÿ ìåñòî äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâ ìîäóëåé ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Èç äâîéñòâåííîñòè ñëåäóåò, ÷òî
ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåéM(1, 5) èM(1, 11) ãîìåîìîðôíû ïðîñòðàíñòâàì ìî-
äóëåéM(1, 4) èM(1, 7) ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, âåðíû ñëåäóþùèå
äâà óòâåðæäåíèÿ.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 3. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé M(1, 5) ãîìåîìîðôíî
îòðåçêó.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 4. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé M(1, 11) ãîìåîìîðôíî
âçâåøåííîìó ïðîåêòèâíîìó ïðîñòðàíñòâó CP(3, 1, 1).

25Ýòî îáîçíà÷åíèå âçâåøåííîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâóåò îáîçíà÷åíèÿì ìîíîãðàôèè
A. R. Iano-Fletcher, Working with weighted complete intersections, London Mathematical Society Lecture
Note Series 2000. �.281. P.101-174.
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Â ïóíêòå 2.7 äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ñòðîåíèè ïðîñòðàíñòâ
ìîäóëåé ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé CR-ðàçìåðíîñòè îäèí.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 5. Ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ìîäåëüíûõ ïîâåðõíî-
ñòåé CR-ðàçìåðíîñòè îäèí ëèáî òðèâèàëüíû, ëèáî ïðåäñòàâëÿþò èç ñå-
áÿ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà âåùåñòâåííûõ ìíîãîîáðàçèé Ãðàññìàíà ïî äåé-
ñòâèþ ãðóïïû U(1).

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâÿçè ìåæäó ïîíÿòè-
åì ïîëíîé íåâûðîæäåííîñòè è ïîíÿòèåì ãåîìåòðè÷åñêîé íåâûðîæäåííîñòè
äëÿ ðîñòêà ïîðîæäàþùåãî CR-ìíîãîîáðàçèÿ. Ïåðâîå ïîíÿòèå îïðåäåëÿåò-
ñÿ â òåðìèíàõ ôîðì, êîòîðûå çàäàþò óðàâíåíèÿ ðîñòêà, à âòîðîå ïîíÿòèå
îïðåäåëÿåòñÿ â òåðìèíàõ åãî àëãåáðû Ëåâè-Òàíàêè.

Â ïóíêòå 3.1 â ÿâíîì âèäå âû÷èñëÿåòñÿ ñòðóêòóðà àëãåáðû Ëåâè-Òàíàêè
äëÿ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, ó êîòîðûõ äëèíà àëãåáðû Ëåâè-Òàíàêè ℓ = 4.
Íà îñíîâàíèè ýòèõ âû÷èñëåíèé äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 6. Äëÿ ðîñòêîâ CR-ìíîãîîáðàçèé ñ äëèíîé àëãåáðû
Ëåâè-Òàíàêè ℓ = 4 ïîíÿòèÿ ïîëíîé íåâûðîæäåííîñòè è ãåîìåòðè÷åñêîé
íåâûðîæäåííîñòè ýêâèâàëåíòíû.

Â ïóíêòå 3.2 â ÿâíîì âèäå âû÷èñëÿåòñÿ ñòðóêòóðà àëãåáðû Ëåâè-Òàíàêè
äëÿ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, ó êîòîðûõ äëèíà àëãåáðû Ëåâè-Òàíàêè ℓ = 5.

Â ïóíêòå 3.3, íà îñíîâàíèè âû÷èñëåíèé ïóíêòà 3.2, äîêàçûâàåòñÿ ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 7. Äëÿ ðîñòêîâ CR-òèïà (1,12) ïîíÿòèÿ ïîëíîé
íåâûðîæäåííîñòè è ãåîìåòðè÷åñêîé íåâûðîæäåííîñòè ýêâèâàëåíòíû.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-
ëþ ïðîôåññîðó Âàëåðèþ Êîíñòàíòèíîâè÷ó Áåëîøàïêå çà ïîñòàíîâêó çàäà÷,
ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå. Àâòîð áëàãî-
äàðèò òàêæå âåñü êîëëåêòèâ êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíî-
ñîâà çà òâîð÷åñêóþ àòìîñôåðó, ñïîñîáñòâîâàâøóþ íàó÷íîé ðàáîòå.
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