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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы.
Многоканальные системы обслуживания давно и интенсивно изучают-

ся многими авторами. В значительной мере это связано с широким кругом
применений в самых различных областях: компьютерные системы, коммуни-
кационные сети, супермаркеты, аэропорты и т.д.. Одна из первых проблем,
возникающих при анализе этих моделей, — выяснение условий существова-
ния собственных предельных распределений (условий стабильности) у про-
цессов, описывающих функционирование систем. Проблема условий эрго-
дичности систем достаточно традиционна для теории массового обслужи-
вания. Эти условия представляют значительный интерес для приложений,
поскольку они определяют соотношения между параметрами модели, при
которых не образуется бесконечно больших очередей. С другой стороны,
доказательства соответствующих предельных теорем приводят к анализу
сложных случайных процессов, вообще говоря, немарковских, что способ-
ствует разработке новых подходов и методов. Если удается построить цепь
Маркова, связанную с функционированием системы, то доказательства опи-
раются на соответствующие результаты для марковских цепей. Одними из
первых работ, в которых были найдены достаточные условия существова-
ния стационарного распределения у цепей Маркова, связанных с очередью
в системе, являются работы Ф. Фостера1 и Д. Кендалла2. Некоторые необ-
ходимые условия эргодичности установлены в работе М. Каплана3. Анализ
свойств эргодичности широкого класса случайных процессов проведен в мо-
нографии А.А. Боровкова4, в которой рассматриваются как цепи Маркова,
так и стохастические рекурсивные последовательности и цепи.

Начиная с 90-х годов, для анализа стабильности (или нестабильности)
систем и сетей обслуживания успешно применяются методы предельных
жидкостных моделей (fluid approximation)5. По-сути, жидкостная аппрок-
симация сводится к функциональному закону больших чисел, который вы-
полняется для широкого класса марковских и немарковских систем. Этот
подход может оказаться успешным, когда входящий поток принадлежит
некоторому подклассу регенерирующих потоков. Например - это марковски-

1Foster, F. G., “On the stochastic matrices associated with certain queuing processes”. Ann. Math. Statist.,
24, 2, 355–360 (1953).

2Kendall, D. G., “Stochastic processes occuring in the theory of queues and their analysis by the method
of the imbedded Markov chain”. Ann. Math. Statist., 24, 3, 338–354 (1953)

3Kaplan, M., “A sufficient condition of nonergodicity of a Markov chain”.IEEE Transactions on Information
Theory, 25, 4, 470–471 (1979).

4Боровков, А. А., Эргодичность и устойчивость случайных процессов. М.: Едиториал УРСС, 440 с.
(1999)

5Dai, J. G., “On positive Harris recurrence of multiclass queueing networks: a unifed approach via uid limit
models.” Ann. Appl. Proba. 5, 49–77 (1995).
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модулированный поток или марковский поток поступлений. Тогда введением
небольшого числа дополнительных переменных, функционирование систе-
мы может быть описано достаточно просто устроенным марковским процес-
сом. Но даже в такой ситуации доказательства утверждений, необходимых
для применения жидкостной аппроксимации, — совсем не тривиальная за-
дача.

Для многоканальных систем обслуживания в работе Р.Лойнеса6 установ-
лено, что процессы, описывающие функционирование системы, стабильны,
если интенсивность поступления новых требований меньше суммарной ин-
тенсивности обслуживания, когда все имеющиеся приборы заняты. При этом
предполагается, что интервалы между поступлениями требований и времена
обслуживания образуют стационарную метрически транзитивную двумер-
ную последовательность и все приборы одинаковы. В такой ситуации, вве-
денный в работе Ж.Кифера и Ж.Вольфовица7 r-мерный случайный процесс−→
W n, обладает свойством стохастической монотонности, т.е. если

−→
W 1 = 0, то

Fn+1(x) = P{
−→
W n+1} ≤ P{

−→
W n} = Fn(x). Отсюда следует сходимость по-

следовательности Fn(x) при нулевых начальных условиях. Доказательство
условий стабильности следует из ряда оценок или опирается на метод Фо-
стера8. Подобный подход можно применить и к системам с ограничениями,
обладающими указанными свойствами монотонности9. Однако для доказа-
тельства стабильности при общих начальных условиях требуются дополни-
тельные предположения10.

Несмотря на достаточно долгую историю развития данного направления,
интерес к вопросам эргодичности велик и в настоящее время. Этой пробле-
ме посвящены работы Садовски и Спанковски11, Афанасьевой12, Фосса и
Константопулуса13, Морозова и Дельгадо14 и многих других авторов.

В связи с интенсивным развитием телекоммуникационных систем, акту-
6Loynes, R. M., “The stability of a queue with non-independent inter-arrival and service times”. Proc.

Cambr. Phil. Soc., 58, 3, 494–520 (1962).
7Kiefer, J., Wolfowitz, J., “On the theory of queues with many servers”. Trans. Amer. Math. Soc., 78, 1–18

(1955).
8Foster, F. G., “On the stochastic matrices associated with certain queuing processes”. Ann. Math. Statist.,

24, 2, 355–360 (1953).
9Афанасьева, Л. Г., “О существовании предельного распределения в системах массового обслужи-

вания с ограниченным временем пребывания”. Теория вероятностей и её применения, 10, 3, 570–578
(1965).

10Боровков, А. А., Асимптотические методы в теории массового обслуживания. M.: Наука, 381 с.
(1980)

11Sadowsky, J.S., Szpankowski, W., “The Probability of Large Queue Lengths and Waiting Times in a
Heterogeneous Multiserver Queue Part I: Tight Limits”, Advances in Applied Probability, 27, 2, 1–41 (1995).

12Афанасьева, Л. Г., “Системы массового обслуживания с циклическими управляющими процессами”.
Кибернетика и системный анализ, 41, 1, 54–68 (2005).

13Foss, S., Konstantopoulos, T., “An overview of some stochastic stability methods”. Journal of the
Operations Research Society of Japan-Keiei Kagaku, 47, 275–303 (2004).

14Morozov, E., Delgado, R., “Stability analysis of regenerative queueing systems” Autom. Remote Control,
70. 2, 1977–1991 (2009).
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альными направлениями исследований в теории очередей является анализ
моделей с входными потоками более общего вида15, а также изучение си-
стем с ненадежными приборами16 и различными ограничениями17. В рабо-
те исследуются как обычные многоканальные системы с общей очередью и
неидентичными приборами, где каждый прибор имеет свою функцию рас-
пределения времени обслуживания, так и многоканальные системы обслу-
живания с ненадежными приборами, системы, функционирующие в случай-
ной среде и системы с возможностью неприсоединения требований к оче-
реди. Для всех рассматриваемых систем входящий поток предполагается
регенерирующим. Отметим, что класс регенерирующих потоков весьма ши-
рок. Регенерирующими являются большинство процессов, обычно использу-
емых в теории массового обслуживания в качестве входных потоков. Кро-
ме того, при довольно общих условиях свойство регенерации сохраняется
при прохождении через систему обслуживания. Таким образом, опираясь
на результаты, касающиеся отдельных узлов, мы исследуем иерархическую
сеть многоканальных систем обслуживания, подобно тому, как это сделано
в работах Афанасьевой Л.Г. 18 и Морозова Е.19. И наконец, потоки данно-
го класса могут использоваться при построении математических моделей
многих реальных объектов, поскольку интенсивность таких потоков может
зависеть от времени и, более того, являться случайным процессом.

Главная трудность в изучении систем с достаточно общими входными
потоками и произвольным распределением времени обслуживания состоит
в том, что за редким исключением не удается получить явные выражения
для основных характеристик системы. Однако, как правило, поведение ос-
новных процессов, описывающих эволюцию системы, может быть изучено
в условиях высокой загрузки, что очень важно с точки зрения приложений
к реальным системам, которые зачастую функционируют в условиях кри-
тической загрузки. Обзор широкого круга задач, связанных с поведением
систем в условиях высокой загрузки, представлен в работе В. Уитта20. В
монографии А. А. Боровкова21 развита общая теория предельного поведе-
ния процессов массового обслуживания при слабых условиях относительно

15Баштова, Е. Е., “Режим малой загрузки для системы обслуживания со случайной нестационарной
интенсивностью”. Матем. заметки, 80, 3, 339–349 (2006).

16Печинкин, А. В., Соколов, И. А., Чаплыгин, В. В., “Многолинейная система массового обслуживания
с групповым отказом приборов”. Информатика и её применения, 3, 3, 4–15 (2009).

17Ibrahim, R., Whitt, W., “Real-Time Delay Estimation in Overloaded Multiserver Queues with
Abandonments.” Management Science, 55, 10, 1729–1742 (2009).

18Афанасьева, Л. Г., “Об эргодичности открытой сети обслуживания”. Теория вероятностей и её при-
менения, 32, 4, 777–781 (1987).

19Morozov, E., “Weak Regeneration in Modeling of Queueing Processes.” Queueing Systems, 46, 3, 295–315
(2004).

20Whitt, W., “Heavy Traffic Limit Theorems for Queues: A Survey”. Lecture Notes in Economics and Math.
Systems, 98, 307–350 (1974).

21Боровков, А. А., Асимптотические методы в теории массового обслуживания. M.: Наука, 381 с.
(1980)
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потока требований, длительности обслуживания и структуры самой систе-
мы. Доказаны предельные теоремы для систем с ожиданием и с потерями,
в частности, при неограниченно увеличивающемся числе приборов и стре-
мящейся к бесконечности интенсивности входного потока. Предельные про-
цессы оказались весьма сложного характера, они сводятся к диффузионным
процессам лишь в частных случаях. Несмотря на долгую историю, анализ
проблемы высокой загрузки для различных систем актуален и до настояще-
го времени22. При этом значительная часть работ посвящена рассмотрению
систем с рекуррентным входящим потоком. В диссертации задача о высо-
кой загрузке для различных многоканальных систем обслуживания с реге-
нерирующим входящим потоком и неидентичными приборами исследована
в двух вариантах. В одной постановке рассматривается поведение норми-
рованного процесса, задающего количество требований в системе, в услови-
ях перегруженной системы, а в другой — в условиях стабильной системы,
но близкой к критической. Доказательства опираются на свойство сходи-
мости нормированного регенерирующего потока к винеровскому процессу,
соответствующие предельные теоремы для систем с рекуррентным входным
потоком23 и результаты для жидкостных систем24.

Цель и задачи исследования.
Целью диссертации является изучение различных многоканальных си-

стем с неидентичными приборами и регенерирующим входящим потоком.
Среди задач исследования выделяются следующие.

— Определение взаимосвязи между эргодичностью и стохастической
ограниченностью процесса, описывающего эволюцию многоканальной систе-
мы с консервативной дисциплиной обслуживания.

— Установление необходимых и достаточных условий эргодичности как
для стандартных многоканальных систем с неидентичными приборами и
регенерирующим входящим потоком, так и для различных систем с ограни-
чениями и сетей обслуживания.

— Асимптотический анализ поведения процессов, характеризующих эво-
люцию многоканальных систем с неидентичными приборами в условиях вы-
сокой и сверхвысокой загрузки.

Научная новизна.
Представленные в диссертации результаты являются новыми, получен-

ными автором самостоятельно. Основные результаты диссертации следую-
щие.

— Для многоканальной системы с регенерирующим входящим потоком
22Whitt, W., ”A Diffusion Approximation for the G/GI/n/m Queue.” Operations Research, 52, 6, 922–941

(2004).
23Iglehart, D. L., Whitt, W., “Multiple Channel Queues in Heavy Traffic, I”. Advances Appl. Prob., 2, 2,

150-177 (1970).
24Whitt, W., Stochastic-Process Limits: An Introduction to Stochastic-Process Limits and Their Application

to Queues. N.Y.:Springer, 727 c (2002).
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и консервативной дисциплиной обслуживания доказана общая теорема об
эквивалентности эргодичности и стохастической ограниченности регенери-
рующих многомерных процессов.

— Найдены необходимые и достаточные условия эргодичности для раз-
личных многоканальных систем с неидентичными приборами и регенери-
рующим входящим потоком: стандартных систем, систем с ненадежными
приборами, систем, функционирующих в случайной среде, систем с возмож-
ностью неприсоединения к очереди.

— Доказана эргодическая теорема для иерархической сети, состоящей из
многоканальных систем обслуживания.

— В условиях высокой и сверхвысокой загрузки для различных многока-
нальных систем с регенерирующим входящим потоком доказаны функцио-
нальные предельные теоремы для нормированного процесса, определяющего
число требований в системе.

Методика исследования.
В диссертации используются как классические методы теории вероятно-

стей и теории случайных процессов, такие как предельные теоремы для ста-
ционарных процессов25, теорема восстановления Блекуэлла26, узловая теоре-
ма Смита27, метод склеивания (coupling)28, так и специальные методы теории
очередей: метод полного времени обслуживания29, метод одного вероятност-
ного пространства, метод жидкостных аппроксимаций30.

Теоретическая и практическая значимость.
Диссертация носит теоретический характер. Её результаты могут найти

применение в теории очередей, теории надежности, а также использоваться
при исследовании телекоммуникационных систем.

Апробация работы.
По теме диссертации были сделаны доклады на следующих семинарах

механико-математического факультета МГУ им. М. В. Ломоносова:

• Большом семинаре кафедры теории вероятностей под руководством
действительного члена РАН, профессора А. Н. Ширяева (2013 г.),

• Семинаре «Исследование асимптотического поведения и устойчивости
стохастических моделей» под руководством проф. Л.Г. Афанасьевой,
проф. Е.В. Булинской, доц. Е.Б. Яровой (2011–2013 гг., неоднократно).

25Боровков, А. А., Вероятностные процессы в теории массового обслуживания. M.: Наука, 368 с.
(1972).

26Blackwell, D., “A renewal theorem”. Duke Math. J., 15, 145–150 (1948).
27Smith, W. L., “Regenerative stochastic processes”. Proc. Roy. Soc., A 232, 6–31 (1955).
28Lindvall, T., Lectures on the coupling method. N.Y.:Dover Publications, 257 c. (2002).
29Gaver, D. P., Jr., “A Waiting Line with Interrupted Service, Including Priorities”. J. Roy. Statist. Soc., 24,

73–90 (1962).
30Whitt, W., Stochastic-Process Limits: An Introduction to Stochastic-Process Limits and Their Application

to Queues. N.Y.:Springer, 727 c (2002).
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Доклад на семинаре «Теория риска и смежные вопросы» под руковод-
ством проф. В.Ю. Королёва факультета вычислительной математики и ки-
бернетики МГУ им. М. В. Ломоносова (2013 г.).

Результаты диссертации докладывались на:

• Международной конференции “Теория вероятностей и ее приложе-
ния” в МГУ, посвященной столетию со дня рождения Б.В.Гнеденко
(Москва, 2012 г.);

• Международной конференции “XXX International Seminar on Stability
Problems for Stochastic Models” (Светлогорск, 2012 г.);

• Международной конференции студентов, аспирантов и молодых учё-
ных «Ломоносов» в МГУ (Москва, 2012-2013 гг.);

• Международной конференции “XXXI International Seminar on Stability
Problems for Stochastic Models” (Москва, 2013 г.);

• Международной конференции “Seventh International Workshop on
Simulation” в Италии (Римини, 2013 г.);

Публикации.
Результаты диссертации опубликованы в девяти работах, из которых две

— в журналах из перечня ВАК, одна депонирована в ВИНИТИ. Список
работ приведён в конце автореферата [1-9].

Структура и объём работы.
Диссертация изложена на 108 страницах и состоит из введения, трёх глав

и списка литературы, включающего 125 наименований.

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении приводится краткий обзор исследований, посвящённых во-
просам эргодичности различных систем и анализу их поведению в услови-
ях высокой и сверхвысокой загрузки. Историческая справка подкрепляется
соответствующими ссылками на научные работы. Кроме того, во введении
объясняется актуальность темы и научная новизна предпринятого автором
исследования.

В первой главе изучается многоканальная система обслуживания с r
неидентичными приборами, время обслуживания требований на которых,
для i-го прибора, задается произвольной функцией распределения Bi(x) с
конечным средним β−1i , регенерирующим входящим потоком X(t) интенсив-
ность которого равна limt→∞

X(t)
t = λ и общей очередью. Мы также допус-

каем тривиальный случай β−1i = 0 и, тогда, полагаем βi = ∞. Дисциплина
обслуживания консервативная, т.е. приборы не могут простаивать, если в
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очереди находятся требования. В этой главе мы предполагаем, что приборы
являются надежными и не происходит прерывания обслуживания. Такую
систему далее будем называть стандартной. Для входящего потока X(t) за-
даны следующие последовательности: {θi−θi−1 = τi}∞i=1(θ0 = 0) — независи-
мые одинаково распределенные (за исключением τ1) времена между наступ-
лениями моментов регенерации входящего потока, {ξi}∞i=1 — независимые
одинаково распределенные (за исключением ξ1) случайные величины, зада-
ющие число требований, поступивших за соответствующие периоды регене-
рации. Каждый прибор характеризуется последовательностью независимых
времен обслуживания η(i) = {ηin}∞n=1, (i = 1, r) с функцией распределения
Bi(x).

Прежде всего, на основе теоремы восстановления Д. Блекуэлла31 и уз-
ловой теоремы В. Смита32 для процессов, характеризующих функциониро-
вание системы, доказывается общая теорема об эквивалентности эргодич-
ности и стохастической ограниченности при некоторых дополнительных и
естественных условиях.

Вводится r-мерный случайный процесс
−→
W (t) = (W1(t), . . . ,Wr(t)) с неот-

рицательными координатами, характеризующий функционирование систе-
мы. Предполагается, что

−→
W (t) при t > 0 определяется соотношением

−→
W (t) = Φ(

−→
W (0), t, {X(s), s ≤ t},−→η 1, . . .

−→η X(t)), (1)

где Φ(·) — некоторая функция в соответствующем пространстве со значени-
ями в Rr

+. Более того, функция Φ(·) такова, что процесс
−→
W (t) — регенери-

рующий и его точки регенерации совпадают с теми моментами регенерации
входного потока {θi}∞i=1, для которых

−→
W (θi − 0) = 0.

Для процесса
−→
W (t), определенного соотношением (1), вводится вложен-

ный процесс
−→
W n =

−→
W (θn − 0) = (Wn1, . . . ,Wnr) и суммы координат w(t) =∑r

j=1Wj(t), wn =
∑r

j=1Wnj. Предполагается, что входящий поток X(t),
последовательность {−→η n}∞n=1 и функция Φ(·) таковы, что выполнены следу-
ющие условия.
Условие 1. P{wn+1 = 0|wn = 0} > 0.

Будем говорить, что точка −→y ∈ Rr
+ достижима из нуля процессом

−→
Y (t),

если для любого ε > 0 существуют ε-окрестность, ∆ε(
−→y ) = {−→x : ||−→x −

−→y || < ε} и tε ≥ 0 такие, что P{
−→
Y (tε) ∈ ∆ε(

−→y )|
−→
Y (0) = 0} > 0. Обозначим

B0(
−→
Y (·)) множество точек, достижимых из нуля процессом

−→
Y (t).

Условие 2. Для любого −→x < ∞, −→x ∈ Rr найдутся целое m(−→x ) и δ(−→x ) >

0, такие что при всех −→y ∈ B0

(−→
W n

)
и −→y ≤ −→x выполняется равенство

P{wn+m(−→x ) = 0|
−→
W n = −→y } > δ(−→x ).

31Blackwell, D., “A renewal theorem”. Duke Math. J., 15, 145–150 (1948).
32Smith, W. L., “Regenerative stochastic processes”. Proc. Roy. Soc., A 232, 6–31 (1955).
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Здесь и далее −→y ≤ −→x означает покоординатное неравенство.
Будем говорить, что процесс

−→
W n асимптотически стохастически непре-

рывен, если выполнено следующее условие.
Условие 3. Для произвольных ε > 0 и −→x ∈ Rr

+ существуют δ > 0 и целое n0,
такие что

∣∣∣P{−→W n ≤ −→x |
−→
W 0 = −→y ∗} − P{

−→
W n ≤ −→x |

−→
W 0 = −→y }

∣∣∣ < ε, если n >

n0, ‖−→y ∗ −−→y ‖ < δ и −→y ∗,−→y ∈ B0

(−→
W n

)
.

Следующее предположение технического характера касается входящего
потока и оно позволяет устанавливать условие эргодичности для процесса с
непрерывным временем

−→
W (t).

Условие 4. Распределение τ2 содержит абсолютно непрерывную компоненту.

Заметим, что если один из процессов
−→
W (t),

−→
W n стохастически ограни-

чен (сильно стохастически неограничен), то и другой обладает соответству-
ющим свойством. Это же выполнено и для процессов w(t), wn. На самом
деле данное утверждение верно для совокупности всех этих процессов, если
выполнено следующее условие.
Условие 5. Последовательность случайных величин un = max1≤i,j≤r |Wni −
Wnj|, n = 1, 2, . . . стохастически ограничена при n→∞.

Теорема 1 (1). Пусть выполнены условия 1 и 2. Тогда

1. Если для некоторого начального состояния −→y 0 ∈ B0(
−→
W n) процесс

−→
W n

стохастически ограничен, то при условии 3 он эргодичен.

2. Если процесс wn стохастически неограничен при любом начальном
состоянии

−→
W 0 = −→y ∈ B0(

−→
W n), то он сильно стохастически неогра-

ничен.

3. При условии 5 эти утверждения имеют место для процесса
−→
W n.

4. Данные утверждения верны для процесса
−→
W (t) при условии 4.

Рассмотрим теперь стандартную систему типа Reg|G|r|∞, где сокраще-
ние Reg обозначает регенерирующий входящий поток. Положим

−→
W (t) =

(W1(t), . . . ,Wr(t)), где Wi(t) — время от момента t до момента, когда i-й
прибор освободится от обслуживания требований, пришедших раньше t, и−→
Q(t) = (Q1(t), . . . , Qr(t)), где Qi(t) — количество требований из числа име-
ющихся в системе в момент t, которые будут обслуживаться (или уже об-

служиваются) на i-м приборе. Тогда процесс Q(t) =
r∑
i=1

Qi(t) задает число

требований в системе в момент времени t. Установлено, что для рассматри-
ваемых процессов условие 5 выполнено, а условие 3 оказывается излишним.
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Вместо условий 1 и 2 достаточно потребовать выполнение следующего нера-
венства:

P{ξ2 = 0}+ P{ξ2 = 1, τ2 − t1 > ηi1} > 0. (2)

для некоторого прибора i (i = 1, r). Имеет место эргодическая теорема.

Теорема 2 (2). 1. Если выполнено (2) и

ρ =
λ∑r
i=1 βi

< 1, (3)

то процессы
−→
W n и

−→
Qn эргодичны. Если, кроме того, выполнено усло-

вие 4, то процессы
−→
W (t) и

−→
Q(t) эргодичны.

2. При ρ > 1, а также при ρ = 1 и дополнительных условиях

Eτ 2+δ2 <∞, Eξ2+δ2 <∞, E(ηi1)
2 <∞, i = 1, r (4)

для некоторого δ > 0, все эти процессы сильно стохастически неогра-
ничены.

Далее рассматривается иерархическая сеть многоканальных систем об-
служивания, и на основании теоремы 2 находится необходимое и достаточ-
ное условие ее эргодичности. Итак, мы рассматриваем сеть с N узлам. Она
называется иерархической, если наличие маршрута из узла A в узел B пред-
полагает, что отсутствует маршрут из B в A. В такой ситуации множество
узлов сети можно разбить наm классов (уровней) таким образом, что отсут-
ствуют маршруты между узлами одного уровня, а перемещение требований
из узлов уровня i возможно только в узлы уровня i+1. Перенумеруем уровни
и узлы каждого уровня так, что символ (i, j) обозначает j-й узел i-го уровня
и i = 1,m, j = 1, ni,

∑m
i=1 ni = N (ni — число узлов на уровне i). Обозначим

множество всех узлов N = {(i, j), j = 1, ni, i = 1,m}. В качестве маршрута
рассматривается набор I = (j1, . . . , jm), определяющий последовательность
узлов, проходимых требованием, так что jk — номер посещаемого на k-м
уровне узла. При этом поступление требований извне происходит лишь в
узлы первого уровня, уход из сети — через узлы последнего (m-го) уровня
и каждое требование проходит все уровни. Эти, на первый взгляд, ограни-
чительные предположения легко устраняются введением фиктивных узлов
с нулевым временем обслуживания. На множестве J всех маршрутов зада-
на вероятностная мера {P (I), I ∈ J} и требования, поступающие в сеть,
выбирают свои маршруты в соответствии с этой мерой независимо друг от
друга. Каждый узел сети является многоканальной системой обслуживания
с различными приборами и r(i, j) — число приборов в узле (i, j), Bk

(i,j)(x) —
функция распределения, а (βki,j)

−1 — математическое ожидание времени об-
служивания на k-м приборе узла (i, j). Предполагается, что поступающий в
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сеть поток X(t) — регенерирующий с интенсивностью λ. Выпишем условие,
аналогичное (2), обеспечивающее регенерацию описывающих сеть процес-
сов. Пусть ηk(i,j) — случайная величина с функцией распределения Bk

(i,j)(x),
k = 1, r(i, j), η̂i,j = max{ηk(i,j), k = 1, r(i, j)}. Предположим, что найдется
маршрут I0 = (j01 , . . . , j

0
m) и P (I0) > 0 такой, что

P{ξ2 = 0}+ P{ξ2 = 1, τ2 − t1 >
m∑
i=1

η̂i,j0i } > 0. (5)

По-сути это условие означает возможность осовобождения всей системы
с ненулевой вероятностью. Пусть

−→
W i,j(t) — случайный процесс

−→
W (t) для

узла (i, j), а
−→
W(t) = {

−→
W i,j(t), (i, j) ∈ N}. Определим также вложен-

ный процесс
−→
Wn =

−→
W(θn − 0) = {

−→
W i,j

n , (i, j) ∈ N} и суммы координат,
так что wn(i, j) — сумма координат вектора

−→
W i,j

n , wn(i) =
∑ni

j=1wn(i, j),
wn =

∑
(i,j)∈Nwn(i, j). Коэффициентом загрузки узла (i, j) является величи-

на ρ(i, j) = λi,j

(∑r(i,j)
k=1 βki,j

)−1
, где интенсивности λi,j определяются соотно-

шениями λi,k = λ
∑

I:ji=k
P (I). Положим ρ = max{ρ(i, j)|(i, j) ∈ N}.

Следствие 1 (1). Пусть выполнено условие (5).

1. Если ρ < 1, то процесс
−→
Wn эргодичен. При условии 4 эргодическим

является и процесс
−→
W(t).

2. Если ρ > 1, то wn →∞ п.н..

3. Если ρ = 1 и выполнены дополнительные предположения (4) для вхо-
дящего в сеть потока и времен обслуживания всех узлов, то wn силь-
но стохастически неограничен.

В заключительной части первой главы, на основании предельных тео-
рем для жидкостной модели33 и некоторых результатов для модифициро-
ванной многоканальной системы обслуживания34, доказываются функцио-
нальные предельны теоремы в условиях высокой и сверхвысокой загрузки.
Сначала рассматривается случай сверхвысокой загрузки, т.е. ситуация, ко-
гда ρ ≥ 1. Пусть Q(t) — число требований в стандартной системе обслужива-
ния в момент t. Введем нормированный процесс Q̂n(t) = Q(nt)−(λ−β)+nt

σ̂
√
n

. Здесь
(x)+ = max(0, x) и нормирующий параметр σ̂ определяется соотношениями

σ̂2 = σ2X + σ2S > 0, σ2S =
r∑
i

σ2Si, σ2Si = β3
i σ

2
i , σ

2
i =

∫ ∞
0

(x− β−1i )2dBi(x), (6)

33Whitt, W., Stochastic-Process Limits: An Introduction to Stochastic-Process Limits and Their Application
to Queues. N.Y.:Springer, 727 c (2002).

34Боровков, А. А., “Некоторые предельные теоремы теории массового обслуживания. II (многоканаль-
ные системы)”. Теория вероятностей и её применения, 10, 3, 409–437 (1965).
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σ2X =
σ2ξ
µ

+
a2σ2τ
µ3
− 2arξτ

µ2
, σ2ξ = Dξ2, σ

2
τ = Dτ2, rξτ = cov(ξ2, τ2), (7)

a = Eξ2, µ = Eτ2. Имеет место функциональная предельная теорема.

Теорема 3 (5). Пусть случайная величина Q(0) конечна почти наверно и
для некоторого δ > 0 выполнены условия (4), тогда при n→∞ справедли-
вы утверждения.

1. Если ρ > 1, то процесс Q̂n(t) слабо сходится к стандартному вине-
ровскому процессу на любом конечном интервале [0, v].

2. Если ρ = 1, то процесс Q̂n(t) слабо сходится к модулю стандартного
винеровского процесса на любом конечном интервале [0, v].

Здесь коэффициент загрузки ρ задается соотношением (3).

Далее изучается случай высокой загрузки, т.е. когда коэффициент за-
грузки ρ < 1, но близок к 1. Для этого рассмотрим последовательность
стандартных систем Sn с входящим потоком Xn(t), заданным соотношением

Xn(t) = X

(
ρ−1

(
1− 1√

n

)
t

)
, (8)

где X(t) — регенерирующий процесс. Мы предполагаем, что последователь-
ности времен обслуживания {ηik}∞k=1, i = 1, r одинаковы для всех систем Sn.
ПустьQn(t) — число требований в системе Sn. Введем процесс Q̃n(t) = Qn(nt)√

n
.

Тогда имеет место следующая функциональная предельная теорема.

Теорема 4 (6). Пусть последовательность {Qn(0)}∞n=1 равномерно ограни-
чена почти наверно и для некоторого δ > 0 выполнены условия (4). Тогда
при n → ∞ процесс Q̃n(t) слабо сходится на конечном интервале [0, v] к
диффузионному процессу с отражением в нуле и параметрами (−β, σ̃2).
Здесь β =

r∑
i=1

βi и σ̃2 = σ2S +
σ2
X

ρ , а параметры σS и σX определяются соот-

ношениями (6) и (7) соответственно.

Во второй главе изучается система типа Reg|G|r|∞ с неидентичными
приборами, функционирующая в случайной среде. Мы предполагаем, что
случайная среда может выводить из строя все приборы. Требования, обслу-
живание которых было прервано выходом системы из строя, не покидают
систему, дожидаются ее восстановления и продолжают обслуживание на тех
же приборах. Время до поломки системы случайно и распределено по по-
казательному закону со средним a1. Время восстановления системы имеет
произвольное распределение с конечным средним a2. Для доказательства
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эргодичности процесса, определяющего число требований в системе, исполь-
зуется метод склеивания (coupling)35, т.е. строится другой процесс в котором
периоды ремонта приборов исключены, и система, описываемая им, работает
бесперебойно. Тогда для нового процесса применимы эргодические теоремы
1 и 2. Далее устанавливается, что процесс, равный модулю разности меж-
ду первоначальным и новым процессами, стохастически ограничен. Таким
образом, условия эргодичности обоих процессов совпадают. Пусть Q(t) —
число требований в многоканальной системе обслуживания с неидентичны-
ми приборами и регенерирующим входящим потоком, функционирующей в
случайной среде. Тогда имеет место следующая теорема.

Теорема 5 (10). 1. Если выполнено условие (2), распределение τ2 содер-
жит абсолютно непрерывную компоненту и ρ̃ = λ̃∑r

i=1 βi
< 1, где

λ̃ = λa1+a2a1
, то процесс Q(t) эргодичен.

2. При ρ̃ > 1, а также при ρ̃ = 1 и дополнительных условиях (4), выпол-
ненных для некоторого δ > 0, этот процесс сильно стохастически
неограничен.

Во второй главе также изучаются системы типа Reg|G|r|∞ с ненадеж-
ными приборами, которые выходят из строя независимо друг от друга и
других процессов системы. Здесь предполагается, что поломка i-го прибора
(i = 1, r) возможна только тогда, когда он занят обслуживанием требования.
При этом, время до выхода i-го прибора из строя имеет показательное рас-
пределение со средним γ−1i и не зависит от времени бесперебойной работы
других приборов. Ремонт прибора начинается немедленно после его поломки
и продолжается случайное время с функцией распределения Di(x) и сред-
ним di для i-го прибора. Введем также преобразования Лапласа-Стильтьеса
bi(s) и ∆i(s) функций Bi(x) и Di(x) (i = 1, r) соответственно. По аналогии
с работой Д. Гайвера36 рассматриваются три различных варианта поведе-
ния требования, обслуживание которого было прервано выходом прибора
из строя.

• Требование покидает систему сразу после восстановления прибора (мо-
дель M1).

• После восстановления прибора обслуживание начинается сначала на
том же приборе, и это новое время обслуживания не зависит от преды-
дущего (модель M2).

• После восстановления прибора обслуживание продолжается на том же
приборе с тем же временем обслуживания (модель M3).

35Lindvall, T., Lectures on the coupling method. N.Y.:Dover Publications, 257 c. (2002).
36Gaver, D. P., Jr., “A Waiting Line with Interrupted Service, Including Priorities”. J. Roy. Statist. Soc., 24,

73–90 (1962).

12



Для таких систем удобно ввести полное время обслуживания, т.е. время
от момента первого поступления заявки на прибор до момента ухода ее из
системы. В общем случае, это время может не совпадать с стандартным
временем обслуживания из-за поломок приборов. Далее показано, что ес-
ли в рассматриваемой системе заменить времена обслуживания на полные
времена обслуживания, то полученная модель будет стандартной моделью с
несколькими различными приборами и регенерирующим входящим потоком.
Используя понятие полного времени обслуживания, на основании результа-
тов теоремы 2 для всех трех моделей, мы устанавливаем необходимые и
достаточные условия эргодичности. Введем величины κi (i = 1, r), которые
задаются соотношениями

κi =


(di + γ−1i )[1− bi(γi)] для M1,
(di+γ

−1
i )[1−bi(γi)]
bi(γi)

для M2,

β−1i (1 + diγi) для M3.

Эти величины являются математическими ожиданиями полных времен об-
служивания для соответствующих приборов. Для рассматриваемой системы
имеет место теорема.

Теорема 6 (7). Пусть выполнено (2) и распределение τ2 содержит абсо-
лютно непрерывную компоненту. Тогда при

ρ =
λ∑r

i=1 κ
−1
i

< 1 (9)

процессы, описывающие функционирование системы, эргодичны. При ρ > 1,
а также при ρ = 1, дополнительных условиях (4) и

∫∞
0 x2dDi(x) < ∞

(i = 1, r), эти процессы сильно стохастически неограничены.

На основе понятия полного времени обслуживания также устанавлива-
ются функциональные предельные теоремы в условиях высокой и сверх-
высокой загрузки. Пусть Q(t) — число требований в рассматриваемой си-
стеме. Введем нормированные процессы Q̂n(t) =

Q(nt)−(λ−
∑r

i=1 κ
−1
i )+nt

σ̂
√
n

, где
σ̂2 = σ2X + σ2S > 0, σ2S =

∑r
i σ

2
Si, σ2Si = κ3

i σ
2
κi
,

σ2κi
=



(σ2Di
+ d2i )(1− bi(γi)) + 2

(
γ−1i + di

) (
γ−1i (1− bi(γ)) + b′i(γi)

)
−

−(di + γ−1i )2(1− bi(γi))2 дляM1,
βi(γi)(1−bi(γi))((σ2

Di
+d2i )+2γ−1i (γ−1i +di))+2βi(γi)(1−bi(γi)2)(γ−1i +di)

2+2b′i(γi)(γ
−1
i +di)

b2i (γi)
−

− (di+γ
−1
i )2(1−bi(γi))2
bi(γi)2

дляM2,

γiβ
−1
i (σ2Di

+ d2i ) + (1 + γidi)
2σ2i дляM3,

(10)
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σ2i =
∫∞
0 (x−β−1i )2dBi(x), σ2Di

=
∫∞
0 (x−di)2dDi(x) и σ2X определяется соотно-

шением (7). Имеет место следующая функциональная предельная теорема
в условиях сверхвысокой загрузки.

Теорема 7 (8). Пусть случайная величина Q(0) конечна почти наверно;
для некоторого δ > 0 выполнены условия (4) и параметр загрузки ρ опре-
деляется соотношением (9). Тогда при n → ∞ справедливы следующие
утверждения:

1. если ρ > 1, то процесс Q̂n(t) слабо сходится к стандартному вине-
ровскому процессу на любом конечном интервале [0, v];

2. если ρ = 1, то процесс Q̂n(t) слабо сходится к модулю стандартного
винеровского процесса на любом конечном интервале [0, v].

Далее устанавливается предельная теорема в условиях высокой загруз-
ки. Для этого, так же, как и для стандартной многоканальной системы,
введем последовательность входящих потоков Xn(t) задаваемых соотноше-
нием (8). Пусть Xn(t) — входящий поток в систему Sn. Мы предполагаем,
что последовательности времен обслуживания {κi

k}∞k=1, i = 1, r одинаковы
для всех систем Sn. Пусть Qn(t) — число требований в системе Sn. Введем
нормированный процесс Q̃n(t) = Qn(nt)√

n
.

Теорема 8 (9). Пусть последовательность {Qn(0)}∞n=1 равномерно ограни-
чена почти наверно и для некоторого δ > 0 выполнены условия (4) и пара-
метр загрузки ρ определяется соотношением (9). Тогда при n → ∞ про-
цесс Q̃n(t) слабо сходится на конечном интервале [0, v] к диффузионному
процессу с отражением в нуле и параметрами (−κ−1, σ̃2), где σ̃2 = σ2S +

σ2
X

ρ

и κ−1 =
r∑
i=1

κ−1i .

В третьей главе рассматривается система S типа Reg|G|r с регене-
рирующим входящим потоком и возможностью неприсоединения к очереди.
Заявка, поступающая в систему, в которой уже находятся j требований, при-
соединяется к очереди с вероятностью fj и уходит с вероятностью 1 − fj.
Мы предполагаем, что последовательность fj не возрастает, fj → f , f ≥ 0 и

∞∑
j=0

(fj − f) <∞. (11)

Если fj = 1 при j ≤ m для некоторого m > r и fj = 0 при j > m, мы полу-
чаем систему с m−r местами для ожидания в очереди, при m = r систему с
отказами, а при fj = 1 стандартную модель без ограничений. Эргодичность
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подобной системы с одинаковыми приборами исследовалась Т. Белорусо-
вым37. В диссертационной работе эти результаты обобщаются на системы
с различными приборами. Пусть Q(t) — число требований в системе S в
момент времени t. Для доказательства эргодической теоремы и выяснения
предельного поведения процесса Q(t) вводится новая система S+. Система
S+ задается входящим потоком X(t) и теми же функциями распределения
времен обслуживания, что и система S, но отличается от нее дополнитель-
ными правилами обслуживания требований. Будем считать, что требования,
поступающие в систему S+, разделяются на два типа. Новое требование при-
соединяется к очереди и считается требованием первого типа с вероятностью
f . С вероятностью fj− f оно присоединяется к системе, но считается требо-
ванием второго типа, и не присоединяется к системе с вероятностью 1− fj.
Предположим, что в S+ требования второго типа не обслуживаются и, яв-
ляясь элементами очереди, не создают помех для обслуживания требований
первого типа. Обозначим Q+

i (t) — количество требований i-го типа в момент
t в системе S+ (i = 1, 2). Тогда имеет место следующая лемма мажорирова-
ния.

Лемма 1 (9). Если Q(0) = Q+
1 (0) и Q+

2 (0) = 0, то при любом t > 0 выпол-
нены стохастические неравенства Q+

1 (t)− r ≤ Q(t) ≤ Q+
1 (t) +Q+

2 (t) + r.

Отметим, что новая система может рассматриваться как стандартная
многоканальная система с разреженным регенерирующим входящим пото-
ком, и для нее справедливы результаты теорем 2, 3, 4. Таким образом, опи-
раясь на лемму 1, для системы с возможностью неприсоединения к очереди
мы доказываем следующую эргодическую теорему.

Теорема 9 (12). 1. Если выполнены условие 4, соотношения (11), (2) и

ρ = fλβ−1 < 1, (12)

где β =
∑r

i=1 βi, то процесс Q(t) эргодичен.

2. При ρ > 1, а также при ρ = 1 и дополнительных условиях (4) для
некоторого δ > 0, эти процессы сильно стохастически неограничены.

Далее, на основе леммы 1 мы устанавливаем функциональные предель-
ные теоремы в условиях высокой и сверхвысокой загрузки. Введем норми-
рованный процесс Q̂n(t) = Q(nt)−β(ρ−1)+nt

σ̂
√
n

. Здесь

σ̂2 = σ2X + σ2S, σ
2
X =

f(1− f)a+ f 2σ2ξ
µ

+
(fa)2σ2τ
µ3

− 2af 2cov(ξ2, τ2)

µ2
, (13)

и σ2S определяется соотношением (6).
37Белорусов, Т. Н., “Эргодичность многоканальной системы обслуживания с возможностью неприсо-

единения к очереди”. Теория вероятностей и её применения, 56, 1, 145–152 (2011).
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Теорема 10 (13). Если ρ > 1 (ρ = 1), для некоторого δ > 0 выполнены
условия (4) и случайная величина Q(0) конечна почти наверно, то нор-
мированный процесс Q̂n(t) слабо сходится на конечном интервале [0, v] к
стандартному винеровскому процессу (модулю стандартного винеровского
процесса) при n→∞.

Для выяснения поведения процесса Q(t) в условиях высокой загрузки
задается последовательность систем обслуживания. Введем последователь-
ность потоков Xn(t) = X

(
ρ−1

(
1− 1√

n

)
t
)
, где ρ задается соотношением

(12). Пусть Xn(t) — входящий поток в систему Sn. Мы предполагаем, что
последовательности вероятностей присоединения {fj}∞j=1 и времен обслужи-
вания {ηik}∞k=1, i = 1, r одинаковы для всех систем Sn. Введем нормирован-
ный процесс Q̃n(t) = Qn(nt)√

n
. Тогда имеет место теорема.

Теорема 11 (14). Пусть последовательность {Qn(0)}∞n=1 равномерно огра-
ничена почти наверно и для некоторого δ > 0 выполнены условия (4), тогда
нормированный процесс Q̃n(t) слабо сходится на конечном интервале [0, v]
к диффузионному процессу с отражением в нуле и параметрами (−β, σ̃2)
при n → ∞. Здесь σ̃2 = σ2S +

σ2
X

ρ , а параметры σ2S и σ2X определяются
соотношениями (6) и (13) соответственно.
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