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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà H(p, q), îïðå-
äåëåííóþ íà 2n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M (ñ÷èòàåì ôóíêöèþ è ìíîãîîá-
ðàçèå ãëàäêèìè). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà Ãàìèëüòîíà èìååò n ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ F1 = H, ..., Fn. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ-Àðíîëüäà [3] óòâåðæäàåò,
÷òî åñëè:

• ñêîáêà Ïóàññîíà ëþáûõ äâóõ èíòåãðàëîâ ðàâíà íóëþ {Fi, Fj} ≡ 0
(ò. å. n ïåðâûõ èíòåãðàëîâ íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè),

• ôóíêöèè Fi íåçàâèñèìû íà ìíîæåñòâå óðîâíÿ Mf : {(p, q) ∈ M :
Fi(p, q) = fi, i = 1, ..., n} (ò. å. n 1-ôîðì dFi ëèíåéíî íåçàâèñèìû
â êàæäîé òî÷êå Mf).

Òîãäà:

1. Mf � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ôàçîâîãî
ïîòîêà ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà H = F1.

2. Åñëè ìíîãîîáðàçèå Mf êîìïàêòíî è ñâÿçíî, òî îíî äèôôåîìîðôíî
n-ìåðíîìó òîðó Tn = {(ϕ1, ..., ϕn)(modd 2π)}.

3. Ôàçîâûé ïîòîê ñ ôóíêöèåé ÃàìèëüòîíàH îïðåäåëÿåò íàMf óñëîâíî-
ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå, ò. å. â óãëîâûõ êîîðäèíàòàõ ϕ = (ϕ1, ..., ϕn)

dϕ

d t
= ν, ν = ν(f) ∈ Rn.

4. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà H èíòåãðèðóþòñÿ
â êâàäðàòóðàõ.

Åñòåñòâåííûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î äèíàìèêå â ñèñòåìå, ïî-
ëó÷åííîé èç âïîëíå èíòåãðèðóåìîé â ðåçóëüòàòå ìàëîãî âîçìóùåíèÿ. Â
÷àñòíîñòè, î ñóùåñòâîâàíèè èíâàðèàíòíûõ òîðîâ ó ñèñòåì áëèçêèõ ê èí-
òåãðèðóåìûì. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïðîñòûå ÷àñòíûå ñëó÷àè íåâûðîæäåí-
íîãî íóëüìåðíîãî (ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ) è íåâûðîæäåííîãî îäíîìåð-
íîãî òîðîâ (ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå), òî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî òàêèå îáúåê-
òû ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè èñõîäíîé ñèñòåìû. Îáà ñëó÷àÿ
ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ â êëàññè÷åñêèõ ó÷åáíèêàõ ïî òåîðåòè÷åñêîé
ìåõàíèêå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó î íåÿâíîé
ôóíêöèè.
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Ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíàÿ çàäà÷à � ñîõðàíåíèå òîðîâ ðàçìåðíîñòè
âûøå ïåðâîé. Ýòîò âîïðîñ âîëíîâàë êëàññèêîâ íåáåñíîé ìåõàíèêè è íàè-
áîëåå ÿâíî áûë ïîñòàâëåí â ðàáîòàõ À. Ïóàíêàðå [17]. Òðóäíîñòè, âîçíè-
êàþùèå â ñëó÷àå äâóõ è áîëåå ÷àñòîò, ñâÿçàíû ñ íàëè÷èåì â ðÿäàõ òåîðèè
âîçìóùåíèÿ ìàëûõ çíàìåíàòåëåé, ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿþùèõ èññëåäî-
âàíèå âîïðîñîâ ñõîäèìîñòè. Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé ìåòîä äîêàçàòåëü-
ñòâà ñõîäèìîñòè ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèÿ â ïðèñóòñòâèè ìàëûõ çíàìå-
íàòåëåé áûë èçîáðåòåí À. Í. Êîëìîãîðîâûì [11]. Äàëåå ìåòîä áûë óñî-
âåðøåíñòâîâàí Â. È. Àðíîëüäîì èÞ. Ìîçåðîì. Íàáîð òåîðåì è ìåòîäîâ,
âîçíèêøèé â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ ýòîãî ïîäõîäà, ïîëó÷èë íàçâàíèå òåî-
ðèè ÊÀÌ. Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà íåêîòîðûì íîâûì çàäà÷àì
òåîðèè ÊÀÌ.

Ðàññìîòðèì âîçìóùåíèå èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû c ãà-
ìèëüòîíèàíîì H0(I), çàïèñàííîé â ïåðåìåííûõ �äåéñòâèå-óãîë�:

H(I, ϕ, ε) = H0(I) + εH1(I, ϕ, ε), I ∈ D ⊂ Rn, ϕ ∈ Tn. (1)

Ãëàäêóþ ôóíêöèþ εH1(I, ϕ, ε) áóäåì íàçûâàòü âîçìóùåíèåì, ε � ìàëàÿ
ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ H0(I) � íåâû-
ðîæäåíà, ò.å.

det
∂H0

∂I
(I) 6= 0. (2)

Íàèâíîé êëàññè÷åñêîé èäååé ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå íîâîé êàíîíè÷åñêîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò (Î , ϕ̂), â êîòîðîé ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà H çàâèñèò

òîëüêî îò ïåðåìåííûõ Î. Ñîîòâåòñòâåííî èíâàðèàíòíûå òîðû â âîçìó-
ùåííîé ñèñòåìå áóäóò èìåòü óðàâíåíèå Î = const. Îäíàêî, ñóùåñòâî-
âàíèå òàêèõ êîîðäèíàò ïðîòèâîðå÷èò íåèíòåãðèðóåìîñòè âîçìóùåííîé
ñèñòåìû. Òåõíè÷åñêèì âûðàæåíèåì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðè-
ñóòñòâèå â ðÿäàõ Ôóðüå, çàäàþùèõ ïåðåõîä ê íîâûì ïåðåìåííûì, ìàëûõ
çíàìåíàòåëåé 〈k, ν〉, ãäå k � öåëî÷èñëåííûé âåêòîð ðàçìåðíîñòè n, îòâå-
÷àþùèé êîýôôèöèåíòó Ôóðüå, à ν = ∂H0

∂I � âåêòîð ÷àñòîò. Òàêèå ðÿäû,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå îïðåäåëåíû ïðè I, çàäàþùèõ ðåçîíàíñíûé âåêòîð ν,
è ðàñõîäÿòñÿ ïðè íåêîòîðûõ äðóãèõ ν.

Â ñòàòüå [11] 1954-ãî ãîäà À.Í. Êîëìîãîðîâ ïðåäëîæèë ñõåìó, ïîçâî-
ëÿþùóþ îáîéòè ýòó òðóäíîñòü. Ïðåäëàãàëîñü ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå
òîðû, ÷àñòîòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò äèîôàíòîâûì óñëîâèÿì

|〈k, ν〉| ≥ c

|k|γ
, k ∈ Zn \ {0},

ãäå c > 0 è γ > n − 1. Â îêðåñòíîñòè òàêèõ òîðîâ ïðîâîäèòñÿ ñ÷åò-
íîå êîëè÷åñòâî êàíîíè÷åñêèõ çàìåí êîîðäèíàò. Â õîäå êàæäîé çàìåíû
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ïîðÿäîê ìàëîñòè âîçìóùåíèÿ ïîâûøàåòñÿ êâàäðàòè÷íî. Êâàäðàòè÷íàÿ
ñõîäèìîñòü ïîçâîëÿåò ñïðàâèòüñÿ ñ ìàëûìè çíàìåíàòåëÿìè, íî òîëüêî
íà ðàññìàòðèâàåìîì òîðå. Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó Êîëìîãîðîâà:

Òåîðåìà 1 Äèîôàíòîâûé èíâàðèàíòíûé n-ìåðíûé òîð íåâûðîæäåí-
íîé âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîé ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà ñ n ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìàëûõ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèõ âîçìóùå-
íèÿõ.

Ýòà òåîðåìà è åå äîêàçàòåëüñòâà Â.È. Àðíîëüäà [1] è Þ. Ìîçåðà [14]
(ñëó÷àé ãëàäêèõ ôóíêöèé, à òàêæå ðàñïðîñòðàíåíèå íà ñëó÷àé îáðàòè-
ìûõ ñèñòåì) ïîëîæèëè íà÷àëî òåîðèè Êîëìîãîðîâà-Àðíîëüäà-Ìîçåðà.

Â ðàáîòàõ Þ. Ï�åøåëÿ [16] è Ä. Ñàëàìîíà [19] äëÿ ãëàäêèõ ÊÀÌ-
òåîðåì êëàññ ãëàäêîñòè áûë ïðèáëèæåí ê îïòèìàëüíîìó.

Òðåáîâàíèå íåâûðîæäåííîñòè ôóíêöèè H0 ìîæåò áûòü îñëàáëåíî äî
íåâûðîæäåííîñòè ïî Ðþññìàíó. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÊÀÌ-òåîðåìà áûëà
íåçàâèñèìî îïóáëèêîâàíà Ã. Ðþññìàíîì [18], Þ. Ñóíåì è ×. ×åíîì [9] è
Ì.Á. Ñåâðþêîì [21], [22].

Â ðàáîòàõ Â.Ô. Ëàçóòêèíà [12], À.È. Íåéøòàäòà [15] è Í.Â. Ñâàíèäçå
[20] áûëà ïîëó÷åíà îïòèìàëüíàÿ îöåíêà íà ìåðó ìíîæåñòâà ñîõðàíÿþ-
ùèõñÿ òîðîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîãî H0 n-ìåðíûå
òîðû â âîçìóùåííîé ñèñòåìå ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû çàïîëíÿþò âñå ïðî-
ñòðàíñòâî çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâà ìåðû ïîðÿäêà

√
ε. Ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå îöåíêè íà ìåðó ïðè îñëàáëåííûõ óñëîâèÿõ íåâûðîæäåííîñòè áûëè
ïîëó÷åíû Ì. Á. Ñåâðþêîì â ðàáîòå [22].

ÊÀÌ-òåîðåìà äëÿ ñëó÷àÿ ñîáñòâåííîãî âûðîæäåíèÿ ÷àñòîò áûëà ñôîð-
ìóëèðîâàíà è äîêàçàíà Â. È. Àðíîëüäîì [2]. Îñîáåííîñòüþ çàäà÷ ïîäîá-
íîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ÷àñòü ÷àñòîò òîðà â âîçìóùåííîé ñèñòåìå
èìååò ïîðÿäîê ε.

Â ñòàòüå �Î ïîâåäåíèè àäèàáàòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà ïðè ìåäëåííîì
ïåðèîäè÷åñêîì èçìåíåíèè ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà� [4] Â.È. Àðíîëüäîì áû-
ëà ðàññìîòðåíà àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, ïåðèî-
äè÷åñêè çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà τ . Òàì æå ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà î
òîì, ÷òî åñëè ïàðàìåòð τ ìåíÿòñÿ ñ ìàëîé ïîñòîÿííîé ÷àñòîòîé τ = εt,
òî íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà Ãàìèëüòîíà áóäåò èìåòü â ðàñøèðåííîì ôà-
çîâîì ïðîñòðàíñòâå äâóìåðíûå èíâàðèàíòíûå òîðû. Îäíèì èç îñíîâíûõ
ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå ýòîãî ðå-
çóëüòàòà Àðíîëüäà íà ñëó÷àé ãèïåðáîëè÷åñêèõ òîðîâ.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èç òåîðèè
ãèïåðáîëè÷åñêèõ òîðîâ. Ïóñòü ñèñòåìà Ãàìèëüòîíà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáî-
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äû èìååò l-ìåðíûé èíâàðèàíòíûé òîð Tl, l < n. Íå âäàâàÿñü â ñòðîãèå
ôîðìóëèðîâêè, äàäèì êà÷åñòâåííîå îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òîðà

Îïðåäåëåíèå 1 Èíâàðèàíòíûé òîð Tl íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì
(òî÷íåå, ÷àñòè÷íî íîðìàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèì), åñëè â êàæäîé òî÷êå
ñóùåñòâóþò äâà (n− l)-ìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ëèíåàðè-
çîâàííîãî ôàçîâîãî ïîòîêà ïîäïðîñòðàíñòâà â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ê òîðó: óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå. Â íàïðàâëåíèè óñòîé÷èâî-
ãî ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåàðèçîâàííûé ôàçîâûé ïîòîê ýêñïîíåíöèàëüíî
�ñæèìàåò�, â íàïðàâëåíèè íåóñòîé÷èâîãî � ýêñïîíåíöèàëüíî �ðàñòÿãè-
âàåò�.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òàêîãî òîðà ÿâëÿåòñÿ âåðõíåå íåóñòîé÷èâîå ïîëî-
æåíèå ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà. Â ýòîì ñëó÷àå l = 0 (íóëüìåðíûé òîð � ýòî
òî÷êà), à ïîäïðîñòðàíñòâà � êàñàòåëüíûå ê ñåïàðàòðèñàì.

Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïî âîïðîñó ñîõðàíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ äè-
îôàíòîâûõ òîðîâ ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ Þ.Í. Áèáèêîâà [5], Ñ. Ãðàôôà
[10] è Ý. Öåíäåðà [24]. Ýòè ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíÿþò òåîðåìó Êîëìî-
ãîðîâà íà ñëó÷àé ãèïåðáîëè÷åñêèõ òîðîâ:

Òåîðåìà 2 Äèîôàíòîâûé èíâàðèàíòíûé ãèïåðáîëè÷åñêèé òîð íåâû-
ðîæäåííîé âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîé ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà ñîõðà-
íÿåòñÿ ïðè ìàëûõ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î �ãèïåðáîëè÷åñêîé íàäñòðîéêå� íàä ñëó÷àåì ñîá-
ñòâåííîãî âûðîæäåíèÿ ÷àñòîò. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ Ãàìèëüòî-
íà H(p, q, τ) ïåðèîäè÷åñêè çàâèñèò îò ïàðàìåòðà τ . Ïóñòü äëÿ êàæäîãî
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñèñòåìà èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ ãèïåðáîëè÷åñêóþ îð-
áèòó (òîð ðàçìåðíîñòè îäèí). Ìåòîäàìè ÊÀÌ-òåîðèè äîêàçûâàåòñÿ òåî-
ðåìà î ñóùåñòâîâàíèè â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íåàâòîíîì-
íîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H(p, q, εt) (ε � ìàëàÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ
êîíñòàíòà) äâóìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òîðîâ. Ñòðîãàÿ
ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíà äàëåå. Ýòà òåîðåìà ñîñòàâëÿåò ïåð-
âûé îñíîâíîé ðåçóëüòàò äèññåðòàöèè.

Âàæíîé îáëàñòüþ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé âîç-
ìóùåííîé ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñíûõ òîðîâ, ò.å.
êîãäà ÷àñòîòû ñîèçìåðèìû ñ öåëî÷èñëåííûì âåêòîðîì.

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïåðâûõ ïðîäâèæåíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæ-
íî íàçâàòü èçâåñòíóþ òåîðåìó À. Ïóàíêàðå [17], â êîòîðîé óòâåðæäà-
åòñÿ, ÷òî òîðû, ñîñòîÿùèå èç ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, ðàçðóøàþòñÿ íå
ïîëíîñòüþ. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ðåøåíèé ïðè âîçìóùåíèè ñîõðàíÿþòñÿ
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è ñòàíîâÿòñÿ íåâûðîæäåííûìè. Áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé âîçìîæíîñòè ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ìàëîìåðíûõ òîðîâ (ðàçìåðíîñòè äâà è âûøå) â îêðåñòíîñòè
ðåçîíàíñíîãî òîðà áûë ðàññìîòðåí Ä. Â. Òðåùåâûì â ðàáîòå [23]. Â íåé
ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â îêðåñò-
íîñòè íåâîçìóùåííîãî ðåçîíàíñíîãî òîðà ïðè êàæäîì ìàëîì çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíûé ãèïåðáîëè÷åñêèé òîð
ðàçìåðíîñòè n − l, ãäå n � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, à l � êðàòíîñòü
ðåçîíàíñà.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìàëîìåðíûå òîðû èìåþò â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå íóëåâóþ ìåðó, ïîýòîìó îíè íåâèäèìû ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâà-
íèè.

Îäíîé èç çàäà÷ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå
ìåõàíèçìîâ âîçíèêíîâåíèÿ òîðîâ ïîëíîé ðàçìåðíîñòè, íå ÿâëÿþùèõ-
ñÿ ñòàíäàðòíûìè ÊÀÌ-òåîðåìàìè; äîêàçàòåëüñòâî èõ ñóùåñòâîâàíèÿ è
îöåíêà èõ ìåðû â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñà. Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ÷èñëåí-
íîãî ýêñïåðèìåíòà, óêàçûâàþùåãî íà ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ òîðîâ.

Ðàññìîòðèì ñèìïëåêòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå

(y, x) 7→ (y+, x+), y ∈ R2, x ∈ T2, (3)

y+ = y − ε ∂V/∂x, x+ = x+ y+, V = V (x). (4)

Ïóñòü ïîòåíöèàë V èìååò âèä

V = a1 cos(x1 + ϕ1) + a2 cos(x2 + ϕ2) + a3 cos(x1 − x2 + ϕ3),

ãäå a1, a2, a3, ϕ1, ϕ2, ϕ3, ε � êîíñòàíòû.
Çàäàäèì aj ∼ 1, ϕj ∼ 1 è âåëè÷èíó âîçìóùåíèÿ ε ∼ 1/10. Ñ ïîìîùüþ

êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû èçó÷èì ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü R2 = {y} òè-
ïè÷íûõ òðàåêòîðèé ðàññìàòðèâàåìîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ.
Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå (3) êîììóòèðóåò ñî ñäâèãàìè y 7→
y + 2πk, k ∈ Z2, ìîæíî ïåðåéòè ê ôàêòîð ñèñòåìå ñ êîìïàêòíûì ôàçî-
âûì ïðîñòðàíñòâîì R2/2πZ2. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî y �
òî÷êà òîðà T2. Áóäåì âàðüèðîâàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è îòìå÷àòü òèïû
âñòðå÷àþùèõñÿ êàðòèíîê.

Èòàê, îñíîâíûå òèïû êàðòèíîê ñëåäóþùèå:
1. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ïðîåêöèè

ñòàíäàðòíûõ ÊÀÌ-òîðîâ. Îíè çàíèìàþò âñå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî çà
èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâà ìåðû ïîðÿäêà

√
ε. Ìû ìîæåì íàáëþäàòü òàêèå

òîðû ïðè ñëó÷àéíî çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 −
C1

√
ε, ãäå C1 � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Òèïè÷íûå ïðèìåðû ïðîåêöèé

ÊÀÌ-òîðîâ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.
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Ðèñ. 1: ÊÀÌ-òîðû

Ðèñ. 2: Õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè

2. Âàðüèðóÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü òðàåêòîðèè ñ õàî-
òè÷åñêîé äèíàìèêîé (ðèñ. 2). Ýòè òðàåêòîðèè áëèçêè ê ïðåäûäóùèì, íî
èìåþò ðàçìûòóþ ñòðóêòóðó. Ïðè óâåëè÷åíèè âîçìóùåíèÿ òàêèå òðàåêòî-
ðèè ïîëíîñòüþ òåðÿþò î÷åðòàíèÿ è ìîãóò çàïîëíÿòü çíà÷èòåëüíóþ äîëþ
ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèé T2. Åñëè ε > 0 ìàëî, òî âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â îá-
ëàñòü õàîñà ïðè ñëó÷àéíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èí
ïîðÿäêà

√
ε.

3. Åùå îäèí òèï òðàåêòîðèé, êîòîðûé óäàåòñÿ íàáëþäàòü � ýòî �çà-
ìêíóòûå ëåíòû�. Ïðèìåðû òàêèõ òðàåêòîðèé ìîæíî âèäåòü íà ðèñ. 3.
Óïîìèíàíèå ïîõîæèõ îáúåêòîâ åñòü â êëàññè÷åñêîì ó÷åáíèêå [3] Â. È.
Àðíîëüäà. Â äîáàâëåíèè 8 Àðíîëüä ïðåäëàãàåò ðàññìîòðåòü ðàñïàä ðå-
çîíàíñíîãî òîðà, íà êîòîðîì ÷èñëî ÷àñòîò íà 1 ìåíüøå ïîëíîãî (òî åñòü
n-ìåðíûé âåêòîð ÷àñòîò, ãäå ëþáîé (n − 1)-ìåðíûé íàáîð ÷àñòîò äèî-
ôàíòîâ). Äàëåå ïðåäëàãàåòñÿ óñðåäíèòü âîçìóùåíèå ïî (n − 1)-ìåðíûì
÷àñòîòàì è ðàññìîòðåòü ïîëó÷åííóþ êîíñåðâàòèâíóþ ñèñòåìó ñ îäíîé
ñòåïåíüþ ñâîáîäû. ×àñòîòà êîëåáàíèé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû áóäåò ïî-
ðÿäêà

√
ε. Àâòîð ãîâîðèò î âîçìîæíîñòè äîêàçàòåëüñòâà ìåòîäàìè ÊÀÌ-

òåîðèè ñóùåñòâîâàíèÿ â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñà òîðîâ, èìåþùèõ n − 1
áûñòðóþ ÷àñòîòó ïîðÿäêà 1 è îäíó ìåäëåííóþ ïîðÿäêà

√
ε. Â íàøåì èñ-

ñëåäîâàíèè ìû áóäåì ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ïëàíîì, ïðåäëîæåííûì Â. È.
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Ðèñ. 3: Òîðû â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñà, �çàìêíóòûå ëåíòû�

Ðèñ. 4: Òîðû âîêðóã óñòîé÷èâîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

Àðíîëüäîì. Ïîìèìî äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ òîðîâ, ìû äà-
äèì îöåíêó íà èõ ìåðó â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñà. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
ìåðà ýòîãî ìíîæåñòâà � âñÿ ðåçîíàíñíàÿ îáëàñòü1 çà èñêëþ÷åíèåì ìíî-
æåñòâà îòíîñèòåëüíîé ìåðû ïîðÿäêà

√
ε. Çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü óâèäåòü

�çàìêíóòóþ ëåíòó� ∼
√
ε (îáëàñòü, â êîòîðîé ñóùåñòâóþò ðàññìàòðèâà-

åìûå òîðû, íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò îêðåñòíîñòè â êëàññè÷åñêîì ïîíè-
ìàíèè ýòîãî òåðìèíà, ïîäðîáíîñòè ñì. äàëåå).
4. Çíà÷èòåëüíî ðåæå ÷åì ñòàíäàðòíûå ÊÀÌ-òîðû è �çàìêíóòûå ëåí-

òû� óäàåòñÿ íàáëþäàòü òðàåêòîðèè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé íàáîð ïëîò-
íî çàïîëíåííûõ �ïÿòåí� íà ïëîñêîñòè R2 = {y}, ñì. ðèñ. 4. Äàííûé òèï
òðàåêòîðèé � èíâàðèàíòíûå òîðû, ðàñïîëîæåííûå îêîëî óñòîé÷èâîãî â
ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòè
òîðû ëåæàò â ðåçîíàíñíîé îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ðåçîíàíñó êðàòíî-
ñòè äâà. Òàê êàê ìåðà ýòîé îáëàñòè ïîðÿäêà ε, òî âåðîÿòíîñòü óâèäåòü
ýòîò òèï òðàåêòîðèé íå ïðåâîñõîäèò C2ε äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé

1ìåðà ýòîé îáëàñòè äëÿ êàæäîãî òèïè÷íîãî ðåçîíàíñà êðàòíîñòè îäèí ∼
√
ε è áûñòðî

óáûâàåò ñ ðîñòîì ïîðÿäêà ðåçîíàíñà
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êîíñòàíòû C2.
Âòîðûì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ÊÀÌ-òåîðåìà,

ïîêàçûâàþùàÿ ñóùåñòâîâàíèå â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñà òîðîâ èç ï.3 è
äàþùàÿ îöåíêè íà ìåðó òàêèõ òîðîâ â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñà. Òàê êàê
îäíà ÷àñòîòà ïîëó÷àåìûõ òîðîâ ìàëà âìåñòå ñ âîçìóùåíèåì, òî ÊÀÌ-
òåîðåìà îòíîñèòñÿ êëàññó çàäà÷ î ñèñòåìàõ ñ ñîáñòâåííûì âûðîæäåíèåì
÷àñòîò.
Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ

ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òîðîâ ó ñèñòåì Ãàìèëü-
òîíà ñ ìåäëåííî ìåíÿþùèìñÿ ïàðàìåòðîì. Òàêæå öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿ-
åòñÿ òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå (ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî ñîîò-
âåòñòâóþùåé ÊÀÌ-òåîðåìû) ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñåðèìåíòîâ, îïè-
ñàííûõ âûøå è èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ ñèñòåì Ãàìèëüòîíà â îêðåñòíîñòè
ðåçîíàíñà.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè äèññåðòàöèè ÿâ-

ëÿþòñÿ äâå ÊÀÌ-òåîðåìû (ñòðîãèå ôîðìóëèðîâêè ñì. äàëåå):

1. Òåîðåìà î ñîõðàíåíèè äâóìåðíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òîðîâ â ñèñòåìàõ
Ãàìèëüòîíà ñ ìåäëåííî ìåíÿþùèìñÿ ïàðàìåòðîì.

2. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ó ñèñòåì Ãàìèëüòîíà â îêðåñòíîñòè ðåçî-
íàíñà êðàòíîñòè îäèí òîðîâ ïîëíîé ðàçìåðíîñòè è îá îöåíêå ìåðû
òàêèõ òîðîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â ðàáîòå ïðèñóòñòâóþò ïîëíûå
è ñòðîãèå äîêàçàòåëüñòâà. Âòîðîé ðåçóëüòàò ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííû-
ìè ýêñïåðèìåíòàìè.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûå òåîðåìû äèññåðòàöèè äîêàçûâà-

þòñÿ ìåòîäàìè ÊÀÌ-òåîðèè.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ íàó÷íàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íî-

ñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû ïðè èçó÷åíèè òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ è ôèçè-
÷åñêèõ ñèñòåì, â çàäà÷àõ òåîðèè âîçìóùåíèé, â èññëåäîâàíèÿõ, ïðîâîäè-
ìûõ â ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èìåíè
Â.À.Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Èíñòèòóòå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èìåíè Ì.Â.Êåëäûøà
ÐÀÍ, Èíñòèòóòå ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À. Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñå-

ìèíàðàõ êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè è ìåõàòðîíèêè ÌÃÓ, íà êîí-
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ôåðåíöèè �ËÎÌÎÍÎÑÎÂ-2013�, íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ìà-
òåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìåõàíèêå (â ã. Ñóçäàëü) â 2013 ã.
Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â îäíîé ñòàòüå

(â ðåöåíçèðóåìîì æóðíàëå), à òàêæå â âèäå òåçèñîâ äîêëàäîâ íà äâóõ
ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ. Îäíà ñòàòüÿ ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè â ðå-
öåíçèðóåìîì æóðíàëå è áóäåò îïóáëèêîâàíà â íà÷àëå 2014 ãîäà. Ññûëêè
ïðèâåäåíû â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-

íèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 45 íà-
èìåíîâàíèé. Îáúåì äèññåðòàöèè 124 ñòðàíèöû.

Îáçîð ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè îïèñàíà ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü äèññåðòàöèè, äàí îáçîð ëèòåðà-
òóðû è èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, îòâå÷àþùèõ òåìàòèêå çàäà÷ äèññåðòàöèè.
Òàì æå ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.
Ïåðâàÿ ãëàâà. Â ïåðâîé ãëàâå ôîðìóëèðóþòñÿ îïðåäåëåíèÿ èç òåî-

ðèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ òîðîâ, ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ òåõíè÷å-
ñêèå ëåììû, íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì. À òàêæå äîêàçûâàåòñÿ îáîáùå-
íèå òåîðåìû 2 íà ñëó÷àé èíâàðèàíòíîãî îïðåäåëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî
òîðà.
Âòîðàÿ ãëàâà. Ãëàâà äâà ñîäåðæèò îäèí èç äâóõ îñíîâíûõ ðåçóëüòà-

òîâ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû � òåîðåìó î ñîõðàíåíèè ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ òîðîâ â ñèñòåìàõ Ãàìèëüòîíà ñ ìåäëåííî ìåíÿþùèìñÿ ïàðàìåò-
ðîì.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ãàìèëüòîíà (M,ω,H) ñ ãàìèëüòîíèàíîì H(v, τ),
ãäå (M,ω) � âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè 2n, v ∈ M , à τ mod 2π ïîêà ñ÷èòàåòñÿ ïàðàìåòðîì. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• ôóíêöèÿ H(v, τ) 2π-ïåðèîäè÷íà ïî ïàðàìåòðó τ è âåùå-
ñòâåííî-àíàëèòè÷íà ïî âñåì àðãóìåíòàì,

• ñóùåñòâóåò èíòåðâàë ýíåðãèè (h1, h2), òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ h ∈ (h1, h2)
è âñåõ τ ñèñòåìà èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ ãèïåðáîëè÷åñêóþ îðáèòó T1

h,τ

(ñ íåíóëåâîé ÷àñòîòîé), âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íî çàâèñÿùóþ îò h è
τ .
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Èòàê, èìååì ñåìåéñòâî öèëèíäðîâ Nτ , ðàññëîåííûõ íà ïåðèîäè÷åñêèå
ãèïåðáîëè÷åñêèå îðáèòû

Nτ =
⋃

h∈(h1,h2)

T1
h,τ . (5)

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîé îðáèòû:

Îïðåäåëåíèå 2 Ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà àâòîíîìíîé ãàìèëüòîíîâîé ñè-
ñòåìû íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè âñå åå ìóëüòèïëèêàòîðû, êðî-
ìå äâóõ òðèâèàëüíûõ, ðàâíûõ åäèíèöå, ëåæàò âíå åäèíè÷íîé îêðóæ-
íîñòè.

Ðàññìîòðèì ðàñøèðåííîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâîM×T, (v, τ) ∈M×T.
Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè èç èíòåðâàëà h0 ∈ (h1, h2) â ðàñøèðåííîì
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò äâóìåðíûé òîð T2

h0
, ðàññëîåííûé íà

ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ

T2
h0

=
⋃

τ∈[0,2π]

T1
h0,τ
⊂M × T. (6)

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå öèëèíäð

Ñ =
⋃

h0∈(h1,h2)

T2
h0
⊂M × T,

ñîñòîÿùèé èç äâóìåðíûõ òîðîâ (ñì. ðèñ. 5). Ýíåðãèÿ ìåíÿåòñÿ âäîëü
îáðàçóþùåé öèëèíäðà.

Îïðåäåëåíèå 3 Ïóñòü ν(h, τ) � ÷àñòîòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îðáèòå

T1
h,τ . Âåëè÷èíó 〈ν〉(h) = 1

2π

∫ 2π
0 ν(h, τ) dτ áóäåì íàçûâàòü ñðåäíåé ÷àñòî-

òîé äëÿ òîðà T2
h.

Îïðåäåëåíèå 4 Ïóñòü ε ∈ (0, ε0) � ìàëûé ïàðàìåòð, ν ∈ R. Âåêòîð
÷àñòîò (ν, ε) íàçûâàåòñÿ äèîôàíòîâûì, åñëè

|νl1 + εl2| >
ε

(|l1|+ |l2|)2
, ∀l1, l2 ∈ Z, |l1|+ |l2| 6= 0. (7)

Ðàññìîòðèì �íåàâòîíîìíîå� âîçìóùåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû, ïîëîæèâ
τ = εt. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ïðèìåò âèä H(v, εt). Ñôîðìóëèðóåì îñíîâ-
íóþ òåîðåìó:
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Ðèñ. 5: Öèëèíäð Ñ

Òåîðåìà 3 Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî h0 ∈ (h1, h2) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1.
∫ 2π
0

∂ν
∂h(h0, τ) dτ 6= 0,

2. ôóíêöèÿ H(v, τ) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íîé â îêðåñòíîñòè
òîðà T2

h0
.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà ε0 > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ε ∈ (0, ε0), äëÿ êîòîðîãî âåêòîð ÷àñòîò (〈ν〉(h0), ε) óäîâëå-
òâîðÿåò ñèñòåìå íåðàâåíñòâ (7), âîçìóùåííàÿ íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà
ñ ãàìèëüòîíèàíîì H(v, εt) èìååò âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íûé äâóìåð-
íûé èíâàðèàíòíûé ãèïåðáîëè÷åñêèé òîð ñ ÷àñòîòîé (〈ν〉(h0), ε).

Â ðàáîòå [8] Ñ.Â. Áîëîòèíà è Ä.Â. Òðåùåâà äàåòñÿ èíâàðèàíòíîå îïðå-
äåëåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òîðà, îáîáùàþùåå òðàäèöèîííîå êîîðäèíàò-
íîå îïðåäåëåíèå. Ñôîðìóëèðóåì àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå äëÿ íåàâòî-
íîìíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà îäíîé èç óãëîâûõ êîîðäèíàò òîðà ÿâëÿåòñÿ âðåìÿ.

Îïðåäåëåíèå 5 Òîð K íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâó-
þò äâà ãëàäêèõ ïîäðàññëîåíèÿ Es,u â TKM òàêèõ ÷òî:

1. ðàçìåðíîñòü ñëîåâ êàæäîãî ïîäðàññëîåíèÿ ðàâíà n− l + 1,
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2. Es,u èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ëèíåàðèçîâàííîãî ôàçîâîãî ïîòîêà:

Dgt(w)Es,u
w = Es,u

gt(w), w ∈ K, t ∈ R,

3. ëèíåàðèçîâàííûé ôàçîâûé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì íà Es è ðàñòÿ-
ãèâàþùèì íà Eu, òî åñòü ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû C
è λ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî:

|Dgt(w)|Es
w
| ≤ Ce−λt, w ∈ K, t ≥ 0,

|Dg−t(w)|Eu
w
| ≤ Ce−λt, w ∈ K, t ≥ 0.

Es íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïîäðàññëîåíèåì, Eu - íåóñòîé÷èâûì.

Äàëüíåéøåå ñîäåðæàíèå âòîðîé ãëàâû ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà
äâà ðàçäåëà:

1. Ïðèâåäåíèå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà (âûáîð êîîðäèíàò) ê ìàêñèìàëüíî
óäîáíîìó âèäó äëÿ ôîðìóëèðîâêè ÊÀÌ-òåîðåìû.

2. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òîðà ìåòîäàìè ÊÀÌ-òåîðèè.

Â îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà Ñ ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò
(I,X, Zs, Zu, T ) ∈ R × T × Rn−1 × Rn−1 × T, ãäå Zs, Zu � â ëèíåéíîì
ïðèáëèæåíèè êîîðäèíàòû íà Es

w è Eu
w, à T � âðåìÿ. Â ýòîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò ãàìèëüòîíèàí è ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èìåþò âèä:

H = G(I) + 〈Zs,Ω(X,T )Zu〉+ εH1(I,X, Zs, Zu, T ) +O3(I, Zs, Zu), (8)

ω = 1
εdI ∧ dX + dZs ∧ dZu.

Ïî X è T ôóíêöèè ïåðèîäè÷íû ñ ïåðèîäîì 2π. Ìàòðèöà Ω(X,T ) îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì ν-ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè, îòâå÷àþùèì çà ãèïåð-
áîëè÷íîñòü (ïîäðîáíåå ñì. â òåêñòå äèññåðòàöèè, à òàêæå â ðàáîòå Ñ.Â.
Áîëîòèíà è Ä.Â. Òðåùåâà [8]).

Ïðè εH1 = 0 ñèñòåìà èìååò èíâàðèàíòíûé òîð {Zu = Zs = 0, I = 0}.
Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ãëàâû äâà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ÊÀÌ-ïðîöåäóðû è äî-
êàçàòåëüñòâó åå ñõîäèìîñòè. Ïðîöåäóðà ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî ÷èñëà øàãîâ,
â õîäå êàæäîãî èç êîòîðûõ êâàäðàòè÷íî ïîâûøàåòñÿ ïîðÿäîê ìàëîñòè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî I, Zs, Zu ñëàãàåìîãî εH1.
Òðåòüÿ ãëàâà. Â ýòîé ãëàâå ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ âòîðîé

îñíîâíîé ðåçóëüòàò äèññåðòàöèè � òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ó ñèñòåì
Ãàìèëüòîíà â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñà êðàòíîñòè îäèí òîðîâ ïîëíîé ðàç-
ìåðíîñòè è îá îöåíêå ìåðû òàêèõ òîðîâ.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ãàìèëüòîíà áëèçêóþ ê èíòåãðèðóåìîé

Ẋ = ∂H/∂Y, Ẏ = −∂H/∂X, Y ∈ D ⊂ Rn+1, X ∈ Tn+1, (9)

H = H0(Y ) + εH1(Y,X) +O(ε2), ε ≥ 0, ω = dY ∧ dX. (10)

Ïóñòü ñèñòåìà èìååò ðåçîíàíñíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü Σ âèäà (çäåñü îãðà-
íè÷èìñÿ ïîâåðõíîñòÿìè ÷àñòíîãî âèäà, â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåí îáùèé
ñëó÷àé)

Σ =
{
Y ∈ D :

∂H0

∂Yn+1
(Y ) = 0

}
.

Âåêòîð ÷àñòîò ν(Y ) = ∂H0

∂Y (Y ) ðåçîíàíñíûé. Ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçîíàíñ

� (0, . . . , 0, 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè Σ èìååì ∂2H0

∂Y 2
n+1

(Y ) 6= 0.

Òîãäà ìîæíî ðàçðåøèòü óðàâíåíèå Σ îòíîñèòåëüíî Yn+1

Σ = {Y ∈ D : Yn+1 = G(Y1, . . . , Yn)}.

Â êîîðäèíàòàõ (y, x, p, q), ãäå

y = (y1, . . . , yn) = (Y1, . . . , Yn), p = ε−1/2(Yn+1 −G(y)),

x = (x1, . . . , xn) =
(
X1 +G′y1q, . . . , Xn +G′ynq

)
, q = Xn+1,

ðåçîíàíñíàÿ ïîâåðõíîñòü Σ èìååò ïðîñòîå óðàâíåíèå {p = 0}.
Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà è ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàþò âèä

ω = dy ∧ dx+
√
ε dp ∧ dq,

Λ(y) + ε
(
1
2A(y)p2 + u(y, q)

)
+ εU1(y, x, q) + ε3/2U2(y, p, x, q,

√
ε), (11)

ãäå

Λ(y) = H0(y,G(y)), A(y) =
∂2H0

∂Y 2
n+1

(y,G(y)).

Ôóíêöèè u, U1 è U2 ïîëó÷àþòñÿ èç ðàçëîæåíèÿ Ãàìèëüòîíèàíà â ðÿä
è óñðåäíåíèÿ ïî x. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäðîáíî îïèñàíû â ãëàâå 3 äèñ-
ñåðòàöèè. Ñ òî÷íîñòüþ äî εU1+ε3/2U2 ìû èìååì èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó,
ïðåäñòàâëÿþùóþ èç ñåáÿ ñóììó íàòóðàëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ
ñâîáîäû è ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì â êîîðäèíàòàõ p, q (ãàìèëüòîíèàí
1
2A(y)p2 + u(y, q)) è n-ìåðíîãî ðîòàòîðà (ãàìèëüòîíèàí Λ(y)).

Îòìåòèì, ÷òî ïåðåìåííûå y ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè (ïðè U1 =
U2 = 0). Åñëè u(y, q) = −cosq, òî â êà÷åñòâå ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ
ñâîáîäû ïîëó÷àåì ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ýòó
ñèñòåìó íàçûâàòü ìàÿòíèêîì è â îáùåì ñëó÷àå.
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b

Ðèñ. 6: Ôàçîâûé ïîðòðåò �ìàÿòíèêà�. Îáëàñòü Do ïðè {y = const} çà-
êðàøåíà ñåðûì öâåòîì, γa è γb � òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó

óðîâíþ ýíåðãèè.

Íàñ èíòåðåñóåò îáëàñòü Dos, â êîòîðîé �ìàÿòíèê� 1
2A(y)p2 + u(y, q)

ñîâåðøàåò êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ. Äëÿ êàæäîãî y ðàññìîòðèì ýêñòðå-
ìàëüíûå çíà÷åíèÿ �ïîòåíöèàëà� u:

u(y, qmin(y)) = min
q∈T

u(y, q), u(y, qmax(y)) = max
q∈T

u(y, q). (12)

Òîãäà Dos çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè

Dos =
{

(y, p, x, q) : u(y, qmin) <
1

2
A(y)p2 + u(y, q) < u(y, qmax)

}
. (13)

Ìåðà îáëàñòè Dos â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ Y,X èìååò ïîðÿäîê
√
ε, ýòî

ñëåäóåò èç ôîðìóëû Yn+1 =
√
εp+G(y).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â Dos ñèñòåìà �ðîòàòîð + ìàÿòíèê� èìååò èíâà-
ðèàíòíûå (n + 1)-ìåðíûå òîðû Tn+1

y,γ (ε), ãäå γ � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íà
ïëîñêîñòè (p, q), ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè óðîâíÿ ýíåð-
ãèè ìàÿòíèêà, õàðàêòåðèçóþùàÿ êîëåáàòåëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ äâèæå-
íèÿ. Ïðèìåð ôàçîâîãî ïîðòðåòà ìàÿòíèêà èçîáðàæåí íà ðèñ. 6. Ñèìâîëà-
ìè γa è γb îáîçíà÷åíû äâå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó óðîâíþ
ýíåðãèè.

Íåîáõîäèìî îòñòóïèòü îò ñåïàðàòðèñ ìàÿòíèêà (ïîäðîáíåå ñì. â äèñ-
ñåðòàöèè). Cîîòâåòñòâóþùàÿ îáëàñòü D0 ïðè y = const çàêðàøåíà íà
ðèñ. 6 ñåðûì öâåòîì.

Îêàçûâàåòñÿ, áîëüøèíñòâî èç òîðîâ Tn+1
y,γ (ε) íå ðàçðóøàþòñÿ, à â ñëåã-

êà äåôîðìèðîâàííîì âèäå ñóùåñòâóþò â îñíîâíîé ñèñòåìå ñ ãàìèëüòî-
íèàíîì (11). Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò òðåòüåé ãëàâû:
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Òåîðåìà 4 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì (11)
âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íà. Ïóñòü ε0 > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî ε ≤ ε0 áîëüøèíñòâî òîðîâ Tn+1

y,γ (ε) ⊂ D0 ñîõðàíÿþòñÿ ïðè âîç-
ìóùåíèÿõ è ñóùåñòâóþò â îñíîâíîé ñèñòåìå. Äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàí-
òû C > 0, íå çàâèñÿùåé îò ε, ìåðà ìíîæåñòâà òàêèõ òîðîâ â D0 íå
ìåíåå ÷åì µ(D0)− Cε.

Çàìå÷àíèå 1 Òàê êàê ìåðà D0 â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ Y,X èìååò ïî-
ðÿäîê

√
ε, òî îòíîñèòåëüíàÿ ìåðà ñîõðàíÿþùèõñÿ òîðîâ - âñÿ îáëàñòü

D0, çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíîé ìåðû ïîðÿäêà
√
ε.

Òàê êàê îäíà ÷àñòîòà ðàññìàòðèâàåìîãî òîðà èìååò ïîðÿäîê
√
ε, òî çà-

äà÷à ïðèíàäëåæèò ê êëàññó ÊÀÌ-òåîðåì äëÿ ñèñòåì ñ ñîáñòâåííûì âû-
ðîæäåíèåì ÷àñòîò.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü òðåòüåé ãëàâû ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû
4.

Ñ ïîìîùüþ ïðåäâàðèòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â îáëàñòè D0 ââîäèòñÿ
ñèñòåìà êîîðäèíàò (ŷ, I, x̂, ϕ) ∈ Rn×R×Tn×T, ãäå ŷ � ëîêàëüíûå êîîð-
äèíàòû íà ðåçîíàíñíîé ïîâåðõíîñòè, x̂ � óãëîâûå êîîðäèíàòû, îòâå÷àþ-
ùèå íåðåçîíàíñíûì ôàçàì, à ïàðà (I, ϕ) � ïåðåìåííûå �äåéñòâèå-óãîë�
äëÿ ìàÿòíèêà ñ ãàìèëüòîíèàíîì 1

2A(y)p2 + u(y, q). Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ
ãàìèëüòîíèàí è ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïðèíèìàþò âèä:

Λ(ŷ) + εh(ŷ, I) + εV̂ (ŷ, I, x̂, ϕ,
√
ε), 〈V̂ 〉x = O(

√
ε), (14)

dŷ ∧ dx̂+
√
εdI ∧ dϕ, (15)

ãäå ôóíêöèè Λ, h, V̂ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íû. Ôóíêöèÿ V̂ = U1 +
√
εU2.

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñòðîåíèå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè çàìåí êîîðäèíàò, ïîâûøàþùèõ ïîðÿäîê ìàëîñòè ôóíêöèè
V̂ . Â îòëè÷èè îò çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé â ãëàâå äâà, ãäå ïîêàçûâàåòñÿ
ñóùåñòâîâàíèå îäíîãî òîðà, â ãëàâå òðè ìû õîòèì îöåíèòü ìåðó âñåõ
òîðîâ. Â õîäå êàæäîé çàìåíû êîîðäèíàò îáëàñòü D0 áóäåò óìåíüøàòü-
ñÿ, ìû áóäåì óäàëÿòü èç íåå ìàëûå îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñîâ. Ïîêàçàíî,
÷òî ñóììàðíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ìåðà âñåõ óäàëÿåìûõ ðåçîíàíñíûõ ïîëîñ
èìååò ïîðÿäîê

√
ε.

Çàêëþ÷åíèå. Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
äèññåðòàöèè.
Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ. Ðåçóëüòàòû ïåðâîé è âòîðîé ãëàâ ïîëó-

÷åíû ëè÷íî ñîèñêàòåëÿì. Ðåçóëüòàò òðåòüåé ãëàâû ïîëó÷åí ñîèñêàòåëåì
ñîâìåñòíî ñ À. È. Íåéøòàäòîì è Ä. Â. Òðåùåâûì. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è,
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åå ôîðìàëèçàöèÿ è ïëàí ïðîâåäåíèÿ ÊÀÌ-ïðîöåäóðû ïðèíàäëåæàò À.
È. Íåéøòàäòó è Ä. Â. Òðåùåâó. Âêëàä ñîèñêàòåëÿ ñîñòîèò â ïîäðîáíîì
îïèñàíèè ÊÀÌ-ïðîöåäóðû è â äîêàçàòåëüñòâå åå ñõîäèìîñòè.
Áëàãîäàðíîñòè. Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâî-

äèòåëþ Äìèòðèþ Âàëåðüåâè÷ó Òðåùåâó çà âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó
ïðè íàïèñàíèè äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, à òàêæå âñåìó êîëëåê-
òèâû êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè è ìåõàòðîíèêè ÌÃÓ èìåíè Ì.
Â. Ëîìîíîñîâà çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ, çàìå÷àíèÿ è ñîâåòû.
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