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1 Íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ îáùåé òîïîëîãèè

(Âêëþ÷àÿ íàïîìèíàíèÿ ïî êóðñó �Ââåäåíèå â òîïîëîãèþ�,
êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ ïðîãðàììû íàñòîÿùåãî êóðñà)

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ìåòðèêîé ρ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ρ : X ×
X → [0,∞), óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì:

1. ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y ∀x, y ∈ X (àêñèîìà òîæäåñòâà);

2. ρ(x, y) = ρ(y, x) ∀x, y ∈ X (àêñèîìà ñèììåòðèè);

3. ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) ∀x, y, z ∈ X (àêñèîìà òðåóãîëüíèêà).

Ïàðà (X, ρ) íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊂ X àâ-
òîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Äèàìåòðîì Y íàçûâàåòñÿ diamY := sup
x,y∈Y

ρ(x, y). Ìíîæåñòâî ñ êîíå÷íûì äèàìåò-

ðîì íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Øàðîâîé îêðåñòíîñòüþ íàçûâàåòñÿ

Bε(x) := {y ∈ X | ρ(y, x) < ε}.

Ðàññòîÿíèå îò Y ⊂ X äî Z ⊂ X � ρ(Y, Z) := inf
y∈Y,z∈Z

ρ(y, z).

Åñëè ρ(y, Y ) = 0, òî y � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ Y . Çàìûêàíèåì Y íàçûâàåòñÿ
Y :={ìíîæåñòâî òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ Y }. Î÷åâèäíî, ÷òî Y ⊂ Y . Ìíîæåñòâî Y
íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè Y = Y . Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé Y ,
åñëè ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî Bε(x) ⊂ Y (â ÷àñòíîñòè, x ∈ Y ). Âíóòðåííîñòüþ Y
íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü IntY ⊂ Y åãî âíóòðåííèõ òî÷åê. Ìíîæåñòâî Y íàçûâàåòñÿ
îòêðûòûì, åñëè Y = IntY .
Çàäà÷à 1.2. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà Y ⊂ X îòêðûòî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà X \ Y çàìêíóòî.

Òåîðåìà 1.3 Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

1 Î X îòêðûòî;

2 O ∅ îòêðûòî;

3 O îáúåäèíåíèå
⋃
α∈A

Uα ëþáîãî íàáîðà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ Uα ⊂ X îòêðûòî;
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4 O ïåðåñå÷åíèå
k⋂
i=1

Ui êîíå÷íîãî íàáîðà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ Ui ⊂ X îòêðûòî;

1 Ç ∅ çàìêíóòî;

2 Ç X çàìêíóòî;

3 Ç ïåðåñå÷åíèå
⋂
α∈A

Fα ëþáîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ Fα ⊂ X çàìêíóòî;

4 Ç îáúåäèíåíèå
k⋃
i=1

Fi êîíå÷íîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ Fi ⊂ X çàìêíó-

òî;

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäûäóùåé çàäà÷è k O ⇒ k Ç ∀ k. Ñâîéñòâà 1 Î è 2 Î
î÷åâèäíû. Äîêàæåì 3 Î. Ïóñòü U =

⋃
α∈A

Uα è x ∈ U . Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå α, ÷òî

x ∈ Uα è Bε(α) ⊂ Uα. Òîãäà Bε(α) ⊂ Uα ⊂ U .

Äîêàæåì 4 Î. Ïóñòü U =
k⋂
i=1

Ui, x ∈ U . Òîãäà èìååòñÿ íàáîð εi (i = 1, . . . , k) òàêèõ,

÷òî x ∈ Bεi(x) ⊂ Ui. Ïóñòü ε := min{ε1, . . . , εk}. Òîãäà Bε(x) ⊂ Bεi(x) ⊂ Ui ∀i. Çíà÷èò,
Bε(x) ⊂ U . �
Çàäà÷à 1.4. Ïîêàçàòü, ÷òî îò êîíå÷íîñòè íåëüçÿ îòêàçàòüñÿ.
Çàäà÷à 1.5. Äîêàçàòü, ÷òî Bε(x) îòêðûòî.
Çàäà÷à 1.6. Äîêàçàòü, ÷òî IntY îòêðûòî.
Çàäà÷à 1.7. Äîêàçàòü, ÷òî Y çàìêíóòî.
Îïðåäåëåíèå 1.8. Òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà åãî ïîäìíî-
æåñòâ τ (ýòè ïîäìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì
àêñèîìàì:

1) X ∈ τ ;

2) ∅ ∈ τ ;

3) åñëè Uα ∈ τ ∀α ∈ A, òî
⋃
α∈A

Uα ∈ τ ;

4) åñëè U1, . . . , Uk ∈ τ , òî
k⋂
i=1

Ui ∈ τ .

Ïàðà (X, τ) íàçûâàåòñÿòîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.Ìíîæåñòâî âèäà F = X\U ,
ãäå U ∈ τ , íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì.
Çàäà÷à 1.9. Ïðîâåðèòü äëÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ñâîéñòâà 1 Ç � 4 Ç.
Ïðèìåð 1.10. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì.
Çàäà÷à 1.11. Ïðèâåñòè ïðèìåð òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ), íå ñâÿçàííî-
ãî íè ñ êàêîé ìåòðèêîé (ãîâîðÿò: òîïîëîãèÿ íå ìåòðèçóåìà).
Îïðåäåëåíèå 1.12. Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x ∈ X (ïîäìíîæåñòâà Y ⊂ X) íàçûâà-
åòñÿ ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî åå (åãî) ñîäåðæàùåå. Òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ Y ⊂ X
� òàêàÿ òî÷êà x ∈ X, ÷òî ëþáàÿ åå îêðåñòíîñòü èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ Y . Çà-
ìûêàíèå Y � ýòî ìíîæåñòâî Y âñåõ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ Y (òàê ÷òî Y ⊂ Y ). Òî÷êà
x ∈ Y íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé Y , åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x,
÷òî x ∈ U ∈ Y . Ñîâîêóïíîñòü âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê Y íàçûâàåòñÿ âíóòðåííîñòüþ
Y è îáîçíà÷àåòñÿ IntY .
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Çàäà÷à 1.13. Y ⊂ X çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Y = Y .
Çàäà÷à 1.14. Y çàìêíóòî.
Îïðåäåëåíèå 1.15. Ïóñòü Y ⊂ X, (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîïî-
ëîãèÿ τ1 := {U ∩ Y | U ∈ τ} íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé τ íà Y .
Çàäà÷à 1.16. Ïðîâåðèòü äëÿ τ1 àêñèîìû òîïîëîãèè.
Çàäà÷à 1.17. Ïóñòü (X, ρX) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà òîïîëîãèþ íà Y ⊂
X ìîæíî ââåñòè äâóìÿ ñïîñîáàìè:

1) ρX ïîðîæäàåò τX , êîòîðàÿ èíäóöèðóåò τ1,
2) ρX ïðè îãðàíè÷åíèè íà Y äàåò ρY , êîòîðàÿ ïîðîæäàåò τρY .
Äîêàçàòü, ÷òî τ1 = τρY .

Îïðåäåëåíèå 1.18. Ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X íàçûâàåòñÿ (âñþäó) ïëîòíûì, åñëè
Y = X.
Çàäà÷à 1.19. Ïóñòü Y1 ⊂ X è Y2 ⊂ X � îòêðûòûå ïëîòíûå ïîäìíîæåñòâà. Òîãäà
Y = Y1 ∩ Y2 � îòêðûòîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî.
Îïðåäåëåíèå 1.20. Îòîáðàæåíèå f : X → Y òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçû-
âàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå x0 ∈ X, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè îáðàçà V (f(x0))
ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x0), ÷òî f(U(x0)) ⊂ V (f(x0)). Îòîáðàæåíèå, íåïðå-
ðûâíîå â êàæäîé òî÷êå, íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Òåîðåìà 1.21 Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. f : X → Y íåïðåðûâíî;

2. äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî V ⊂ Y ïðîîáðàç f−1(V ) îòêðûò â X;

3. äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî F ⊂ Y ïðîîáðàç f−1(F ) çàìêíóò â X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó f−1(Y \V ) = f−1(Y )\f−1(V ) = X \f−1(V ), òî óñëîâèÿ
2 è 3 ýêâèâàëåíòíû.

Ïóñòü òåïåðü f íåïðåðûâíî, V ⊂ Y � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ëèáî ïðîîáðàç
V ïóñò, è, òåì ñàìûì, îòêðûò, ëèáî ñîäåðæèò íåêîòîðóþ òî÷êó x: f(x) ∈ V . Òîãäà ïî
îïðåäåëåíèþ äëÿ ëþáîé òàêîé òî÷êè íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x), ÷òî f(U(x)) ⊂
V , ò. å. U(x) ⊂ f−1(V ). Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ òî÷êà f−1(V ) � âíóòðåííÿÿ.

Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 2. Òîãäà äëÿ V = V (f(x0)) â êà÷åñòâå èñêîìîãî
U ìîæíî âçÿòü U = f−1(V ). �
Çàäà÷à 1.22. Ïóñòü X = F1 ∪ F2, ãäå F1 è F2 � çàìêíóòûå, f : X → Y . Òîãäà f
íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f |F1 : F1 → Y è f |F2 : F2 → Y íåïðåðûâíû.
Çàäà÷à 1.23. Ïóñòü fn : X → R � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, ñõîäÿùèåñÿ ê f ðàâíî-
ìåðíî íà X. Òîãäà f íåïðåðûâíàÿ.
Çàäà÷à 1.24. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî f : X → Y
íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 â ñìûñëå îòîáðàæåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ñ
lim
n→∞

xn = x0 èìååì lim
n→∞

f(xn) = f(x0).

Îïðåäåëåíèå 1.25. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, åñëè

1. f � áèåêöèÿ;

2. f è f−1 íåïðåðûâíû.
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Çàäà÷à 1.26. Ïðèâåñòè ïðèìåð áèåêòèâíîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ, íå ÿâëÿ-
þùåãîñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.
Îïðåäåëåíèå 1.27. Áàçîé òîïîëîãèè τ íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ñèñòåìà îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ B, ÷òî ëþáîå τ�îòêðûòîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èõ îáúåäèíåíèÿ.
Çàäà÷à 1.28. Êàêèå óñëîâèÿ íàäî íàëîæèòü íà ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó ïîäìíî-
æåñòâ B1, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå âçÿòèÿ èõ ïðîèçâîëüíûõ îáúåäèíåíèé ïîëó÷èòü íåêî-
òîðóþ òîïîëîãèþ ?
Îïðåäåëåíèå 1.29. Ïóñòü (X, τX) è (Y, τY ) � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ðàñ-
ñìîòðèì â X × Y ñëåäóþùóþ áàçó òîïîëîãèè:

B := {V ×W | V ∈ τX , W ∈ τY }.

Ïîëó÷åííîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì X
è Y .
Çàäà÷à 1.30. Ïðîâåðèòü (ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäûäóùåé çàäà÷è), ÷òî X × Y äåé-
ñòâèòåëüíî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
Çàäà÷à 1.31. Äîêàçàòü, ÷òî X × Y è Y ×X ãîìåîìîðôíû.
Çàäà÷à 1.32. Äîêàçàòü, ÷òî (X × Y )× Z è X × (Y × Z) ãîìåîìîðôíû.
Çàäà÷à 1.33. Ïóñòü (X, ρX) è (Y, ρY ) � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëèì íà
X × Y ñëåäóþùèå ðàññòîÿíèÿ:

ρmax((x1, y1), (x2, y2)) := max{ρX(x1, x2), ρY (y1, y2)},

ρ2((x1, y1), (x2, y2)) :=
√
ρ2
X(x1, x2) + ρ2

Y (y1, y2),

ρ+((x1, y1), (x2, y2)) := ρX(x1, x2) + ρY (y1, y2).

Äîêàçàòü:
1) ×òî ýòî ìåòðèêè.
2) ×òî ñîîòâåòñòâóþùèå òîïîëîãèè íà X × Y ñîâïàäàþò.

Çàäà÷à 1.34. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé (a, b), [a, b) è [a, b] íå ãîìåî-
ìîðôíû.

1.1 Ñâÿçíîñòü è ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü

Îïðåäåëåíèå 1.35. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ íåñâÿçíûì, åñëè
âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ (î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíûõ) óñëîâèé:

� Ïðîñòðàíñòâî X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

� Ïðîñòðàíñòâî X èìååò íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî A, íå ñîâïàäàþùåå ñ X è ÿâëÿ-
þùååñÿ îäíîâðåìåííî îòêðûòûì è çàìêíóòûì.

� Ïðîñòðàíñòâî X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
íåïóñòûõ îäíîâðåìåííî îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå X íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì.
Îïðåäåëåíèå 1.36. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ äâóõ òî÷åê x0, x1 ∈ X ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå (ïóòü) f : [0, 1] →
X, f(0) = x0, f(1) = x1.
Çàäà÷à 1.37. Îòðåçîê [a, b] ⊂ R ñâÿçåí è ëèíåéíî ñâÿçåí.
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Òåîðåìà 1.38 Ïóñòü X =
⋃
α

Xα, êàæäîå Xα ñâÿçíî, à
⋂
α

Xα 6= ∅. Òîãäà X ñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X íåñâÿçíî, X = A ∪ B, A ∩ B = ∅, A è B � íåïóñòûå
îòêðûòî-çàìêíóòûå. Òîãäà êàæäîå Xα = (Xα ∩ A) ∪ (Xα ∩ B). Ïî îïðåäåëåíèþ èí-
äóöèðîâàííîé òîïîëîãèè ýòè ìíîæåñòâà îòêðûòî-çàìêíóòûå â Xα. Ïîñêîëüêó Xα

ñâÿçíî, òî îäíî èç íèõ ïóñòî. Çíà÷èò, êàæäîå èç Xα öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ ëèáî â A,
ëèáî â B, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïðè ýòîì, òàê êàê A è B íåïóñòû, à X ðàâíî
îáúåäèíåíèþ Xα, òî õîòÿ áû ïî îäíîìó èç Xα ñîäåðæèòñÿ â êàæäîì èç A è B. Çíà÷èò,⋂
α

Xα = ∅. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Òåîðåìà 1.39 Ïóñòü â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x
è y èìååòñÿ ñâÿçíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Pxy, èõ ñîäåðæàùåå. Òîãäà X ñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X íåñâÿçíî, X = A ∪ B, A ∩ B = ∅, A è B � íåïóñòûå
îòêðûòî-çàìêíóòûå. Òîãäà íàéäóòñÿ a ∈ A, b ∈ B è ñîîòâåòñòâóþùåå Pab. Òîãäà
Pab = (Pab∩A)∪ (Pab∩B). Ýòè ìíîæåñòâà îòêðûòî-çàìêíóòû â Pab è íåïóñòû (ïåðâîå
ñîäåðæèò a, âòîðîå � b). Ïðîòèâîðå÷èå ñî ñâÿçíîñòüþ Pab. �
Çàäà÷à 1.40. Îáðàç ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè ñâÿçåí.

Òåîðåìà 1.41 Ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåé çàäà÷å f([0, 1]) ñâÿçíî, ãäå f = fx0,x1 � èç îïðåäå-
ëåíèÿ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè. Ïîëîæèâ Px0,x1 := f([0, 1]), ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òåî-
ðåìîé 1.39. �
Çàäà÷à 1.42. Ïðèâåñòè ïðèìåð ñâÿçíîãî, íî íå ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà.

1.2 Êîìïàêòíîñòü, õàóñäîðôîâîñòü, íîðìàëüíîñòü

Îïðåäåëåíèå 1.43. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ õàóñäîðôîâûì, åñëè
äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X, x 6= y, íàéäóòñÿ òàêèå îêðåñòíîñòè U(x) è U(y), ÷òî U(x)∩U(y) =
∅.
Çàäà÷à 1.44. Ïðèâåñòè ïðèìåð íåõàóñäîðôîâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
Çàäà÷à 1.45. Äîêàçàòü, ÷òî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå õàóñäîðôîâûõ ïðîñòðàíñòâ
õàóñäîðôîâî.
Çàäà÷à 1.46. Äîêàçàòü, ÷òî â õàóñäîðôîâîì ïðîñòðàíñòâå êàæäàÿ òî÷êà çàìêíóòà.
Îïðåäåëåíèå 1.47. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñ-
ëè îíî õàóñäîðôîâî è äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ F1 è
F2 ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè U1 ⊃ F1 è U2 ⊃ F2.
Çàäà÷à 1.48. Âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî.
Îïðåäåëåíèå 1.49. Ïîêðûòèå {Vβ}β∈B èçìåëü÷àåò (ÿâëÿåòñÿ áîëåå ìåëêèì, ÷åì)
{Uα}α∈A, åñëè äëÿ âñÿêîãî β íàéäåòñÿ òàêîå α = α(β), ÷òî Vβ ⊂ Uα.

Òåîðåìà 1.50 Ïóñòü X � íîðìàëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, {Ui}Ni=1 �
êîíå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå. Òîãäà ñóùåñòâóåò áîëåå ìåëêîå ïîêðûòèå âèäà Vi,
V i ⊂ Ui.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

F1 =

(
X \

N⋃
i=2

Ui

)
⊂ U1, F̃1 = X \ U1,
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è ñîîòâåòñòâóþùèå â ñèëó íîðìàëüíîñòè îêðåñòíîñòè

V1 ⊃ F1, Ṽ1 ⊃ F̃1, V1 ∩ Ṽ1 = ∅.

Òîãäà, ïîñêîëüêó êàæäàÿ òî÷êà F̃1 èìååò íå ïåðåñåêàþùóþñÿ ñ V1 îêðåñòíîñòü Ṽ1 è,
òàêèì îáðàçîì, íå ìîæåò áûòü òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ V1,

V 1 ∩ F̃1 = ∅, V1 ⊂ V 1 ⊂ (X \ F̃1) = U1

è (V1, U2, . . . , UN) � ïîêðûòèå. Äàëåå, çàìåíÿåì U2 íà V2 è ò. ä. �
Çàäà÷à 1.51. Ïóñòü f : X → X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå õàóñäîðôîâà ïðî-
ñòðàíñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê Ff := {x ∈ X | f(x) = x}
çàìêíóòî.
Çàäà÷à 1.52. Äîêàçàòü, ÷òî X õàóñäîðôîâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèàãîíàëü
∆ := {(x, y) | x = y} ⊂ X ×X çàìêíóòà â X ×X.
Çàäà÷à 1.53. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå f : X → Y õàóñäîðôîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ íåïðåðûâíî, òî ãðàôèê Γf := {(x, f(x)) | x ∈ X} ⊂ X × Y çàìêíóò â X × Y .

Ëåììà 1.54 (Óðûñîíà) Ïóñòü X � íîðìàëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,
F0 è F1 � çàìêíóòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : X → [0, 1], ÷òî f |F0 = 0, f |F1 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íîðìàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî F è åãî
îêðåñòíîñòè U , F ⊂ U íàéäåòñÿ äðóãàÿ îêðåñòíîñòü V , òàêàÿ, ÷òî F ⊂ V ⊂ V ⊂ U ,
÷òî áóäåì îáîçíà÷àòü V ⊂⊂ U (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.50).

Îïðåäåëèì Vq äëÿ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ q èíäóêöèåé ïî ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ
(ò. å. ñíà÷àëà äëÿ 0 è 1, ïîòîì äëÿ 1/2, ïîòîì äëÿ 1/4 è 3/4, ïîòîì äëÿ 1/8, 3/8, 5/8,
7/8 è òàê äàëåå). Ïîëîæèì V0 è V1 ðàâíûìè òàêèì îòêðûòûì ìíîæåñòâàì U è V
(ñì. íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà), ÷òî F0 ⊂ V0 è F1 ⊂ X \ V1. Ïóñòü, ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè, Vq îïðåäåëåíû äî 2k â çíàìåíàòåëå q. Ðàññìîòðèì

F := V i

2k
, U := V i+1

2k
,

òîãäà ïîëîæèì V 2i+1

2k+1
:= V , ôèãóðèðóþùåì äëÿ F è U â ðàññóæäåíèè èç íà÷àëà

äîêàçàòåëüñòâà.
Ïîëó÷åííûå Vq ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ïî ïîñòðîåíèþ, ïðè÷åì

1. F0 ⊂ V0,

2. V1 ⊂⊂ (X \ F1),

3. åñëè q1 < q2, òî Vq1 ⊂⊂ Vq2 .

Îïðåäåëèì äëÿ ëþáîãî s ∈ [0, 1]: Vs :=
⋃
q≤s

Vq. Òîãäà Vs îòêðûòî äëÿ ëþáîãî s (êàê

îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ) è óäîâëåòâîðÿåò 1 � 3. Äåéñòâèòåëüíî, 1 è 2 î÷åâèäíû, à
3 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ÷èñëàìè ìîæíî íàéòè äâà äâîè÷íî-
ðàöèîíàëüíûõ.

Òåïåðü îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : X → [0, 1], ïîëîæèâ f |F0 = 0 è f(x) := sup{s | x 6∈
Vs}. Ïîêàæåì, ÷òî f íåïðåðûâíà. Ïóñòü x0 è ε > 0 ïðîèçâîëüíû. Ïóñòü s0 = f(x0).
Ðàññìîòðèì

U(x0) := Vs0+ ε
4
\ Vs0− ε4 .
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Ýòî äåéñòâèòåëüíî îêðåñòíîñòü x0, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî x ∈ U(x0)

x ∈ Vs0+ ε
4
, x 6∈ Vs0− ε4 ,

òàê ÷òî
s0 −

ε

4
≤ f(x) ≤ s0 +

ε

4
, |f(x)− f(x0)| ≤ ε

2
< ε. �

Çàäà÷à 1.55. Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà çàìêíóòî â îáú-
åìëþùåì ïðîñòðàíñòâå.
Çàäà÷à 1.56. (Òåîðåìà Òèòöå î ïðîäîëæåíèè) Ïóñòü X � íîðìàëüíîå òîïîëîãè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî, F ⊂ X � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî, f : F → R � íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ. Òîãäà f ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè g : X → R. Åñëè f îãðà-
íè÷åíà, òî è g ìîæíî âûáðàòü îãðàíè÷åííîé òîé æå êîíñòàíòîé. ([2, òåîðåìà 3, ñòð.
87])
Îïðåäåëåíèå 1.57. Íîñèòåëåì ôóíêöèè f : X → R íàçûâàåòñÿ

supp f := {x ∈ X | f(x) 6= 0}.

Òåîðåìà 1.58 Ïóñòü X � íîðìàëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, {Uα} � êî-
íå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ψα :
X → [0, 1] ⊂ R, ÷òî

1. suppψα ⊂ Uα,

2.
∑

α ψα(x) ≡ 1.

Ñèñòåìà ôóíêöèé ψα íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì åäèíèöû, ïîä÷èíåííûì {Uα}.

Çàìå÷àíèå 1.59. Äîñòàòî÷íî ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè {Uα}: ó êàæäîé òî÷êè ñóùå-
ñòâóåò îêðåñòíîñòü, ïåðåñåêàþùàÿñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì {Uα}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.50 íàéäåì íîâûå ïîêðûòèÿ Wα ⊂⊂ Vα ⊂⊂Uα. Ïî
ëåììå Óðûñîíà ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

θα : X → [0, 1], θα|Wα
≡ 1, θα|(X\Vα) ≡ 0.

Òàêèì îáðàçîì, supp θα ⊂ V α ⊂ Uα, à θα|Wα > 0. Ïîëîæèì θ :=
∑

α θα. Ýòî êîíå÷íàÿ
ñóììà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé è, òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîñêîëüêó
{Wα} � ïîêðûòèå, à θ ≥ θα > 0 íà Wα, òî θ > 0. Çíà÷èò, ìû ìîæåì ïîëîæèòü
ψα := θα

θ
. Î÷åâèäíî, ÷òî îáà óñëîâèÿ âûïîëíåíû. �

Îïðåäåëåíèå 1.60. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñ-
ëè èç ëþáîãî åãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.
Çàäà÷à 1.61. Äîêàçàòü, ÷òî îòðåçîê [a, b] êîìïàêòåí.
Çàäà÷à 1.62. Äîêàçàòü, ÷òî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà
êîìïàêòíî.
Çàäà÷à 1.63. Äîêàçàòü, ÷òî êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà
çàìêíóòî.

Òåîðåìà 1.64 Êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F ⊂ X çàìêíóòî è x 6∈ F . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè U(x) è V (F ). Â ñèëó õàóñäîðôîâîñòè äëÿ ëþáîãî y ∈ F
íàéäóòñÿ òàêèå Vy 3 y è Uy 3 x, ÷òî Vy ∩ Uy = ∅. Îêðåñòíîñòè Vy îáðàçóþò ïîêðû-
òèå F , èç êîòîðîãî ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Vy1 , . . . , VyN , òàê êàê F
êîìïàêòíî (ñì. çàäà÷ó 1.62). Ïîëîæèì

V (F ) := Vy1 ∪ . . . ∪ VyN , U(x) :=
N⋂
j=1

Uyj .

Ïóñòü òåïåðü F1 ⊂ X è F2 ⊂ X � çàìêíóòûå. Ïî ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà
îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî x ∈ F1 îòêðûòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà U(x) 3 x
è V (x) ⊃ F2. Òîãäà {U(x)} � îòêðûòîå ïîêðûòèå F1, èç êîòîðîãî ìîæíî âûäåëèòü

êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå U(x1), . . . , U(xn). Ìíîæåñòâà
n⋃
i=1

U(xi) è
n⋂
i=1

V (xi) � èñêîìûå

íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè F1 è F2. �
Çàäà÷à 1.65. Äîêàçàòü, ÷òî íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòà êîìïàêòåí.
Çàäà÷à 1.66. Ïóñòü f : X → R1 � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïàêòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå X. Òîãäà f îãðàíè÷åíà è ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà 1.67 Íåïðåðûâíîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà
íà õàóñäîðôîâî ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : X → Y � íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ, ïðè÷åì X êîìïàêòíî,
à Y � õàóñäîðôîâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàïòü, ÷òî îáðàç ïðîèç-
âîëüíîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà F ⊂ X ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì â Y . Ïîñêîëüêó X
� êîìïàêòíî, òî F òîæå êîìïàêòíî (ñì. çàäà÷ó 1.62), çíà÷èò, f(F ) òîæå êîìïàêòíî.
Íî òàê êàê Y õàóñäîðôîâî, òî â ýòîì ñëó÷àå f(F ) çàìêíóòî (ñì. çàäà÷ó 1.63). �
Çàäà÷à 1.68. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïàêòíûì.

2 Ìíîãîîáðàçèÿ è êàñàòåëüíûå âåêòîðà

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè m íàçûâàåòñÿ õàóñäîð-
ôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M , óäîâëåòâîðÿþùåå âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè
(èìååòñÿ ñ÷åòíàÿ áàçà) è ñíàáæåííîå ãëàäêèì àòëàñîì, ò. å. îòêðûòûì ïîêðûòèåì
{Uα} è íàáîðîì ãîìåîìîðôèçìîâ ϕα, îòîáðàæàþùèõ Uα íà îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà
Vα ⊂ Rm (ðàçìåðíîñòü m ìíîãîîáðàçèÿ M îáîçíà÷àåòñÿ dimM). Îíè çàäàþò â Uα
ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îòîáðàæåíèÿ çàìåíû êîîðäè-
íàò (èëè ôóíêöèè ïåðåõîäà) ϕαϕ

−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) → ϕα(Uα ∩ Uβ) áûëè ãëàäêèìè

êàê âåêòîð�ôóíêöèè, çàäàííûå íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå â Rm (ñì. ðèñ. 1). Ãëàäêîé
ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ãëàäêèé àòëàñ (íå ñîâñåì ñòðîãîå ïîíÿòèå).
Çàìå÷àíèå 2.2. Åñëè íå òðåáîâàòü ãëàäêîñòè, òî ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ òîïî-
ëîãè÷åñêèì.
Çàäà÷à 2.3. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîãîîáðàçèÿ ñ íåñîãëàñîâàííûìè ãëàäêèìè
ñòðóêòóðàìè, ò. å. ñ äâóìÿ òàêèìè ãëàäêèìè àòëàñàìè (Ui, ϕi) è (Vj, ψj), ÷òî
{(Ui, ϕi), (Vj, ψj)} íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì àòëàñîì.
Çàäà÷à 2.4. Äîêàçàòü, ÷òî Sn è RP n ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè.
Çàäà÷à 2.5. Áóäóò ëè ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè ãðàíèöà êâàäðàòà è âîñüìåðêà
(ïîäìíîæåñòâà R2) ?
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Ðèñ. 1: Îòîáðàæåíèå çàìåíû êîîðäèíàò.

Îïðåäåëåíèå 2.6. 2n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñ-
êèì, åñëè âñå ôóíêöèè çàìåíû êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèìè.
Çàäà÷à 2.7. Äîêàçàòü, ÷òî S2 � êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.
Îïðåäåëåíèå 2.8. Ôóíêöèÿ f : M → R íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè äëÿ ëþáîé
òî÷êè P ∈M è íåêîòîðîé êàðòû (Uα, ϕα), ñîäåðæàùåé P , ôóíêöèÿ f ◦ϕ−1

α : Vα → R,
çàäàííàÿ íà îáëàñòè â Rm, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.
Çàäà÷à 2.9. Äîêàçàòü, ÷òî èç ãëàäêîñòè ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîé êàðòå ñëåäóåò
ãëàäêîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîé.
Îïðåäåëåíèå 2.10. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : M → N ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé
íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈M è íåêîòîðûõ êàðò (Uα, ϕα), ñîäåð-
æàùåé P , è (U ′β, ϕ

′
β), ñîäåðæàùåé f(P ), ïðè÷åì f(Uα) ⊂ U ′β (ýòî êàðòû íà M è N ,

ñîîòâåòñòâåííî) îòîáðàæåíèå ϕ′β ◦ f ◦ϕ−1
α : Vα → V ′β ⊂ Rn, çàäàííîå íà îáëàñòè â Rm

è íàçûâàåìîå ëîêàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì èëè êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ f , ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì (ñì. ðèñ. 2). Çäåñü dimM = m è dimN = n.
Çàäà÷à 2.11. Äîêàçàòü, ÷òî èç ãëàäêîñòè ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîé ïàðå êàðò
ñëåäóåò ãëàäêîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîé.
Îïðåäåëåíèå 2.12. Áèåêòèâíîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : M → N ãëàäêèõ ìíîãî-
îáðàçèé íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì, åñëè f−1 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì.
Çàäà÷à 2.13. Ïðîâåðèòü, ÷òî ôîðìóëû

yk =
xk√

ε2 − (x1)2 − (x2)2 − . . .− (xn)2
, k = 1, . . . , n,

xk =
ε yk√

1 + (y1)2 + (y2)2 + . . .+ (yn)2
, k = 1, . . . , n,

9



Ðèñ. 2: Ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå.

çàäàþò äèôôåîìîðôèçì Bε(0) ⊂ Rn è Rn.
Çàäà÷à 2.14. Ïðèâåñòè ïðèìåð ãëàäêîãî ãîìåîìîðôèçìà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ äèô-
ôåîìîðôèçìîì.

Ëåììà 2.15 Íà ëþáîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M ñóùåñòâóåò àòëàñ ñ êàðòàìè,
äèôôåîìîðôíûìè îòêðûòîìó øàðó ( îòêóäà ïî çàäà÷å 2.13 âñåìó Rm.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (Uα, ϕα) � íåêîòîðûé àòëàñ íà M . Äëÿ ëþáîé x ∈ M âû-
áåðåì Uα(x) 3 x. Ïóñòü ε(x) ñòîëü ìàëî, ÷òî Bε(x)(ϕα(x)(x)) ⊂ Vα(x) ⊂ Rm. Òîãäà

(Ũx, ϕ̃x), x ∈M, Ũx := ϕ−1
α(x)(Bε(x)(ϕα(x)(x))), ϕ̃x := ϕα(x)|Ũx ,

� èñêîìûé àòëàñ. �
Îïðåäåëåíèå 2.16. Ñâîéñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ àòëàñà èç ãîìåîìîðôèçìîâ íà Rn

íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé åâêëèäîâîñòüþ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
Çàìå÷àíèå 2.17. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî àòëàñà êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñóùå-
ñòâóåò ïîä÷èíåííîå ðàçáèåíèÿ åäèíèöû, ïîñêîëüêó îíî íîðìàëüíî.

Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìíîãîîáðàçèÿ áóäóò ãëàäêè-
ìè, è ìû îáû÷íî áóäåì íàçûâàòü èõ ïðîñòî ìíîãîîáðàçèÿìè.

Òåîðåìà 2.18 Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî àòëàñà êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ñóùå-
ñòâóåò ïîä÷èíåííîå ãëàäêîå ðàçáèåíèÿ åäèíèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ðàçáèåíèå åäè-
íèöû äëÿ íåêîòîðîãî èçìåëü÷åíèÿ èñõîäíîãî àòëàñà. Â êà÷åñòâå òàêîãî èçìåëü÷åíèÿ
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âûáåðåì (ñóùåñòâóþùèé â ñèëó ëåììû 2.15 è òåîðåìû 1.50) òàêîé àòëàñ (Wβ, τβ), ÷òî

τβ(Wβ) = B1(0) ⊂ Rm, W ε
β := τ−1

β (B1−ε(0)) � ïîêðûòèå M.

Îïðåäåëèì ãëàäêóþ ôóíêöèþ íà Rm:

h(x) :=

{
e
− 1

(‖x‖−(1−ε/2)2)2 , ïðè ‖x‖ < (1− ε/2)2,
0, ïðè ‖x‖ ≥ (1− ε/2)2.

Òîãäà
supph ⊂ B1−ε/2(0), 0 ≤ h(x) ≤ 1, h(x) > 0 íà B1−ε(0).

Ïîëîæèì

χβ :=

{
h(τβ(x)), ïðè x ∈ Wβ,
0, ïðè x 6∈ Wβ.

Òîãäà χβ ∈ C∞(M), 0 ≤ χ ≤ 1, suppχβ ⊂ Wβ è χβ > 0 íàW ε
β . Çíà÷èò, ψ :=

∑
β χβ > 0,

à ψβ := χβ/ψ � èñêîìîå C∞-ðàçáèåíèå åäèíèöû. �
Íàïîìíèì, ÷òî îòêðûòîå ïîêðûòèå {Vβ} òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçû-

âàåòñÿ ëîêàëüíî-êîíå÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü
U 3 X, ÷òî Vβ ∩ U 6= ∅ òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà β.
Îïðåäåëåíèå 2.19. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïàðàêîìïàêòíûì, åñëè ó ëþáîãî
åãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî-êîíå÷íîå èçìåëü÷åíèå.
Îïðåäåëåíèå 2.20. Êîìïàêòíûì èñ÷åðïàíèåì ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ òàêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ Ki (i = 0, 1, . . .), ÷òî X = ∪iKi è

Ki ⊂ Int (Ki+1).

Â ÷àñòíîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî øàãà, âñå Ki ñîäåðæàò îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 2.21 (*) Ïóñòü X � ñâÿçíîå, ëîêàëüíî åâêëèäîâî è õàóñäîðôîâî. Òîãäà
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. X óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè;

2. X ïàðàêîìïàêòíî;

3. X äîïóñêàåò êîìïàêòíîå èñ÷åðïàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðî÷åñòü íèæå â ïàðàãðàôå 12 Äîïîëíåíèÿ.
Çàäà÷à 2.22. Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïîä÷èíåííîãî ðàçáèåíèÿ åäèíèöû äëÿ
ëîêàëüíî-êîíå÷íîãî àòëàñà (íåêîìïàêòíîãî) ìíîãîîáðàçèÿ.

Òåîðåìà 2.23 Ïóñòü f : Rn → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì grad f 6= ~0 íà
M = f−1(y0). Òîãäà M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ëîêàëüíûõ
êîîðäèíàò ìîæíî âçÿòü íåêîòîðûå n− 1 èç x1, . . . , xn. Òàê ÷òî dimM = n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿåì òåîðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè. Èìåííî, ïóñòü

~x0 = (x1
0, . . . , x

n
0 ) ∈M, grad f~x0 =

(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)∣∣∣∣
~x0

6= ~0.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ∂f
∂xn

∣∣
~x0
6= 0. Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé

ôóíêöèè íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòü V òî÷êè (x1
0, . . . , x

n−1
0 ) â Rn−1, èíòåðâàë (xn0 − ε, xn0 +

ε) ∈ R1 è C∞-ôóíêöèÿ g : V → R1 òàêèå, ÷òî
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1. f(x1, . . . , xn−1, g(x1, . . . , xn−1)) ≡ 0 â V ,

2. g(x1
0, . . . , x

n−1
0 ) = xn0 ,

3. g(x1, . . . , xn−1) ∈ (xn0 − ε, xn0 + ε) ïðè (x1, . . . , xn−1) ∈ V ,

4. òî÷êà (x1, . . . , xn) ∈ M ∩ (V × (xn0 − ε, xn0 + ε)) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì xn =
g(x1, . . . , xn−1).

Îïðåäåëèì êàðòû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U := M ∩ (V × (xn0 − ε, xn0 + ε)), ϕ : U → Rn−1, ϕ(x1, . . . , xn) := (x1, . . . , xn−1) ∈ V.

Òîãäà, ïî 1) è 3) îáðàòíûì ê ϕ áóäåò

ϕ−1(x1, . . . , xn−1) = (x1, . . . , xn−1, g(x1, . . . , xn−1)).

Ïðîâåðèì, ÷òî ïîëó÷åííûé àòëàñ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì. Ïóñòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè, íàðÿäó ñ (U,ϕ) òî÷êà ~x0 ñîäåðæèòñÿ òàêæå â (Ũ , ϕ̃), ãäå ϕ̃ : (x1, . . . , xn) 7→
(x2, . . . , xn). Òîãäà íà ϕ(U ∩ Ũ) èìååì

ϕ̃ϕ−1(x1, . . . , xn−1) = ϕ̃(x1, . . . , xn−1, g(x1, . . . , xn−1)) = (x2, . . . , xn−1, g(x1, . . . , xn−1))

� ãëàäêàÿ çàìåíà êîîðäèíàò. �
Îïðåäåëåíèå 2.24. (Òåíçîðíîå îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà)
(Êàñàòåëüíûì) âåêòîðîì ξ â òî÷êå P ∈ M ê ìíîãîîáðàçèþ M íàçûâàåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâèå, êîòîðîå êàæäîé êàðòå (Uα, ϕα) (ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1

α, . . . , x
m
α )) â

îêðåñòíîñòè P ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íàáîð ÷èñåë (ξ1
α, . . . , ξ

m
α ). Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ

âûïîëíåíèå òåíçîðíîãî çàêîíà, ñâÿçûâàþùåãî íàáîðû ÷èñåë, êîòîðûå ñòàâÿòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå ðàçíûì ñèñòåìàì ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò. Èìåííî, åñëè êàðòå (Uβ, ϕβ)
(ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1

β, . . . , x
m
β )) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íàáîð ÷èñåë

(ξ1
β, . . . , ξ

m
β ), òî

ξiβ =
∂xiβ

∂xjα
ξjα,

ãäå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ ââåðõó è âíèçó èíäåêñó j ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.
Çàäà÷à 2.25. (îïðàâäàíèå îïðåäåëåíèÿ) Ïóñòü γ : (−1; 1)→M � ãëàäêîå îòîáðà-
æåíèå, γ(0) = P . Òîãäà ñîîòâåòñòâèå

ξγ : (x1, . . . , xn) 

(
dx1

dt
, . . . ,

dxn

dt

)∣∣∣∣
t=0

ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì â P . Çäåñü â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1, . . . , xn) îòîáðàæå-
íèå γ çàäàíî êàê (x1(t), . . . , xn(t)).
Çàäà÷à 2.26. Êàæäûé êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå P îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîèìè êîìïîíåíòàìè îòíîñèòåëüíî îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â òî÷êå P (êàñàòåëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî TP (M)) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì âåùåñòâåííûì ëèíåéíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì ðàçìåðíîñòè dimM . Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, îïåðàöèè íå çàâèñÿò îò âûáîðà ëî-
êàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Îïðåäåëåíèå 2.27. (Îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ÷åðåç êðèâûå)
Ðàññìîòðèì äâå ãëàäêèå êðèâûå γ1 : (−1, 1) → M è γ2 : (−1, 1) → M , óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèÿì:
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� γi(0) = P

� äëÿ íåêîòîðîé (ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé) ñèñòåìû êîîðäèíàò (x1, . . . , xm) â îêðåñò-
íîñòè P âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

m∑
k=1

[
xk(γ1(t))− xk(γ2(t))

]2
= o(t2), (t→ 0).

Òàêèå êðèâûå íàçûâàþòñÿ ñîïðèêàñàþùèìèñÿ: γ1 ∼ γ2.
Âñå êðèâûå, óäîâëåòâîðÿþùèå ïåðâîìó óñëîâèþ, ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû ñîïðè-

êàñàþùèõñÿ. Ýòè êëàññû íàçûâàþòñÿ êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè ê M â òî÷êå P .
Îïðåäåëåíèå 2.28. (Îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ÷åðåç äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ) Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå D : C∞(M)→ R, ò. å. ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà
ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ ôóíêöèé, íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â òî÷êå
P ∈M , åñëè

� çíà÷åíèÿ åãî îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè P , òî÷-
íåå, åñëè f, g ∈ C∞(M) òàêîâû, ÷òî f ≡ g íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè
P , òî D(f) = D(g) (�îïåðàòîð çàäàí íà ðîñòêàõ ôóíêöèé�);

� âûïîëíåíî óñëîâèå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà

D(fg) = f(P )D(g) + g(P )D(f) äëÿ ëþáûõ f, g ∈ C∞(M).

Íàçîâåì òàêîé îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê M â òî÷êå
P .
Çàäà÷à 2.29. Ïóñòü (x1, . . . , xn) � ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè
P ∈M , P = (x1

0, . . . , x
n
0 ), à ξ ∈ TPM â ñìûñëå ïåðâîãî îïðåäåëåíèÿ èìååò êîîðäèíàòû

ξi. Òîãäà ñîîòâåòñòâèå

f 7→
n∑
i=1

∂f

∂xi
(x1

0, . . . , x
n
0 )ξi

íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è îïðåäåëÿåò îïåðàòîð äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 2.30 Îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû, òî÷íåå, åñòåñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå

êðèâàÿ ↔ êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé â äàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò↔

↔ äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî åãî íàïðàâëåíèþ

ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â ñìûñëå òðåõ îïðå-
äåëåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü ïåðâûõ äâóõ. Â ñèëó çàäà÷è 2.25
äëÿ êîððåêòíîãî çàäàíèÿ îòîáðàæåíèÿ Γ ìíîæåñòâà êëàññîâ êðèâûõ â �òåíçîðíûå�
âåêòîðû äîñòàòî÷íî (â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) ïðîâåðèòü ÷òî èç γ1 ∼ γ2 ñëåäóåò,
÷òî ξγ1 = ξγ2 . Äåéñòâèòåëüíî,

0 = lim
t→0

m∑
k=1

[
xk(γ1(t))− xk(γ2(t))

t

]2

=
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=
m∑
k=1

[
lim
t→0

(xk(γ1(t))− xk(P ))− (xk(γ2(t))− xk(P ))

t

]2

,

îòêóäà ξγ1 = ξγ2 . Ýòà æå âûêëàäêà ïîêàçûâàåò, ÷òî äâå êðèâûå ñîïðèêàñàþòñÿ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûé êàñàòåëüíûé âåêòîð. Çíà÷èò, Γ êîð-
ðåêòíî îïðåäåëåíî è èíúåêòèâíî. Çàôèêñèðóåì ñèñòåìó êîîðäèíàò xi â îêðåñòíîñòè
P . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ∆ (áûòü ìîæåò, çàâèñÿùåå îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäè-
íàò) â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, ñîïîñòàâëÿÿ âåêòîðó ξ ñ êîîðäèíàòàìè ξi â âûáðàííîé
ñèñòåìå, �ïðÿìóþ�, ò. å. êðèâóþ ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì çàäàíèåì xi(t) = xi(P ) + t · ξi.
Òîãäà d xi

d t

∣∣∣
P0

= ξi è Γ ◦∆ = Id . Òàêèì îáðàçîì, Γ � ñþðúåêöèÿ. �

Çàäà÷à 2.31. Äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü òðåòüåãî îïðåäåëåíèÿ (÷åðåç äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ) êàñàòåëüíîãî âåêòîðà äâóì äðóãèì.
Îïðåäåëåíèå 2.32. Ïóñòü f : M → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, P ∈ M . Äèô-
ôåðåíöèàëîì (êàñàòåëüíûì îòîáðàæåíèåì) f â òî÷êå P íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ dfP : TPM → Tf(P )N , îïðåäåëåííîå îäíèì èç ñëåäóþùèõ
ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåì îïðåäåëåíèÿì êàñàòåëüíîãî âåêòî-
ðà.

Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü (UM , ϕM : UM → V M ⊂ Rm) � êàðòàM â îêðåñòíîñòè P ,
(UN , ϕN : UN → V N ⊂ Rn) � êàðòà N â îêðåñòíîñòè f(P ), (x1, . . . , xm) è (y1, . . . , yn)
� ñîîòâåòñòâóþùèå ëîêàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå îòîá-
ðàæåíèÿ f , òî÷íåå, îòîáðàæåíèå ϕN ◦ f ◦ (ϕM)−1 : V M → V N , ìîæåò áûòü îïèñàíî
êàê íàáîð ôóíêöèé

y1 = f 1(x1, . . . , xm), . . . , yn = fn(x1, . . . , xm).

Ïóñòü âåêòîð ξ ∈ TPM ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1, . . . , xm) íàáîð
(ξ1, . . . , ξm) (ãîâîðÿò: èìååò óêàçàííûå êîîðäèíàòû â ýòîé ñèñòåìå), òîãäà ïî îïðåäå-
ëåíèþ ïîëàãàþò åãî îáðàçîì η = (dfP )ξ âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè

ηj =
∂f j

∂xi
ξi

(ñóììèðîâàíèå ïîäðàçóìåâàåòñÿ) â ñèñòåìå (y1, . . . , yn).
Âòîðîé ñïîñîá. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [γ] êëàññ ñîïðèêàñàþùèõñÿ êðèâûõ êðèâîé γ.

Ïîëîæèì
(dfP )[γ] := [f ◦ γ].

Òðåòèé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ξ â òî÷êå P ∈M . Òî-
ãäà çíà÷åíèå îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (dfP )ξ íà ôóíêöèè g ∈ C∞(N) çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

((dfP )ξ)(g) := ξ(g ◦ f).

Çàäà÷à 2.33. Äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü òðåõ îïðåäåëåíèé äèôôåðåíöèàëà.
Îïðåäåëåíèå 2.34. Ðàññìîòðèì ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : M → N , f(P0) = Q0.
Òî÷êà P0 ∈M íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé f , åñëè äèôôåðåíöèàë

dfP0 : TP0M → TQ0N

ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì (îòîáðàæåíèåì �íà�). Òî÷êà Q0 ∈ N íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì
çíà÷åíèåì f , åñëè ëþáîå P ∈ f−1Q0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé f .

14



Òåîðåìà 2.35 (Ñàðäà) (áåç äîêàçàòåëüñòâà) Ïóñòü f : M → N � ãëàäêîå îòîá-
ðàæåíèå, M � êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ìíîæåñòâî G ⊂ N ðåãóëÿðíûõ
çíà÷åíèé f � îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî.

Çàìå÷àíèå 2.36. Â îáùåì ñëó÷àå N \G èìååò ìåðó íóëü.
Îïðåäåëåíèå 2.37. Îòîáðàæåíèå f : M → N íàçûâàåòñÿ ïîãðóæåíèåì, åñëè â
êàæäîé òî÷êå P ∈M äèôôåðåíöèàë dfP : TPM → Tf(P )N ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì.
Åñëè ïðè ýòîì f : M ↔ f(M) âçàèìíî îäíîçíà÷íî, à f(M) çàìêíóòî â N , òî f(M)
íàçûâàåòñÿ âëîæåíèåì.
Çàäà÷à 2.38. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîãðóæåíèÿ, âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî íà îáðàç, íî
íå ÿâëÿþùåãîñÿ âëîæåíèåì.
Îïðåäåëåíèå 2.39. Âëîæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà îáðàç, íàçûâàåò-
ñÿ âëîæåíèåì â ñèëüíîì ñìûñëå.
Çàäà÷à 2.40. Äëÿ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé âëîæåíèå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì.
Îïðåäåëåíèå 2.41. Ïîäìíîæåñòâî L ⊂ M, dimM = m, íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì ïîä-
ìíîãîîáðàçèåì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé àòëàñ (Uα, ϕα) ìíîãîîáðàçèÿ M , ÷òî {Uα ∩L}
� ãëàäêèé àòëàñ L â òîì ñìûñëå, ÷òî

ϕα|Uα∩L : Uα ∩ L→ Vα ∩Rl, Rl ⊂ Rm

(ñì. ðèñ. 3). Ýòîò àòëàñ íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, dimL = l, à (m− l)
íàçûâàåòñÿ êîðàçìåðíîñòüþ. Ïðè ýòîì L îêàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì.
Çàäà÷à 2.42. Äîêàæèòå.

Ðèñ. 3: Íîðìàëüíàÿ êàðòà.

Çàäà÷à 2.43. Ïóñòü f : M → N , à Q0 ∈ N � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå f . Òîãäà MQ0 :=
f−1(Q0) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì, dimMQ0 = dimM − dimN . Â êà÷åñòâå
ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè MQ0 ìîæíî âçÿòü íåêîòîðûå
(m− n) êîîðäèíàò M .
Çàäà÷à 2.44. Ïðèâåñòè ïðèìåð òàêîãî âëîæåíèÿ, ÷òî îáðàç íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-
ãîîáðàçèåì (è äàæå ìíîãîîáðàçèåì).

Òåîðåìà 2.45 Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ N ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ïðè âëîæåíèè â
ñèëüíîì ñìûñëå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A ⊂ N ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì, òî òîæäåñòâåííîå îòîá-
ðàæåíèå áóäåò ãîìåîìîðôèçìîì íà îáðàç, à ïî îïðåäåëåíèþ ïîäìíîãîîáðàçèÿ � ïî-
ãðóæåíèåì.

Îáðàòíî, ïóñòü f : M → N � ñèëüíîå ãëàäêîå âëîæåíèå. Ñâîéñòâî áûòü ïîäìíî-
ãîîáðàçèåì èìååò ëîêàëüíûé õàðàêòåð: äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îòêðûòîå ïîêðû-
òèå {Ni} â N äëÿ A, è Ai = A ∩ Ni. Ýòî ñâîéñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî C∞-
äèôôåîìîðôèçìîâ: ìíîæåñòâî A ⊂ N ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà g(A) ⊂ N ′ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì, ãäå g : N → N ′ � äèôôåîìîð-
ôèçì. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êàðò Ψ = {ψi : Ni → Rn} ìíîãîîáðàçèÿ N , ïîêðûâà-
þùèõ A. Ïóñòü Φ = {ϕi : Mi → Rm}i∈Λ � òàêîé àòëàñ M , ÷òî f(Mi) ⊂ Ni (åñëè
íóæíî, ìåíÿåì èíäåêñàöèþ). Ïîñêîëüêó f ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, â ÷àñòíîñòè, ãîìåî-
ìîðôèçìîì íà îáðàç, òî ìîæíî âûáðàòü Φ è Ψ òàê, ÷òî f(Mi) = A∩Ni. Òîãäà â ñèëó
èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî äèôôåîìîðôèçìîâ ñèòóàöèÿ ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé.
U := {Vi} = ϕi(Mi) ⊂ Rm, f = fi = ψifϕ

−1
i : U ↪→ Rn � C∞-âëîæåíèå. Íàäî íàéòè ëî-

êàëüíî òàêîé äèôôåîìîðôèçì, ÷òî îáðàç ëåæèò âRn−m. Íî ýòî ïðîñòî òåîðåìà îá îá-
ðàòíîé ôóíêöèè. Èìåííî, ëîêàëüíî ñóùåñòâóþò (xi1 , . . . , xim), 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ im ≤ n,
è ãëàäêîå îòîáðàæåíèå g : Rm

x → Rn−m
x , ÷òî ýòî ãðàôèê. Òàêèì îáðàçîì, ââåäÿ â

îêðåñòíîñòè â Rn êîîðäèíàòû

(xi1 , . . . , xim , xj1 − (g(xi1 , . . . , xim))j1 , . . . , xjn−m − (g(xi1 , . . . , xim))jn−m),

ïîëó÷àåì, ÷òî f(U) çàäàåòñÿ êàê ðàç êàê êîîðäèíàòíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü (ñì. ðèñ. 4).
×òîáû ïîëó÷èòü àòëàñ, îñòàåòñÿ äîáàâèòü íåêîòîðûå êàðòû N , êîòîðûå íå ïåðåñåêà-

Ðèñ. 4: Âûïðÿìëåíèå.

þòñÿ ñ A (è òåì ñàìûì, àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè).
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ëîêàëèçîâàòü çàäà÷ó óäàëîñü òîëüêî áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî âëî-

æåíèå â ñèëüíîì ñìûñëå (òî åñòü ãîìåîìîðôèçì íà îáðàç è íå âîçíèêàåò ñèòóàöèè
êàê ñ öåíòðàëüíîé òî÷êîé íà ðèñ. 5 À)). À äîïîëíèòü äî àòëàñà âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ
ìîæíî â ñèëó çàìêíóòîñòè îáðàçà (òàê ÷òî íå âîçíèêàåò ñèòóàöèè, êàê íà ðèñ. 5 Á)).
�
Çàìå÷àíèå 2.46. Ìîæíî ïî-ðàçíîìó ðåøàòü âîïðîñ ñ÷èòàòü ëè (0, 1) × {0} ⊂ R2

ïîäìíîãîîáðàçèåì. Ïðàâèëüíî âñå æå íå ñ÷èòàòü. Åñëè ñ÷èòàòü � íàäî â îïðåäåëåíèè
ïîäìíîãîîáðàçèÿ çàìåíèòü �àòëàñ� íà �íàáîð êàðò�.
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Ðèñ. 5: Òàêèå ñèòóàöèè èñêëþ÷åíû óñëîâèÿìè.

Òåîðåìà 2.47 (Î÷åíü ñëàáàÿ òåîðåìà Óèòíè) Ïóñòü M � ãëàäêîå êîìïàêò-
íîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî K, ÷òî ñóùåñòâóåò
âëîæåíèå (â ñèëüíîì ñìûñëå) f : M → RK.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Uα}Lα=1 � êîíå÷íûé àòëàñ M , (x1
α, . . . , x

m
α ) � ëîêàëüíàÿ

ñèñòåìà êîîðäèíàò â Uα, ïðè÷åì ϕα : Uα ≈ Bα = B1(aα) ⊂ Rm, ãäå Br(b) � øàð
ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â b. Ïóñòü Bε

α := B1−ε(aα), ïðè÷åì {U ε
α := ϕ−1

α (Bε
α)} ïî-ïðåæíåìó

ïîêðûâàþò M (âîçìîæíî â ñèëó íîðìàëüíîñòè). Âûáåðåì òåïåðü

fα ∈ C∞(Rm), fα ≡ 1 â òî÷íîñòè íà Bε
α, supp fα ⊂ Bα.

Ïóñòü gkα : M → R îïðåäåëåíû äëÿ k = 1, . . . ,m è α = 1, . . . , L ôîðìóëàìè

gkα(P ) :=

{
fα(ϕα(P ))xkα(P ) ïðè P ∈ Uα;
0 ïðè P 6∈ Uα.

Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ gkα(P ) = xkα(P ) ïðè P ∈ U ε
α. Òàêèì îáðàçîì, m ·L ôóíêöèé gkα

çàäàþò C∞-îòîáðàæåíèå
g : M → Rm·L.

Îïðåäåëèì òåïåðü

ϕ : M → RK = Rm·L+L, ϕ(P ) := (g(P )︸︷︷︸
m·L

; fα(ϕα(P ))︸ ︷︷ ︸
L

).

Òîãäà rk dϕ ≥ rk dg. Åñëè P ∈ U ε
α, òî

rk dg|P ≥ rk

(
∂gkα(P )

∂xjα

)
≥ rk

(
∂xkα(P )

∂xjα

)
= m.
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Ïîñêîëüêó ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè rk dϕ ≤ m, òî rk dϕ ≡ m. Ìû ïîêàçàëè,
÷òî ϕ � ïîãðóæåíèå.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ϕ èíúåêòèâíî, ò. å. ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé íà îáðàç. Ïóñòü P 6=
Q. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð α, ÷òî P ∈ U ε

α è, ñëåäîâàòåëüíî, fα(ϕα(P )) = 1.
Åñëè ïðè ýòîì fα(ϕα(Q)) < 1, òî âñå äîêàçàíî, åñëè æå fα(ϕα(Q)) = 1, òî Q ∈ U ε

α,
òàê ÷òî gkα(P ) = xkα(P ), gkα(Q) = xkα(Q). Ïîñêîëüêó P 6= Q, òî íàéäåòñÿ êîîðäèíàòà
xk0α (P ) 6= xk0α (Q), òàê ÷òî gk0α (P ) 6= gk0α (Q) è ϕ(P ) 6= ϕ(Q).

Òàê êàê M êîìïàêòíî, à ϕ(M) ⊂ RK õàóñäîðôîâî, òî ïî òåîðåìå 1.67 ϕ ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì íà îáðàç è, ñëåäîâàòåëüíî, âëîæåíèåì â ñèëüíîì ñìûñëå, ïîñêîëüêó
ϕ(M) êîìïàêòíî è çàìêíóòî. �

Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà áîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû:

Òåîðåìà 2.48 (Ñëàáàÿ òåîðåìà Óèòíè) (áåç äîêàçàòåëüñòâà) Òåîðåìà âåðíà è
äëÿ íå îáÿçàòåëüíî êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïðè÷åì ìîæíî âçÿòü K = 2 ·
dimM + 1.

Òåîðåìà 2.49 (Ñèëüíàÿ òåîðåìà Óèòíè) (áåç äîêàçàòåëüñòâà) Â ïðåäûäóùåé
òåîðåìå ìîæíî âçÿòü K = 2 · dimM .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñòàðòîâàâ îò êàêîãî-
ëèáî âëîæåíèÿ, ïóòåì ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ìåíüøåé ðàç-
ìåðíîñòè, ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäïðîñòðàíñòâà íàéäóòñÿ ïî
ëåììå Ñàðäà. �

3 Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü dimM = m. Îïðåäåëèì N = T∗M � ìíîãîîáðàçèå ëè-
íåéíûõ ýëåìåíòîâ èëè êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå M . N êàê ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ïàð
(P, ξ), ãäå P ∈M , à ξ ∈ TPM , ò. å. êàñàòåëüíûé âåêòîð. Òîïîëîãèÿ è ñòðóêòóðà ìíîãî-
îáðàçèÿ çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâ N
íà îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà R2m, êîòîðûå îáúÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè è êàðòàìè
(òàê ÷òî dimN = 2m). Èìåííî, åñëè (U,ϕ) � ëîêàëüíàÿ êàðòà íà M , òî â êà÷åñòâå
óêàçàííîãî ïîäìíîæåñòâà N áåðåòñÿ ìíîæåñòâî ïàð (P, ξ) ñ P ∈ U , à â êà÷åñòâå
îòîáðàæåíèÿ â R2m ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå Φ:

Φ(P, ξ) = (x1, . . . , xm; ξ1, . . . , ξm),

ãäå

ϕ(P ) = (x1, . . . , xm), ξ = ξ1 ∂

∂x1
+ . . .+ ξm

∂

∂xm
,

ò. å. ξ êàê êàñàòåëüíûé âåêòîð ñîïîñòàâëÿåò ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1, . . . , xm) íàáîð ξi.
Òîãäà çàìåíû ïåðåìåííûõ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé òàêîé êàðòû ê äðóãîé îñóùåñòâëÿ-
þòñÿ ïî ïåðâîé ãðóïïå ïåðåìåííûõ òàê, êàê áûëî íà M , à ïî âòîðîé � ïðè ïîìîùè
ìàòðèöû ßêîáè çàìåíû ïåðâîé ãðóïïû. Â ÷àñòíîñòè, îíè ãëàäêèå, à ââîäèìàÿ èìè
òîïîëîãèÿ ñîãëàñîâàíà íà ïåðåñå÷åíèÿõ.
Çàìå÷àíèå 3.2. Åñëè M áûëî ìíîãîîáðàçèåì ãëàäêîñòè Ck, òî T∗M � ìíîãîîá-
ðàçèå êëàññà Ck−1.
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4 Ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Rn
+ ⊂ Rn, Rn

+ := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xn ≥ 0},

Rn−1
0 := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xn = 0}.

Ïîä äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f : Rn
+ → R1 ìû áóäåì ïîíè-

ìàòü ñëåäóþùåå. Äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê (xn > 0) ñîõðàíèì îáû÷íîå ïîíÿòèå. Äëÿ
ãðàíè÷íûõ òî÷åê (~x0 ∈ Rn−1

0 ) ìû áóäåì òðåáîâàòü ñïðàâåäëèâîñòè ðàçëîæåíèÿ

f(~x) = f(~x0) +
n∑
i=1

fi · (xi − xi0) + o(~x− ~x0), lim
~x→~x0
xn≥0

o(~x− ~x0)

‖~x− ~x0‖
= 0.

Òîãäà fi = ∂f
∂xi

(~x0), (i = 1, 2, . . . , n− 1), à

fn = lim
h→+0

f(x1
0, . . . , x

n−1
0 , xn0 + h)− f(x1

0, . . . , x
n−1
0 , xn0 )

h
(1)

(îäíîñòîðîííÿÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ).
Îïðåäåëåíèå 4.1. Õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîM ñî ñ÷åòíîé áàçîé
íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå åãî îòêðûòîå ïîêðûòèå
{Uα} è êîîðäèíàòíûå ãîìåîìîðôèçìû ϕα : Uα → Vα ⊂ Rn

+, ãäå Vα ⊂ Rn
+ � îòêðûòûå,

à ôóíêöèè çàìåíû êîîðäèíàò

ϕβϕ
−1
α : Vαβ = ϕa(Uα ∩ Uβ)→ Vβα = ϕb(Uα ∩ Uβ)

ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè â óêàçàííîì ñìûñëå.
Íàçîâåì òî÷êó P ∈M âíóòðåííåé, åñëè xnα(P ) > 0 è ãðàíè÷íîé, åñëè xnα(P ) = 0.

Ëåììà 4.2 Îïðåäåëåíèå ãðàíè÷íûõ è âíóòðåííèõ òî÷åê íå çàâèñèò îò âûáîðà ëî-
êàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: â îêðåñòíîñòè P ∈ M èíäóöèðîâàíû äâå
ëîêàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò (x1, . . . , xn) è (y1, . . . , yn) èç Rn

+,x è Rn
+,y, ïðè÷åì

xn(P ) > 0, à yn(P ) = 0. Òàêèì îáðàçîì, íà ñàìîì äåëå (x1, . . . , xn) îñóùåñòâëÿ-
þò ãîìåîìîðôèçì îêðåñòíîñòè U 3 P íà îòêðûòîå V ⊂ Rn

x, à (y1, . . . , yn) � íà
Ṽ ⊂ Rn

+,y (ïåðåõîäÿ ê ïåðåñå÷åíèþ, ñ÷èòàåì îáà ãîìåîìîðôèçìà çàäàííûìè íà îäíîé

îêðåñòíîñòè). Âîçíèêàåò ôóíêöèÿ ïåðåõîäà, ò. å. ãëàäêèé ãîìåîìîðôèçì ϕ : V → Ṽ ,
yk = ϕk(x1, . . . , xn), ïðè÷åì

1. yn = ϕn(x1, . . . , xn) ≥ 0,

2. yn(P ) = ϕn(x1
0, . . . , x

n
0 ) = 0,

ò. å. yn = ϕn äîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷êå (x1
0, . . . , x

n
0 ). Òàê êàê V îòêðûòî â Rn

x, òî
(x1

0, . . . , x
n
0 ) � âíóòðåííÿÿ, äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà:

∂ϕn

∂xi

∣∣∣∣
(x10,...,x

n
0 )

= 0, (i = 1, . . . , n).
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Íî òîãäà det

∥∥∥∥ ∂ϕj∂xi

∣∣∣
(x10,...,x

n
0 )

∥∥∥∥ = 0 è íå ñóùåñòâóåò ãëàäêîãî îáðàòíîãî, ïîñêîëüêó äëÿ

îïðåäåëåíèÿ îäíîñòîðîííåé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé (1) ïðîäîëæàåò ðàáîòàòü ïðàâèëî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (óìíîæåíèå ìàòðèö ßêîáè). �
Îïðåäåëåíèå 4.3. Íàçîâåì êðàåì èëè ãðàíèöåé ∂M ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì M
ìíîæåñòâî åãî ãðàíè÷íûõ òî÷åê.

Òåîðåìà 4.4 Êðàé ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì íà åäèíèöó ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå àòëàñà âîçüìåì îãðàíè÷åíèÿ êàðò íà êðàé. �
Çàäà÷à 4.5. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå âñåõ óñëîâèé.
Îïðåäåëåíèå 4.6. Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, åñëè íà íåì âû-
áðàí àòëàñ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÿêîáèàíàìè âñåõ ôóíêöèé ïåðåõîäà. Åñëè òàêîé àòëàñ
ìîæíî âûáðàòü, òî ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì. Ïðèìåíÿåòñÿ ê ìíî-
ãîîáðàçèÿì ðàçìåðíîñòè ≥ 1 (òî åñòü íå íóëüìåðíûì).
Çàäà÷à 4.7. Îðèåíòèðîâàòü îðèåíòèðóåìîå ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå ìîæíî ðîâíî
äâóìÿ ñïîñîáàìè. (À ÷òî áóäåò ñ íóëüìåðíûìè?)
Çàäà÷à 4.8. Íàçîâåì çàìêíóòûé ïóòü â ìíîãîîáðàçèè M äåçîðèåíòèðóþùèì, åñ-
ëè èìååòñÿ íàáîð êàðò U1, . . . , Uk ïîêðûâàþùèõ åãî, ïðè÷åì êàæäàÿ ïåðåñåêàåòñÿ
òîëüêî ñ äâóìÿ ñîñåäíèìè, à âñå ÿêîáèàíû ïåðåõîäà, êðîìå îäíîãî, ïîëîæèòåëüíû.
Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå íåîðèåíòèðóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååòñÿ
äåçîðèåíòèðóþùèé ïóòü.
Çàäà÷à 4.9. Íàçîâåì ëîêàëüíîé îðèåíòàöèåé âûáîð îðèåíòàöèè (ò. å. áàçèñà) â
êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ëîêàëüíî ïîñòîÿííà, åñ-
ëè äëÿ êàæäîé êàðòû U ñòàíäàðòíûé áàçèñ ∂i çàäàåò ëîêàëüíóþ îðèåíòàöèþ â ïðå-
äåëàõ êàðòû ëèáî âî âñåõ òî÷êàõ ñîâïàäàþùóþ ñ äàííîé, ëèáî åé ïðîòèâîïîëîæíóþ.
Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå îðèåíòèðóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååòñÿ ëî-
êàëüíî ïîñòîÿííàÿ îðèåíòàöèÿ.
Çàäà÷à 4.10. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ S1 , S2 , Sn , T 2 îðèåíòèðóåìû.
Çàäà÷à 4.11. Äîêàçàòü, ÷òî êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå îðèåíòèðóå-
ìî.
Çàäà÷à 4.12. Äîêàçàòü, ÷òî ëåíòà Ìåáèóñà è ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòüRP 2 � íåîðè-
åíòèðóåìûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Òåîðåìà 4.13 Êðàé ∂M îðèåíòèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ M , dimM ≥ 2, ÿâëÿåòñÿ
îðèåíòèðóåìûì ìíîãîîáðàçèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àòëàñ {Uα, (x1
α, . . . , x

n
α)} íà M (xnα ≥ 0) ÿâëÿåòñÿ îðèåíòè-

ðóþùèì, det

∥∥∥∥∂xiα∂xjβ

∥∥∥∥n
i,j=1

> 0. Íà ∂M âîçüìåì àòëàñ Wα = Uα ∩ ∂M ñ ëîêàëüíûìè

êîîðäèíàòàìè (x1
α, . . . , x

n−1
α ). Ïîêàæåì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóþùèì, ò. å. äëÿ

ëþáîé P ∈ Wα ∩Wβ âûïîëíÿåòñÿ det

∥∥∥∥∂xiα∂xjβ

∥∥∥∥n−1

i,j=1

> 0. Ïîñêîëüêó íà Wα ∩Wβ èìååì

xnα = xnβ ≡ 0, òî ∂xnα
∂xiβ
≡ 0, i = 1, . . . , n − 1, òàê êàê ïðè âû÷èñëåíèè ýòèõ ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ôèêñèðóåòñÿ â òîì ÷èñëå è n-ÿ êîîðäèíàòà. Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå P

0 < det

∥∥∥∥∥∂xiα∂xjβ

∥∥∥∥∥
n

i,j=1

= det

∥∥∥∥∥∂xiα∂xjβ

∥∥∥∥∥
n−1

i,j=1

· ∂x
n
α

∂xnβ
. (2)
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Â òî÷êå P

∂xnα
∂xnβ

= lim
h→+0

xnα(x1
β(P ), . . . , xnβ(P ) + h)− xnα(x1

β(P ), . . . , xnβ(P ))

h
=

= lim
h→+0

xnα(x1
β(P ), . . . , xnβ(P ) + h)

h
.

Ïîñêîëüêó äîïðåäåëüíîå âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî, òî ïðåäåë íåîòðèöàòåëåí, à ïî-

ñêîëüêó, â ñèëó (2), îí íåíóëåâîé, òî îí ïîëîæèòåëåí: ∂xnα
∂xnβ

∣∣∣
P
> 0. Òîãäà èç (2) ïîëó-

÷àåì, ÷òî det

∥∥∥∥∂xiα∂xjβ

∥∥∥∥n−1

i,j=1

> 0. �

Ïðèìåð 4.14. Îáðàòíîå íåâåðíî: ëåíòà Ìåáèóñà íåîðèåíòèðóåìà, à åå êðàé S1

îðèåíòèðóåì.

5 Ðèìàíîâà ìåòðèêà

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ðèìàíîâîé ìåòðèêîé íà ìíîãîîáðàçèèM íàçûâàåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâèå g, êîòîðîå êàæäîé ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1

α, . . . , x
m
α ) â Uα ñîïîñòàâëÿåò

íàáîð ãëàäêèõ ôóíêöèé gαij : U → R, ïðè÷åì

1. â êàæäîé òî÷êå x ∈ U ìàòðèöà ‖gij‖ � ñèììåòðè÷åñêàÿ (íåâûðîæäåííàÿ) ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ;

2. âûïîëíÿåòñÿ òåíçîðíûé çàêîí: ôóíêöèè gβkl, îòâå÷àþùèå ñèñòåìå êîîðäèíàò
(x1

β, . . . , x
m
β ), óäîâëåòâîðÿþò â êàæäîé òî÷êå èç ïåðåñå÷åíèÿ êîîðäèíàòíûõ

îêðåñòíîñòåé

gβkl = gαij
∂xiα
∂xkβ

∂xjα
∂xlβ

(ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì � ñóììèðîâàíèå).

Ïàðà (M, g) íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì.
Çàäà÷à 5.2. Ïåðâîå óñëîâèå äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ êàæäîé òî÷êè P ∈M òîëü-
êî â îäíîé êàðòå.
Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïðè ðàáîòå ñ òåíçîðàìè íàì óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùèå ñîãëà-
øåíèÿ îá îáîçíà÷åíèÿõ. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ëîêàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò (U,ϕ),
(U ′, ϕ′), (U ′′, ϕ′′) è ò. ä., à ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû � (x1, . . . , xm), (x1′ , . . . , xm

′
),

(x1′′ , . . . , xm
′′
) è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî xi

′
ýòî íà ñàìîì äåëå x′i

′
.

Êðîìå òîãî, ïî èíäåêñàì, ïîâòîðÿþùèìñÿ ââåðõó è âíèçó, áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ
ñóììèðîâàíèå. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ òåíçîðíûå çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ êîîðäè-
íàò âåêòîðà è ðèìàíîâîé ìåòðèêè ïðèìóò âèä:

ξi
′
= ξi

∂xi
′

∂xi
, gi′j′ = gij

∂xi

∂xi′
∂xj

∂xj′
.

Ëåììà 5.4 Ðèìàíîâà ìåòðèêà çàäàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êàñàòåëüíûõ âåêòî-
ðîâ ~ξ, ~η ∈ TPM ïî ôîðìóëå

〈~ξ, ~η〉 := g(~ξ, ~η) := gijξ
iηj.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ÿñíî, êðîìå èíâàðèàíòíîñòè: gijξ
iηj = gi′j′ξ

i′ηj
′
, êîòîðàÿ ïðî-

âåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ ðèìàíîâîé ìåòðèêè è ïåðâîìó îïðåäåëå-
íèþ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà. �
Çàäà÷à 5.5. Ïðîâåñòè ýòó âûêëàäêó.
Îïðåäåëåíèå 5.6. Áèëèíåéíîé ôîðìîé íàçîâåì ðèìàíîâó ìåòðèêó áåç óñëîâèÿ
1).
Çàäà÷à 5.7. Ïðîâåðèòü ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé áèëèíåéíîé ôîðìû íàä òî÷-
êîé ÷åðåç òåíçîðíûé çàêîí è êàê ôîðìû íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå.
Îïðåäåëåíèå 5.8. Ïóñòü f : N → M � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, g � áèëèíåéíàÿ
ôîðìà íà (êàñàòåëüíûõ âåêòîðàõ ê) M . Îïðåäåëèì çíà÷åíèå åå îáðàòíîãî îáðàçà

f ∗g íà âåêòîðàõ ~ξ, ~η ∈ TPN ôîðìóëîé

(f ∗g)(~ξ, ~η) := g((dfP )~ξ, (dfP )~η).

Â êîîðäèíàòàõ ìîæíî îïðåäåëèòü îáðàòíûé îáðàç ñëåäóþùèì ïóòåì. Ïóñòü
(x1, . . . , xn) � êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè P , (y1, . . . , ym) � â îêðåñòíîñòè f(P ), à
(f 1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü f . Òîãäà
(â êîîðäèíàòàõ (x1, . . . , xn))

(f ∗g)ij := gkl
∂fk

∂xi
∂f l

∂xj
.

Çàäà÷à 5.9. Ïðîâåðèòü ñîãëàñîâàííîñòü ýòèõ äâóõ îïðåäåëåíèé.
Çàäà÷à 5.10. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè i : N → M � ïîãðóæåíèå (â ÷àñòíîñòè, âëîæå-
íèå), à g � ðèìàíîâà ìåòðèêà íà M , òî i∗g � ðèìàíîâà ìåòðèêà íà N . Ïî÷åìó ýòî
íå òàê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ?
Îïðåäåëåíèå 5.11. Ïóñòü i : N ↪→M � âêëþ÷åíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ N â ðèìàíî-
âî ìíîãîîáðàçèå (M, g). Òîãäà i∗g íàçûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé
íà ïîäìíîãîîáðàçèè N .

Òåîðåìà 5.12 Íà âñÿêîì êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè M ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà
ìåòðèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F : M → Rp � âëîæåíèå èç òåîðåìû Óèòíè. Òîãäà F ∗gRp

� ðèìàíîâà ìåòðèêà íà M . �
Çàäà÷à 5.13. Äîêàçàòü ýòó òåîðåìó ñ ïîìîùüþ ðàçáèåíèÿ åäèíèöû (áåç òåîðåìû
Óèòíè).

6 Òåíçîðû: ïåðâûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 6.1. Òåíçîðíûì ïîëåì òèïà (p, q) ðàíãà (âàëåíòíîñòè) p+ q íà ìíî-
ãîîáðàçèè M ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò (x) = (x1, . . . , xn) ñèñòåìó np+q ãëàäêèõ ôóíêöèé T

i1...ip
j1...jq

, íàçûâàåìûõ
êîìïîíåíòàìè, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ ñèñòåì êîîðäèíàò (x) è (x′) (ñ îáùåé îáëàñòüþ)
ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû ñâÿçàíû òåíçîðíûì çàêîíîì

T
i′1...i

′
p

j′1...j
′
q

= T
i1...ip
j1...jq

∂xi
′
1

∂xi1
. . .

∂xi
′
p

∂xip
· ∂x

j1

∂xj
′
1
. . .

∂xjq

∂xj
′
q
.

Çàäà÷à 6.2. Ïîêàçàòü, ÷òî òåíçîð òèïà (1, 1), èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî îðòîãî-
íàëüíûõ çàìåí êîîðäèíàò, ïðîïîðöèîíàëåí òåíçîðó δij.
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Çàäà÷à 6.3. Ïîêàçàòü, ÷òî òåíçîð òðåòüåé âàëåíòíîñòè, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëü-
íî ïðîèçâîëüíûõ çàìåí êîîðäèíàò, ðàâåí íóëþ.
Çàäà÷à 6.4. Íàéòè îáùèé âèä òåíçîðà ÷åòâåðòîé âàëåíòíîñòè, èíâàðèàíòíîãî îò-
íîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé çàìåíû êîîðäèíàò.
Çàäà÷à 6.5. Âûðàçèòü ñëåä ìàòðèöû â âèäå ðåçóëüòàòà òåíçîðíûõ îïåðàöèé.
Çàäà÷à 6.6. Âûðàçèòü äåòåðìèíàíò ìàòðèöû â âèäå ðåçóëüòàòà òåíçîðíûõ îïåðà-
öèé.
Çàäà÷à 6.7. Äîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíû Ci

i , C
i
jC

j
i , C

i
jC

j
kC

k
i , âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýô-

ôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà det (C − λE) .
Çàäà÷à 6.8. Íàéòè òèï òåíçîðà, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ñóòü êîýôôèöèåíòû

1. âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,

2. ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

âåêòîðîâ â R3. Ïîêàçàòü, ÷òî ýòè òåíçîðû ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïóòåì ïîäûìà-
íèÿ èëè îïóñêàíèÿ èíäåêñîâ (îïðåäåëåíèå � íèæå).
Çàäà÷à 6.9. Ïóñòü X èìååò âàëåíòíîñòü (1, 0), W � (0, 1). Íàéòè ðàíã îïåðàòîðà
X ⊗W .
Îïðåäåëåíèå 6.10. Òåíçîðíîå ïîëå òèïà (0, 1) íàçûâàåòñÿ êîâåêòîðíûì.
Çàäà÷à 6.11. Òåíçîðíîå ïîëå df ÿâëÿåòñÿ êîâåêòîðíûì.

Â ÷àñòíîñòè, (ëîêàëüíî çàäàííîå òåíçîðíîå ïîëå) dxi = gradxi ÿâëÿåòñÿ êîâåê-
òîðíûì.
Çàäà÷à 6.12. Â òî÷êå êîâåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëàìè íà âåêòîðàõ.
Çàäà÷à 6.13. Áàçèñû { ∂

∂xi
} â TPM è {dxj} â T ∗PM äâîéñòâåííû.

Îïðåäåëåíèå 6.14. Ïóñòü äàíû äâà òåíçîðíûõ ïîëÿ òèïà (p, q): T è S. Îïðåäåëèì
òåíçîðíîå ïîëå T + S, íàçûâàåìîå ñóììîé T è S, ïîëàãàÿ

(T + S)
i1...ip
j1...jq

:= T
i1...ip
j1...jq

+ S
i1...ip
j1...jq

.

Ëåììà 6.15 Ýòî äåéñòâèòåëüíî òåíçîð òèïà (p, q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïðîâåðèòü òåíçîðíûé çàêîí. �
Çàäà÷à 6.16. Ïðîäåëàéòå âûêëàäêó.
Îïðåäåëåíèå 6.17. Åñëè T

i1...ip
j1...jq

� òåíçîðíîå ïîëå íàM , à f ∈ C∞(M), òî, î÷åâèä-

íî, òåíçîðíûì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèè íà òåíçîð f ·T : (x1, . . . , xn) 
f · T i1...ipj1...jq

.
Ðàññìîòðèì C∞(M)-ëèíåéíîå ïî êàæäîìó àðãóìåíòó îòîáðàæåíèå

L(v1, . . . , vq; a
1, . . . , ap) çàâèñÿùåå îò q âåêòîðíûõ è p êîâåêòîðíûõ ïîëåé, è

ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèÿ â C∞(M) (ëèíåéíàÿ ñòðóêòóðà íàä C∞(M) ó âåêòîðíûõ è
êîâåêòîðíûõ ïîëåé � â ñìûñëå ïðåäûäóùèõ äâóõ îïðåäåëåíèé).

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâèÿ

T 7→ LT , LT (v1, . . . , vq; a
1, . . . , ap) := T

i1...ip
j1...jq

vj11 . . . vjqq · a1
i1
. . . apip ,

ïðè âû÷èñëåíèè â òî÷êå, ïðèíàäëåæàùåé êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U , è

L 7→ TL, TL : (x1, . . . , xn) (TL)
i1...ip
j1...jq

:= L

(
∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjq
; dxi1 , . . . , dxip

)
.

Òóò ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ôîðìàëüíî íåëüçÿ ïîäñòàâëÿòü, íàïðèìåð, òåíçîðíîå ïîëå
∂
∂xj

, ïîñêîëüêó îíî çàäàíî òîëüêî íà U , à íå íà M . Îäíàêî ìû ìîæåì âû÷èñëèòü
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çíà÷åíèå â P ∈ U , åñëè áóäåì ïîäñòàâëÿòü íå ∂
∂xj

, à h ∂
∂xj

, ãäå h � áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ 1 â îêðåñòíîñòè P è 0 âíå U , òàê ÷òî h ∂

∂xj
çàäàííî óæå íà âñåì

M (è àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ àðãóìåíòîâ). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çíà÷åíèå íå çàâèñèò îò
âûáîðà h.
Çàäà÷à 6.18.

1. LT ïîëèëèíåéíî è íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.

2. TL äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò (p, q)-òåíçîðíîìó çàêîíó.

3. Ýòè îòîáðàæåíèÿ âçàèìíî îáðàòíû.

Îïðåäåëåíèå 6.19. Ïîëå S òèïà (p, q) ïîëó÷åíî èç ïîëÿ T òèïà (p, q) ïåðåñòàíîâ-

êîé âåðõíèõ (íèæíèõ � àíàëîãè÷íî) èíäåêñîâ ñ íîìåðàìè a è b, åñëè S
i1...ia...ib...ip
j1...jq

=

T
i1...ib...ia...ip
j1...jq

.
Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïîëó÷åíî òåíçîðíîå ïîëå, î÷åâèäíî, åñëè ìû ðàññìîòðèì

ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëèëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ.
Çàäà÷à 6.20. Ïîêàçàòü íà ïðèìåðå, ÷òî ïåðåñòàíîâêà âåðõíåãî è íèæíåãî èíäåêñà
íå ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé îïåðàöèåé. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé òåíçîðà òèïà (1, 1) (ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà). Ïîëó÷èòü â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïîíÿòèå ñèììåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà Ci

j = Cj
i

çàâèñèò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Îïðåäåëåíèå 6.21. Ñâåðòêîé òåíçîðà T òèïà (p, q) ïî âåðõíåìó èíäåêñó ñ íî-
ìåðîì a è íèæíåìó èíäåêñó ñ íîìåðîì b íàçûâàåòñÿ òåíçîð S òèïà (p − 1, q − 1),
îïðåäåëÿåìûé

S
i1...ip−1

j1...jq−1
:=
∑
i

T
i1...ia−1iia...ip−1

j1...jb−1ijb...jq−1
.

Ýòî äåéñòâèòåëüíî òåíçîðíîå ïîëå òèïà (p− 1, q − 1), ïîñêîëüêó

LS(v1, . . . , vq−1; a1, . . . , ap−1) =

=
∑
i

LT

(
v1, . . . , va−1,

∂

∂xi
, va, . . . , vq−1; a1, . . . , ab−1, dxi, ab, . . . , ap−1

)
,

à ∑
i

∂xi
′

∂xi
∂xi

∂xi′
= 1,

òàê ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Ïðèìåð 6.22. Ñâåðòêà Ci

i òåíçîðà òèïà (1, 1) � ñëåä ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.
Îïðåäåëåíèå 6.23. Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì T⊗S äâóõ òåíçîðíûõ ïîëåé T òèïà
(p, q) è S òèïà (r, t) íàçûâàåòñÿ òåíçîðíîå ïîëå òèïà (p+r, q+t), çàäàâàåìîå ôîðìóëîé

(T ⊗ S)
i1,...,ip+r
j1,...,jq+t

:= T
i1,...,ip
j1,...,jq

· Sip+1,...,ip+r
jq+1,...,jq+t

.

Ñîîòâåòñòâóþùåå LT⊗S åñòü ïðîñòî ïðîèçâåäåíèå ïîëèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, à ñëå-
äîâàòåëüíî � ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ àðãóìåíòîâ. Òàêèì îáðà-
çîì, T ⊗ S äåéñòâèòåëüíî òåíçîðíîå ïîëå.
Çàäà÷à 6.24. Äîêàçàòü, ÷òî ëîêàëüíî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû êîîðäèíàò èìååò ìåñòî
ðàçëîæåíèå

T = T
i1...ip
j1...jq

∂

∂xi1
⊗ . . .⊗ ∂

∂xip
⊗ dxj1 ⊗ . . .⊗ dxjq .

Îíî åäèíñòâåííî.
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Îïðåäåëåíèå 6.25. Ïóñòü bij � íåâûðîæäåííîå òåíçîðíîå ïîëå òèïà (0, 2). Ïîä
íåâûðîæäåííîñòüþ ïîíèìàåòñÿ óñëîâèå det ‖bij‖ 6= 0.
Çàäà÷à 6.26. Ïðîâåðèòü íåçàâèñèìîñòü ýòîãî óñëîâèÿ îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäè-
íàò.
Çàäà÷à 6.27. Äîêàçàòü, ÷òî êîìïîíåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû bjk, ò. å. óäîâëåòâîðÿ-
þùåé óñëîâèþ bjkbki = δji , îáðàçóþò òåíçîð òèïà (2, 0).
Îïðåäåëåíèå 6.28. Îïåðàöèÿ ïîäíÿòèÿ èíäåêñà ó òåíçîðà T òèïà (p, q) ïðè ïîìî-
ùè b åñòü êîìïîçèöèÿ îïåðàöèé òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ bij è ñâåðòêè. Ïîëó÷àåì
òåíçîð S òèïà (p+ 1, q − 1) Íàïðèìåð, äëÿ ïåðâîãî èíäåêñà:

S
i1...ip+1

j1,...,jq−1
:= bi1iT

i2...ip+1

i j1,...,jq−1
.

Àíàëîãè÷íî, îïóñêàíèå èíäåêñà:

S
i1...ip−1

j1,...,jq+1
:= bj1iT

i i1...ip−1

j2,...,jq+1
.

Îïðåäåëåíèå 6.29. Îïðåäåëèì ñèììåòðèðîâàíèå òåíçîðíîãî ïîëÿ T òèïà (0, q)
êàê

Sym (T )j1,...,jq = T(j1,...,jq) =
1

q!

∑
σ∈Sq

Tjσ(1),...,jσ(q) ,

à àëüòåðíèðîâàíèå

Alt (T )j1,...,jq = T[j1,...,jq ] =
1

q!

∑
σ∈Sq

(−1)σ Tjσ(1),...,jσ(q) .

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî òåíçîðíûå îïåðàöèè. Ïîëó÷åííîå ïðè ñèììåòðèðîâàíèè (ñî-
îòâ., àëüòåðíèðîâàíèè) ïîëå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì (ñîîòâ., êîñîñèììåòðè÷å-
ñêèì) â òîì ñìûñëå, ÷òî èõ êîìïîíåíòû íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ èíäåêñîâ
(ñîîòâ., ìåíÿþò çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñîñåäíèõ èíäåêñîâ).
Çàäà÷à 6.30. Äîêàæèòå, ÷òî àëüòåðíèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì,
îñóùåñòâëÿþùèì ïðîåêòèðîâàíèå íà êîñîñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû, à ñèììåòðè÷å-
ñêèå ëåæàò â åãî ÿäðå.

Ëåììà 6.31 Êîñîñèììåòðè÷åñêîå òåíçîðíîå ïîëå Ti1...in íà M , dimM = n (ò. å.
ïîëå ìàêñèìàëüíîé âàëåíòíîñòè) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî îäíîé ñâîåé (ñóùåñòâåí-
íîé) êîìïîíåíòîé T12...n. Îñòàëüíûå íåíóëåâûå êîìïîíåíòû îòëè÷àþòñÿ îò íåå
çíàêîì ±1, òî÷íåå,

Ti1...in = Tσ(12...n) = (−1)σT12...n.

Ñóùåñòâåííàÿ êîìïîíåíòà T â äàííîé òî÷êå îòíîñèòåëüíî äðóãîé ñèñòåìû êîîð-
äèíàò ïîëó÷àåòñÿ äîìíîæåíèåì íà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ßêîáè çàìåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äàëåå,

T1′...n′ = Ti1...in ·
∂xi1

∂x1′
. . .

∂xin

∂xn′
=

(∑
σ

(−1)σ
∂xσ(1)

∂x1′
. . .

∂xσ(n)

∂xn′

)
T12...n = det

∥∥∥∥ ∂xi∂xi′

∥∥∥∥ · T12...n.

Ëåììà äîêàçàíà. �
Îïðåäåëåíèå 6.32. Îïðåäåëèì âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå R = T ∧ P äâóõ êîñîñèì-
ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ Ti1...ik è Pi1...iq ôîðìóëîé

Ri1...ik+q = const · T[i1...ikPik+1...ik+q ] =
1

k! q!

∑
σ∈Sk+q

(−1)σTσ(i1...ikPik+1...ik+q).
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Ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, ýòî êîìïîçèöèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è àëüòåðíèðî-
âàíèÿ, ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé îïåðàöèåé.

Äëÿ ðàáîòû ñ êîñîñèììåòðè÷åñêèìè òåíçîðàìè òèïà (0, q) èñïîëüçóåòñÿ òàêæå
ÿçûê äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Òî÷íåå, ïî îïðåäåëåíèþ âíåøíåãî óìíîæåíèÿ,

dxi1 ∧ . . . ∧ dxiq =
∑
σ∈Sq

(−1)σdxσ(i1 ⊗ . . .⊗ dxiq).

Çàäà÷à 6.33. Ïðîâåðüòå (ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíîâèâ àññîöèàòèâíîñòü âíåøíåãî
óìíîæåíèÿ è ïðèäàâ òåì ñàìûì ñìûñë ëåâîé ÷àñòè).
Çàäà÷à 6.34. Äîêàçàòü, ÷òî âíåøíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ êîâåêòîðîâ îáðàçó-
þò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ (â òî÷êå). Íàéòè ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà ñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ. Èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ òåí-
çîðà òèïà (0, q) â ñóììó ñèììåòðè÷åñêîãî è êîñîñèììåòðè÷åñêîãî.

Òîãäà ðàçëîæåíèå òåíçîðà ïî áàçèñó èç ïðîèçâåäåíèé ïðèìåò âèä:

T = Ti1...iqdx
i1 ⊗ . . .⊗ dxiq =

∑
i1<...<iq

∑
σ∈Sq

Tσ(i1)...σ(iq)dx
σ(i1) ⊗ . . .⊗ dxσ(iq) =

=
∑

i1<...<iq

∑
σ∈Sq

(−1)σTi1...iqdx
σ(i1) ⊗ . . .⊗ dxσ(iq) =

∑
i1<...<iq

Ti1...iqdx
i1 ∧ . . . ∧ dxiq . (3)

Ýòî è íàçûâàåòñÿ çàïèñüþ â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû.
Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó áàçèñíîñòè (çàäà÷à) ðàçëîæåíèÿ (3) îäíîçíà÷íû.

Çàäà÷à 6.35. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû âíåøíåãî óìíîæåíèÿ íà
ÿçûêå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì äîñòàòî÷íî ïåðåìíîæèòü âûðàæåíèÿ, à çàòåì, ïóòåì
ïåðåñòàíîâîê (ñ ó÷åòîì çíàêîâ) óïîðÿäî÷èòü äèôôåðåíöèàëû.
Çàäà÷à 6.36. (ñëåäñòâèå èç ëåììû 6.31) Âûðàæåíèå

√
det ‖gij‖dx1 ∧ . . . ∧ dxn ÿâ-

ëÿåòñÿ òåíçîðîì îòíîñèòåëüíî çàìåí êîîðäèíàò ñ ïîëîæèòåëüíûì ÿêîáèàíîì. Çäåñü
gij � ðèìàíîâà ìåòðèêà.

Ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ôîðìîé îáúåìà. Ïîçæå ìû îïðåäåëèì èíòåãðàë è ñìî-
æåì âû÷èñëÿòü îáúåì ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

7 Êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

Çàäà÷à 7.1. Ïîêàæèòå, ÷òî îáû÷íîå ÷àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå êîìïîíåíò òåí-
çîðíîãî ïîëÿ â Rn íå ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé îïåðàöèåé.

Õîòèì îïðåäåëèòü íà òåíçîðíûõ ïîëÿõ â Rn òåíçîðíóþ îïåðàöèþ (p, q) (p, q +
1), êîòîðàÿ ñîâïàäàåò â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ñ ÷àñòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Äëÿ ýòîãî íàäî ïðåæäå âñåãî ïîïûòàòüñÿ çàïèñàòü ðåçóëüòàò ÷àñòíîãî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ â äðóãèõ êîîðäèíàòàõ.

Îáñóäèì ñíà÷àëà ñëó÷àé âåêòîðíîãî ïîëÿ T i. Ïóñòü xi � äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîð-
äèíàò â Rn, à xi

′
� íåêîòîðàÿ êðèâîëèíåéíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Òîãäà äëÿ èñêîìîé

îïåðàöèè ∇ äîëæíî áûòü

(∇T )ij =
∂T i

∂xj
, (∇T )i

′

j′ =
∂xi

′

∂xi
∂xj

∂xj′
(∇T )ij.

Òîãäà

(∇T )i
′

j′ =
∂xi

′

∂xi

∂xj

∂xj′
∂

∂xj

(
∂xi

∂xk′
T k
′
)

=
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=
∂xi

′

∂xi

∂xj

∂xj′
∂xi

∂xk′
∂T k

′

∂xm′
∂xm

′

∂xj
+
∂xi

′

∂xi

∂xj

∂xj′
T k
′ ∂

∂xj

(
∂xi

∂xk′

)
=

= δi
′

k′ δ
m′

j′
∂T k

′

∂xm′
+ T k

′ ∂xi
′

∂xi
∂2xi

∂xj′∂xk′
,

òàêèì îáðàçîì,

(∇T )i
′

j′ =
∂T i

′

∂xj′
+ T k

′
Γi
′

k′j′ , Γi
′

j′k′ =
∂xi

′

∂xi
· ∂2xi

∂xj′∂xk′
.

Äëÿ êîâåêòîðíîãî ïîëÿ Ti äîëæíî áûòü (∇T )ij = ∂Ti
dxj

, à (∇T )i′j′ = ∂xi

∂xi′
∂xj

∂xj′
(∇T )ij.

Òîãäà

(∇T )i′j′ =
∂xi

∂xi′
∂xj

∂xj′
∂

∂xj

(
∂xk

′

∂xi
Tk′

)
=

=
∂xi

∂xi′
∂xj

∂xj′
∂xk

′

∂xi
∂Tk′

∂xm′
∂xm

′

∂xj
+
∂xi

∂xi′
∂xj

∂xj′
Tk′

∂

∂xj

(
∂xk

′

∂xi

)
=

= δk
′

i′ δ
m′

j′
∂Tk′

∂xm′
+ Tk′

∂2xk
′

∂xj∂xi
· ∂x

i

∂xi′
∂xj

∂xj′
,

èëè

(∇T )i′j′ =
∂Ti′

∂xj′
+ Tk′Γ̄

k′

i′j′ , Γ̄k
′

i′j′ =
∂2xk

′

∂xj∂xi
· ∂x

i

∂xi′
∂xj

∂xj′
.

Ëåììà 7.2 Èìååì Γ̄k
′

i′j′ = −Γk
′

i′j′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì òîæäåñòâî ∂xi
′

∂xi′′
· ∂xi

′′

∂xk′
= δi

′

k′ ïî x
m′ :

0 =
∂2xi

′′

∂xm′∂xk′
· ∂x

i′

∂xi′′
+
∂xi

′′

∂xk′
· ∂2xi

′

∂xm′′∂xi′′
· ∂x

m′′

∂xm′
= Γi

′

m′k′ + Γ̄i
′

m′k′ . �

Òåîðåìà 7.3 Íà M = Rn îïðåäåëåíà òåíçîðíàÿ îïåðàöèÿ ∇, äåéñòâóþùåå íà ïîëå
T
i1...ip
j1...jq

ïî ôîðìóëå

(∇T )
i′1...i

′
p

j′1...j
′
q ;m
′ =

∂

∂xm′
(T

i′1...i
′
p

j′1...j
′
q
) +

p∑
s=1

T
i′1...i

′
s−1r

′i′s+1...i
′
p

j′1...j
′
q

Γ
i′s
r′m′ −

q∑
s=1

T
i′1...i

′
p

j′1...j
′
s−1r

′j′s+1...j
′
q
Γr
′

j′sm
′ ,

à ôóíêöèè Γ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðàâèëó

Γi
′′

j′′k′′ =
∂xi

′′

∂xi′
∂xj

′

∂xj′′
∂xk

′

∂xk′′
Γi
′

j′k′ +
∂xi

′′

∂xi′
∂2xi

′

∂xj′′∂xk′′
.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßâíûé âèä ∇ óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî âûêëàäêàì äëÿ âåê-
òîðíûõ è êîâåêòîðíûõ ïîëåé.
Çàäà÷à 7.4. Ïðîäåëàéòå ýòó âûêëàäêó.

Íàéäåì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ Γ.

∇k′T
i′ := (∇T )i

′

k′ =
∂T i

′

∂xk′
+ T r

′
Γi
′

r′k′ ,

∇k′′T
i′′ =

∂T i
′′

∂xk′′
+ T r

′′
Γi
′′

r′′k′′ =
∂xk

′

∂xk′′
∂

∂xk′

(
∂xi

′′

∂xi′
T i
′
)

+
∂xr

′′

∂xr′
T r
′
Γi
′′

r′′k′′ =
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=
∂xk

′

∂xk′′
∂xi

′′

∂xi′
∂T i

′

∂xk′
+ T i

′ ∂xk
′

∂xk′′
∂2xi

′′

∂xk′∂xi′
+ T r

′ ∂xr
′′

∂xr′
Γi
′′

r′′k′′ .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

∇k′′T
i′′ =

∂xk
′

∂xk′′
∂xi

′′

∂xi′
∇k′T

i′ =
∂xk

′

∂xk′′
∂xi

′′

∂xi′

(
∂T i

′

∂xk′
+ T r

′
Γi
′

r′k′

)
.

Ïîýòîìó

T r
′ ∂xk

′

∂xk′′
∂xi

′′

∂xi′
Γi
′

r′k′ = T r
′ ∂xk

′

∂xk′′
∂2xi

′′

∂xk′∂xr′
+ T r

′ ∂xr
′′

∂xr′
Γi
′′

r′′k′′ .

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ïîëÿ T i ïîëó÷àåì

Γi
′′

r′′k′′ = Γi
′

r′k′
∂xr

′

∂xr′′
∂xk

′

∂xk′′
∂xi

′′

∂xi′
− ∂xr

′

∂xr′′
∂xk

′

∂xk′′
∂2xi

′′

∂xk′∂xr′
.

Êàê ïîêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 7.2,

− ∂xr
′

∂xr′′
∂xk

′

∂xk′′
∂2xi

′′

∂xk′∂xr′
=

∂2xk
′

∂xr′′∂xk′′
∂xi

′′

∂xk′
=

∂2xi
′

∂xr′′∂xk′′
∂xi

′′

∂xi′
. �

Îïðåäåëåíèå 7.5. Íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M çàäàíà îïåðàöèÿ êîâàðèàíòíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (èëè àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü) ∇, åñëè äëÿ êàæäîé êàðòû çàäàí
íàáîð ãëàäêèõ ôóíêöèé Γijk, ïðåîáðàçóþùèõñÿ ïðè çàìåíå êîîðäèíàò ïî ôîðìóëå

Γi
′

j′k′ =
∂xi

′

∂xi
∂xj

∂xj′
∂xk

∂xk′
Γijk +

∂xi
′

∂xi
∂2xi

∂xj′∂xk′
.

Òîãäà äåéñòâèå ∇ çàäàåòñÿ

(∇T )
i1...ip
j1...jq ;m

=
∂

∂xm
(T

i1...ip
j1...jq

) +

p∑
s=1

T
i1...is−1ris+1...ip
j1...jq

Γisrm −
q∑
s=1

T
i1...ip
j1...js−1rjs+1...jq

Γrjsm,

Çàìå÷àíèå 7.6. Êàê ïîêàçûâàþò ïðîâåäåííûå âûêëàäêè, ðàññìàòðèâàåìûå �â îá-
ðàòíóþ ñòîðîíó�, ∇ ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé îïåðàöèåé.
Çàìå÷àíèå 7.7. Ñóùåñòâîâàíèå ñâÿçíîñòåé áóäåò ñëåäîâàòü èç òåîðåìû ñóùåñòâî-
âàíèÿ ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè.
Îïðåäåëåíèå 7.8. Òåíçîðîì êðó÷åíèÿ ñâÿçíîñòè Γijk íàçûâàåòñÿ òåíçîð, çàäàâàå-
ìûé â êàæäîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàâåíñòâîì Ωi

jk = Γijk − Γikj.

Ëåììà 7.9 Ω äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïîëåì òèïà (1, 2).

Çàäà÷à 7.10. Ïðîâåðèòü.
Îïðåäåëåíèå 7.11. Ñâÿçíîñòü Γ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè Ω = 0.

Ëåììà 7.12 Ñâÿçíîñòü ∇ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

1. îïåðàöèÿ ∇ ëèíåéíà íàä R;

2. îïåðàöèÿ ∇ òåíçîðíàÿ;

3. êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (òåíçîðà íóëåâîãî ðàíãà) ñîâïàäàåò ñ ãðà-
äèåíòîì: ∇kf = ∂f

∂xk
;
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4. îïåðàöèÿ ∇ íà âåêòîðíûõ è êîâåêòîðíûõ ïîëÿõ èìååò âèä

∇kT
i =

∂T i

∂xk
+ T jΓijk,

∇kTi =
∂Ti
∂xk
− TjΓjik;

5. äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òåíçîðíûõ ïîëåé T è S âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà Ëåéáíèöà

∇(T ⊗ S) = (∇T )⊗ S + T ⊗ (∇S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà î÷åâèäíû, êðîìå (5). Ïðîâåðèì åãî, íàïðèìåð äëÿ âåê-
òîðíûõ ïîëåé.

∇k(T
iSj) =

∂

∂xk
(T iSj) + T rSjΓirk + T iSrΓjrk =

= (
∂

∂xk
T i)Sj + T i

∂

∂xk
(Sj) + T rSjΓirk + T iSrΓjrk =

= (
∂T i

∂xk
+ T rΓirk)S

j + T i(
∂Sj

∂xk
+ P rΓjrk) =

= (∇kT
i)Sj + T i(∇kS

j). �

Çàäà÷à 7.13. Ïðîäåëàòü ýòó âûêëàäêó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëåé.
Çàäà÷à 7.14. Ïðîâåðèòü, ÷òî ∇ êîììóòèðóåò ñî ñâåðòêîé.

Òåîðåìà 7.15 Ñâîéñòâà (1 � 5) îäíîçíà÷íî çàäàþò êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâà-
íèå. Òî÷íåå, íàéäóòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ôóíêöèè Γijk, óäîâëåòâîðÿþùèå çàêî-
íó èçìåíåíèÿ èç îïðåäåëåíèÿ ñâÿçíîñòè, à äåéñòâèå ∇ íà ïðîèçâîëüíîì ïîëå áóäåò
çàäàâàòüñÿ ôîðìóëîé èç òîãî æå îïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ei = ∂
∂xi

è ej = d xj. Òîãäà ôóíêöèè Γijk äîëæíû îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿòüñÿ èç ôîðìóë

∇kei = Γjikej, ∇ke
i = −Γijke

j. (4)

-
Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå çàêîíà èçìåíåíèÿ Γijk â òåîðåìå 7.3 ìû ïîëüçîâàëèñü

òîëüêî ñîîòíîøåíèåì âèäà èç ï. 4, òàê ÷òî äîñëîâíîå ïîâòîðåíèå ýòîé âûêëàäêè
äàåò èñêîìûé çàêîí èçìåíåíèÿ.

Îñòàëîñü âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëåé. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé ïîëÿ òèïà (1, 1). Ïóñòü ëîêàëüíî

T = T ij ei ⊗ ej.

Òîãäà
∇kT

l
m = (∇T )lm;k = (∇(T ij ei ⊗ ej))lm;k =

=
(
(∇T ij )⊗ ei ⊗ ej + T ij (∇ei)⊗ ej + T ijei ⊗ (∇ej)

)l
m;k

=

=
∂T lm
∂xk

+
(
T ij (Γ

r
iker)⊗ ej

)l
m
−
(
T ijei ⊗ (Γjrke

r)
)l
m

=
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=
∂T lm
∂xk

+ T imΓlik − T ljΓ
j
mk. �

Çàäà÷à 7.16. Ïðîâåñòè âûêëàäêó â îáùåì ñëó÷àå.
Îïðåäåëåíèå 7.17. Àôôèííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ñâÿçíîñòü ∇ íà ðèìàíîâîì ìíîãî-
îáðàçèè (M, g) íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâîé (èëè ñîãëàñîâàííîé ñ ìåòðèêîé èëè ñâÿçíî-
ñòüþ Ëåâè-×èâèòà) åñëè ∇g = 0.
Çàäà÷à 7.18. Â ýòîì ñëó÷àå ∇ êîììóòèðóåò ñ îïåðàöèÿìè ïîäíÿòèÿ è îïóñêàíèÿ
èíäåêñîâ.

Òåîðåìà 7.19 Íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g) ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì åäèíñòâåí-
íàÿ, ðèìàíîâà ñâÿçíîñòü. Ïðè ýòîì åå êîýôôèöèåíòû (ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ) ðàâ-
íû

Γijk =
1

2
gir
(
∂gkr
∂xj

+
∂gjr
∂xk
− ∂gjk
∂xr

)
. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè îáÿ-
çàíû óäîâëåòâîðÿòü (5). Òåì ñàìûì áóäåò äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü. Ïî îïðåäåëåíèþ,

0 = ∇kgij =
∂gij
∂xk
− grjΓrik − girΓrjk.

Îïóñòèâ èíäåêñ Γijk := girΓ
r
jk è öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâëÿÿ èíäåêñû, ïîëó÷èì

∂gij
∂xk

= Γjik + Γijk,

∂gki
∂xj

= Γikj + Γkij,

∂gjk
∂xi

= Γkji + Γjki.

Ñëîæèì ïåðâûå äâà ðàâåíñòâà è âû÷òåì èç íèõ òðåòüå. Ïîëó÷èì, ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè
Γijk = Γikj, ÷òî

∂gij
∂xk

+
∂gki
∂xj
− ∂gki
∂xj

= Γjik + Γijk + Γikj + Γkij − Γkji − Γjki =

= Γjki + Γijk + Γijk + Γkji − Γkji − Γjki = 2Γijk = 2girΓ
r
jk

è, óìíîæàÿ íà îáðàòíóþ ìàòðèöó ê gij,

Γijk =
1

2
gir
(
∂gkr
∂xj

+
∂gjr
∂xk
− ∂gjk
∂xr

)
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû ñâÿç-
íîñòè ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (5) (ïðîâåðüòå çàêîí èçìåíåíèÿ !). �
Îïðåäåëåíèå 7.20. Ñèñòåìà êîîðäèíàò åâêëèäîâà ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòðèêè, åñëè
gij â íåé ïîñòîÿííû (è ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíîé êîîðäèíàò ïðèâîäÿòñÿ ê δij).

Ñèñòåìà êîîðäèíàò åâêëèäîâà ñ òî÷êè çðåíèÿ ñâÿçíîñòè, åñëè â íåé Γijk ≡ 0.
Çàäà÷à 7.21. Äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ òðåáîâàíèé äëÿ ðèìàíîâîé ñâÿçíî-
ñòè.
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8 Ïàðàëëåëüíîå ïåðåíåñåíèå è ãåîäåçè÷åñêèå

Ïàðàëëåëüíîå ïåðåíåñåíèå � ñïîñîá ñðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â ðàçíûõ òî÷-
êàõ. Íà ïëîñêîñòè � �ïîñòîÿíñòâî êîîðäèíàò�, ò. å. ðàâåíñòâî íóëþ èõ ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ. Åñòåñòâåííî â îáùåì ñëó÷àå ïîòðåáîâàòü ðàâåíñòâî íóëþ êîâàðèàíòíîé
ïðîèçâîäíîé. Ýòî ñëèøêîì æåñòêîå òðåáîâàíèå. Ïðèõîäèòñÿ îñóùåñòâëÿòü ïåðåíîñ,
ò. å. òðåáîâàòü êîâàðèàíòíîãî ïîñòîÿíñòâà êîìïîíåíò ïîëÿ �âäîëü êðèâîé�. Ïðè ýòîì
ðåçóëüòàò, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò êðèâîé, äàæå åñëè êîíöû îáùèå. Ïåðåéäåì ê
òî÷íûì îïðåäåëåíèÿì.

Ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèè M çàäàíà àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü ∇. Ïóñòü òî÷êè P è Q
íà M ñîåäèíåíû ãëàäêîé êðèâîé γ : [0, 1] → M , γ(0) = P , γ(1) = Q. Íà êðèâîé
âîçíèêàåò âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòåé ξ (âñïîìíèì âòîðîå îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî
âåêòîðà).
Îïðåäåëåíèå 8.1. Êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé òåíçîðíîãî ïîëÿ T òèïà (p, q)
âäîëü êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ òåíçîðíîå ïîëå ∇γ̇(T ), îïðåäåëÿåìîå êàê ñâåðòêà òåí-
çîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êàñàòåëüíîãî ïîëÿ ñ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé T :

(∇γ̇(T ))
i1,...,ip
j1,...,jq

:= ξk∇kT
i1,...,ip
j1,...,jq

.

Îïðåäåëåíèå 8.2. Âåêòîðíîå ïîëå T íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì âäîëü γ îòíîñè-
òåëüíî ∇, åñëè ∇γ̇(T ) ≡ 0.

Çàïèøåì ýòè óðàâíåíèÿ â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (x1, . . . , xn). Åñëè

γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), ξk =
dxk(t)

dt
,

òî óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä

ξk∇kT
i =

dxk(t)

dt

(
∂T i

∂xk
+ T rΓirk

)
= 0,

dxk(t)

dt

∂T i

∂xk
+ T rΓirk

dxk(t)

dt
=
dT i

dt
+ T rΓirk

dxk(t)

dt
= 0.

Îïðåäåëåíèå 8.3. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïàðàëëåëüíîãî ïå-
ðåíåñåíèÿ âåêòîðà âäîëü êðèâîé.

Çàäà÷à ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäàíà ãëàä-
êàÿ êðèâàÿ γ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè P è Q íà ìíîãîîáðàçèè M ñî ñâÿçíîñòüþ ∇, è
âåêòîð v ∈ TPM . Íàäî íàéòè òàêîé âåêòîð w ∈ TQM , ÷òî èìååòñÿ êîâàðèàíòíî ïî-
ñòîÿííîå âåêòîðíîå ïîëå V (t), ïðè÷åì V (0) = v è V (1) = w. Ïîñêîëüêó çàäà÷ó ìîæíî
ðåøàòü ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ êóñêîâ γ, êàæäûé èç êîòîðûõ ëåæèò
â ïðåäåëàõ äåéñòâèÿ îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâàÿ ëåæèò
â îäíîé êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè.

Âîçíèêàåò çàäà÷à ðåøåíèÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé V i(t) ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì V i(0) = vi,
ðàçðåøåííîé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ. Êàê èçâåñòíî, ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû ñó-
ùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðîäîëæàåòñÿ äî Q, ò. å. t = 1.

Ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîð w = V (1) ∈ TQM íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì v ∈ TPM
âäîëü γ.

Ëåììà 8.4 Ïóñòü (M, g) � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Ñèììåòðè÷åñêàÿ àôôèííàÿ
ñâÿçíîñòü ∇ íà M ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ïàðàëëåëüíîå ïåðåíåñåíèå ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ïî
îòíîøåíèþ ê g.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∇ � ðèìàíîâà, 〈., ., 〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîðîæäåí-
íîå g, V (t) è W (t) � âåêòîðíûå ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ ïàðàëëåëüíîãî
ïåðåíåñåíèÿ âäîëü γ : [0, 1] → M . Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî d

dt
〈V (t),W (t)〉 ≡ 0. Ñ ó÷åòîì

çàäà÷è 7.14, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç S ñâåðòêó, èìååì

d

dt
〈V (t),W (t)〉 =

dxk

dt

∂

∂xk
〈V (t),W (t)〉 = ξk∇k

(
gijV

iW j
)

=

= ξk∇k(SS(g ⊗ V ⊗W )) = ξk(SS∇k(g ⊗ V ⊗W )) =

= SS(ξk∇kg ⊗ V ⊗W + g ⊗ ξk∇kV ⊗W + g ⊗ V ⊗ ξk∇kW ) = 0.

Îáðàòíî, åñëè ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíåíî äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ïîëåé âäîëü êðèâîé,
òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ ξ, V è W âûïîëíÿåòñÿ

SS(ξk∇kg ⊗ V ⊗W ) = ξkV iW j∇kgij = 0,

îòêóäà (áåðÿ áàçèñíûå âåêòîðà) ∇kgij = 0. �
Çàìå÷àíèå 8.5. Ïàðàëëåëüíîå ïåðåíåñåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ êóñî÷íî�
ãëàäêèõ êðèâûõ êàê êîìïîçèöèþ ïåðåíåñåíèé ïî ãëàäêèì ôðàãìåíòàì.
Îïðåäåëåíèå 8.6. Êðèâàÿ γ íà ìíîãîîáðàçèè M ñ àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ ∇ íà-
çûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, åñëè âåêòîðíîå ïîëå åå ñêîðîñòåé ïàðàëëåëüíî âäîëü ýòîé
êðèâîé: ∇γ̇(γ̇) = 0.

Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (x1, . . . , xn) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

dxk

dt

(
∇kξ

i
)

= 0, i = 1, . . . , n,

ãäå ξi = dxi

dt
. Îòñþäà

dxk

dt

(
∂

∂xk
ξi + Γirkξ

r

)
= 0,

d2xi

dt2
+ Γirk

dxr

dt

dxk

dt
= 0, i = 1, . . . , n. (6)

Ëåììà 8.7 Ïóñòü P ∈ M , v ∈ TPM . Òîãäà ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ
ãåîäåçè÷åñêàÿ γ(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì γ(0) = P è γ̇(0) = v. Ïðè ýòîì
ðåøåíèå ãëàäêî çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëå çàïèñè â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè P çà-
äà÷à íàõîæäåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû n îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè íà çíà÷åíèÿ
ðåøåíèÿ è íà çíà÷åíèÿ åãî ïðîèçâîäíîé â 0, ðàçðåøåííàÿ îòíîñèòåëüíî ñòàðøèõ ïðî-
èçâîäíûõ. Êàê èçâåñòíî, òàêîå ðåøåíèå ëîêàëüíî ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ãëàäêî
çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. �
Çàäà÷à 8.8. Åñëè äâå ãåîäåçè÷åñêèå ñîïðèêàñàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå, òî îíè ñîâ-
ïàäàþò.
Çàäà÷à 8.9. Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíåñåíèè âåêòîðà âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé ðèìàíî-
âîé ñâÿçíîñòè óãîë ìåæäó íèì è êàñàòåëüíûì âåêòîðîì îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì.

Ëåììà 8.10 (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ) Äëÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðíûõ ïîëåé ei := ∂

∂xi
äàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âûïîëíåíî ∇ei(ej) = Γrjier (ðàç-

ëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñó). Èíûìè ñëîâàìè, ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì ïàðàëëåëüíîì
ïåðåíåñåíèè ðåïåðà eα ïî i�ìó íàïðàâëåíèþ îáðàçû ðàçëîæàòñÿ ïî èñõîäíîìó ðåïåðó
ñ êîýôôèöèåíòàìè Γαβi.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ

(∇ei(ej))
k = (ei)

s (∇s(ej))
k = δsi

(
∂(ej)

k

∂xs
+ Γkrs(ej)

r

)
=

= δsi

(
∂(δkj )

∂xs
+ Γkrsδ

r
j

)
= δsi

(
Γkrsδ

r
j

)
= Γkji. �

Çàäà÷à 8.11. Îïèñàòü îïåðàöèþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ â ðèìàíîâîé ñâÿçíî-
ñòè íà ïîâåðõíîñòè â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ (ïðîåêòèðîâàíèå).

Òåîðåìà 8.12 Ïóñòü (M, g) � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Äëÿ êàæäîé òî÷êè P0 ∈M
íàéäóòñÿ òàêèå îêðåñòíîñòü U è ÷èñëî ε > 0, ÷òî ëþáûå äâå òî÷êè îêðåñòíîñòè
U ñîåäèíÿåò åäèíñòâåííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ äëèíû ìåíüøå ε. Ïðè ýòîì ãåîäåçè÷åñêàÿ
ãëàäêî çàâèñèò îò ñâîèõ êîíöîâ.

Çàìå÷àíèå: åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ðåïàðàìåòðèçàöèè, ò.å. óìíîæåíèÿ íà-
òóðàëüíîãî ïàðàìåòðà íà êîíñòàíòó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 8.7 ìîæíî äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V òî÷êè (P0, 0)
â ìíîãîîáðàçèè ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ TM , èìåþùåé âèä

V = {(P, v) ∈ TM |P ∈ U, ‖v‖ < ε}

äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè P0, îïðåäåëèòü ãëàäêîå îòîáðàæåíèå

E : V →M ×M, (P, v) 7→ (P, expP (v)),

ãäå expP ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó v çíà÷åíèå γ(1) åäèíñòâåííîé ãåîäåçè÷åñêîé,
âûõîäÿùåé èç P ïî íàïðàâëåíèþ v. Â ñèëó ëîêàëüíîñòè, äî 1 ïðîäîëæàþòñÿ ãåîäå-
çè÷åñêèå (ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé) ñ ìàëîé äëèíîé v.

Âû÷èñëèì ÿêîáèàí E â (P0, 0). Äëÿ ýòîãî íàðÿäó ñ êîîðäèíàòàìè
(x1, . . . , xn; v1, . . . , vn) â îêðåñòíîñòè (P0, 0) â TM , ãäå v = vi ∂

∂xi
, ðàññìîòðèì

êîîðäèíàòû (x1
1, . . . , x

n
1 ;x1

2, . . . , x
n
2 ) â U ×U ⊂M ×M . Äëÿ êàñàòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ

dE èìååì:
∂xi1
∂xj

= δij,
∂xi1
∂vj

= 0, dP0 expP0
([v · t]) =

dγv
dt

∣∣∣∣
0

= v

â ñìûñëå âòîðîãî îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ßêîáè

dP0E ðàâíà

(
I ∗
0 I

)
ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à ÿêîáèàí â óêàçàííûõ êîîðäèíàòàõ

ðàâåí 1. Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, E äèôôåîìîðôíî îòîáðàæà-
åò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü V ′ òî÷êè (P0, 0) ∈ TM íà îêðåñòíîñòü W ′ òî÷êè (P0, P0)
â M × M . Ïåðåõîäÿ ê ìåíüøèì îêðåñòíîñòÿì, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî W ′ = U ′ × U ′,
ïðè÷åì U ′ ñîäåðæèòñÿ âíóòðè øàðà äèàìåòðà ε îòíîñèòåëüíî g, ò. å. íèæíÿÿ ãðàíü
äëèí êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ öåíòð øàðà P0 ñ ëþáîé åãî òî÷êîé, ìåíüøå ε/2. Òîãäà U

′

� èñêîìàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè P0. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü P è Q � äâå ïðîèçâîëüíûå
òî÷êè U ′. Ðàññìîòðèì ãåîäåçè÷åñêóþ γ, âûõîäÿùóþ èç òî÷êè P ′ ïî íàïðàâëåíèþ âåê-
òîðà v, ãäå (P ′, v) = E−1(P,Q). Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ E, èìååì P ′ = P è γ(1) = Q.
Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè P è Q ñîåäèíåíû ãåîäåçè÷åñêîé γ. Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îá-
ðàçîì ãåîäåçè÷åñêàÿ, ïî óêàçàííîé òåîðåìå, ãëàäêî çàâèñèò îò ñâîèõ êîíöîâ P è Q.
Îïðåäåëèì åå äëèíó. Â ñèëó äîêàçàííîé âûøå ëåììû, äëèíà êàñàòåëüíîãî âåêòîðà
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ê ãåîäåçè÷åñêîé ïîñòîÿííà, ïîýòîìó ïàðàìåòð îòëè÷àåòñÿ îò íàòóðàëüíîãî íà ïîñòî-
ÿííûé ìíîæèòåëü, â äàííîì ñëó÷àå ðàâíûé ‖v‖. Òîãäà äëèíà êðèâîé γ îò 0 äî 1
ðàâíà 1 · ‖v‖ < ε. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü èç P â Q ïðîâåäåíà
ãåîäåçè÷åñêàÿ äëèíû ìåíüøå ε. Òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé çà-
äà÷è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ïîòîìó åäèíñòâåííà, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå äëèíà
êàñàòåëüíîãî âåêòîðà â íà÷àëå ìåíüøå ε·t, ãäå γ(t) = Q, è îòñóòñòâèå åäèíñòâåííîñòè
ïðîòèâîðå÷èëî áû áèåêòèâíîñòè E. �
Çàäà÷à 8.13. Ïîêàçàòü, ÷òî â êîîðäèíàòàõ, çàäàííûõ îòîáðàæåíèåì exp, âñå Γijk
îáðàùàþòñÿ â P0 â íóëü.

9 Òåíçîð êðèâèçíû Ðèìàíà

Õîòåëîñü áû îïèñàòü íà òåíçîðíîì ÿçûêå îòëè÷èå ðåçóëüòàòà ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíå-
ñåíèÿ ñíà÷àëà ïî i-ìó íàïðàâëåíèþ, à ïîòîì ïî j-ìó îò ïåðåíåñåíèÿ â äðóãîì ïîðÿä-
êå. Êîíå÷íî êîíòóð íå çàìêíóò, ïîýòîìó êîíòóð óñòðåìëÿåì ê íóëþ. Îêàçûâàåòñÿ,
ðåçóëüòàò ñâÿçàí ñ åâêëèäîâîñòüþ ìåòðèêè (â ðèìàíîâîì ñëó÷àå).

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå ñâÿçíîñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé. Ðàññìîò-
ðèì â ïðåäåëàõ äåéñòâèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò (x1, . . . , xn) äåéñòâèå ∇k∇l − ∇l∇k íà
âåêòîðíîå ïîëå T i (òàê ÷òî ðåçóëüòàò � òåíçîð òèïà (1,2)). Ïîëó÷àåì

∇lT
i =

∂T i

∂xl
+ T rΓirl,

∇k∇lT
i =

∂2T i

∂xk ∂xl
+
∂T r

∂xk
Γirl + T r

∂Γirl
∂xk

+ Γisk

(
∂T s

∂xl
+ T rΓsrl

)
− Γslk

(
∂T i

∂xs
+ T rΓirs

)
,

(∇k∇l −∇l∇k)T
i =

= T r
(
∂Γirl
∂xk
− ∂Γirk

∂xl

)
+
∂T r

∂xk
Γirl −

∂T r

∂xl
Γirk +

∂T s

∂xl
Γisk −

∂T s

∂xk
Γisl + T rΓiskΓ

s
rl − T rΓislΓsrk =

= T r
(
∂Γirl
∂xk
− ∂Γirk

∂xl
+ ΓiskΓ

s
rl − ΓislΓ

s
rk

)
.

Îáîçíà÷àÿ

Ri
q,kl :=

∂Γiql
∂xk
−
∂Γiqk
∂xl

+ ΓiskΓ
s
ql − ΓislΓ

s
qk, (7)

ïîëó÷èì, ÷òî
(∇k∇l −∇l∇k)T

i = T q Ri
q,kl.

Ëåììà 9.1 Ôóíêöèè Ri
q,kl îáðàçóþò òåíçîð òèïà (1, 3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ T ôóíêöèè (∇k∇l − ∇l∇k)T
i, à

ñëåäîâàòåëüíî, è T q Ri
q,kl, îáðàçóþò òåíçîðíîå ïîëå òèïà (1, 2). Ïîñêîëüêó Ri

q,kl =
(eq)

sRi
s,kl, òî

Ri′

q′,k′l′ = (eq′)
s′ Ri′

s′,k′l′ = (eq′)
sRi

s,kl

∂xk

∂xk′
∂xl

∂xl′
∂xi

′

∂xi
= (eq′)

s′ ∂x
s

∂xs′
Ri
s,kl

∂xk

∂xk′
∂xl

∂xl′
∂xi

′

∂xi
=

= δs
′

q′
∂xs

∂xs′
Ri
s,kl

∂xk

∂xk′
∂xl

∂xl′
∂xi

′

∂xi
= Ri

s,kl

∂xs

∂xq′
∂xk

∂xk′
∂xl

∂xl′
∂xi

′

∂xi
= Ri

q,kl

∂xq

∂xq′
∂xk

∂xk′
∂xl

∂xl′
∂xi

′

∂xi
. �
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Çàìå÷àíèå 9.2. Ôàêò, ïîëó÷åííûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå, ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðî-
âàí â áîëåå îáùåì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
òåíçîðîâ îáðàçóþò òåíçîð.
Îïðåäåëåíèå 9.3. Òåíçîð Ri

q,kl íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðèâèçíû Ðèìàíà ñèììåò-
ðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè ∇.

Ëåììà 9.4 Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå (à çíà÷èò, è â åå îêðåñòíîñòè) ìíîãîîáðàçèÿ
M òåíçîð êðèâèçíû Ðèìàíà íåêîòîðîé ñèììåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè îòëè÷åí îò
íóëÿ. Òîãäà â îêðåñòíîñòè íåëüçÿ ââåñòè åâêëèäîâû êîîðäèíàòû äàííîé ñâÿçíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè áû òàêèå êîîðäèíàòû ñóùåñòâîâàëè áû, òî ïî îïðåäåëåíèþ
â íèõ îáíóëÿëèñü áû ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, à çíà÷èò, è òåíçîð Ðèìàíà. �

Ïåðåéäåì ê èíâàðèàíòíîìó îïðåäåëåíèþ R.
Îïðåäåëåíèå 9.5. Êîììóòàòîðîì âåêòîðíûõ ïîëåéX è Y íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå
ïîëå

[X, Y ]k := X i ∂Y
k

∂xi
− Y i ∂X

k

∂xi
.

Äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè

∇XY
k −∇YX

k = X i

(
∂Y k

∂xi
+ Y jΓkji

)
− Y i

(
∂Xk

∂xi
+XjΓkji

)
= [X, Y ]k, (8)

â ÷àñòíîñòè, îïåðàöèÿ òåíçîðíàÿ.
Îïðåäåëåíèå 9.6. Îïðåäåëèì îïåðàòîð êðèâèçíû

R(X, Y )Z := ∇X∇Y (Z)−∇Y∇X(Z)−∇[X,Y ](Z).

Îí ñîïîñòàâëÿåò òðåì âåêòîðíûì ïîëÿì X, Y è Z íåêîòîðîå ÷åòâåðòîå âåêòîðíîå
ïîëå. Ââèäó ÿâíîãî íåðàâíîïðàâèÿ òðåòüåãî àðãóìåíòà ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâûì äâóì,
ìû ïèøåì R(X, Y )Z, à íå R(X, Y, Z).

Òåîðåìà 9.7 Îòîáðàæåíèå R òðèëèíåéíî. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî îïðåäåëÿåò òåíçîð
òèïà (1, 3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè T � òðèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îò âåêòîðíûõ ïîëåé ñî çíà-
÷åíèÿìè â âåêòîðíûõ ïîëÿõ, òî îòîáðàæåíèå

T̃ (X, Y, Z;ω) := ω(T (X, Y, Z))

áóäåò 4-ëèíåéíûì îò 3 âåêòîðíûõ è 1 êîâåêòîðíîãî ïîëÿ ñî çíà÷åíèÿìè â ôóíêöèÿõ.
Òàêèì îáðàçîì, âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñëåäóåò èç ïåðâîé.

Òðèëèíåéíîñòü â òî÷êå î÷åâèäíà. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü êîììóòèðîâàíèå ñ óìíî-
æåíèåì íà ãëàäêèå ôóíêöèè. Äîêàæåì, ÷òî R(X, Y )(fZ) = f ·R(X, Y )Z:

∇X∇Y (fZ)−∇Y∇X(fZ)−∇[X,Y ](fZ) =

= ∇X((∇Y f)Z) +∇X(f∇YZ)−∇Y ((∇Xf)Z)−∇Y (f∇XZ)−∇[X,Y ](f)Z− f∇[X,Y ]Z =

= (∇X∇Y f)Z +∇Y f ∇XZ +∇X(f)∇YZ + f(∇X∇YZ)− (∇Y∇Xf)Z −∇Xf ∇YZ−

−∇Y f ∇XZ − f(∇Y∇XZ)−∇[X,Y ](f)Z − f∇[X,Y ]Z =

=
(
∇X∇Y f −∇Y∇Xf −∇[X,Y ](f)

)
Z + f

(
(∇X∇YZ)− (∇Y∇XZ)−∇[X,Y ]Z

)
=
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= f ·R(X, Y )Z,

òàê êàê ïåðâàÿ ñêîáêà îáíóëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó

∇X∇Y f −∇Y∇Xf −∇∇XY f +∇∇YXf =

= X i∇iY
k ∂f

∂xk
+X iY k ∂2f

∂xi ∂xk
− Y i∇iX

k · ∂f
∂xk
− Y iXk ∂2f

∂xi ∂xk
−

−(X i∇iY )k
∂f

∂xk
+ (Y i∇iX)k

∂f

∂xk
= 0.

Ïðîâåðèì òåïåðü ñîîòíîøåíèå R(fX, Y )Z = f ·R(X, Y )Z. Çàìåòèì, ÷òî

(∇fX)T = (fX)k∇kT = f Xk∇kT = f · ∇XT, ∇fX = f ∇X

è

[fX, Y ] = ∇fXY −∇Y (fX) = f ∇XY − (∇Y f)X − f ∇YX = f · [X, Y ]− (∇Y f)X.

Ïîëó÷àåì, ÷òî

R(fX, Y )Z = ∇fX∇YZ −∇Y∇fXZ −∇[fX,Y ]Z =

= f ∇X∇YZ −∇Y (f∇XZ)−∇f [X,Y ]Z +∇(∇Y f)XZ =

= f ∇X∇YZ −∇Y (f)∇XZ − f (∇Y∇XZ)− f ∇[X,Y ]Z + (∇Y f)∇XZ = f R(X, Y )Z.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî R(X, fY )Z = f ·R(X, Y )Z. �

Ëåììà 9.8 Îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ áàçèñíûõ ïîëåé ei = ∂
∂xi

èìååì

R(ei, ej)Z
k = ∇ei∇ejZ

k −∇ej∇eiZ
k −∇[ei,ej ]Z

k = ∇i∇jZ
k −∇j∇iZ

k,

ïîñêîëüêó ∇eiZ
k = (ei)

m∇mZ
k = δmi ∇mZ

k = ∇iZ
k,

∇iej −∇jei = Γljiel − Γlijel = 0, (9)

∇XY
k −∇YX

k = [X, Y ]k, (10)

ïî (8) òàê êàê ñâÿçíîñòü ñèììåòðè÷íà. Ïî ëèíåéíîñòè ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò. �

Òåîðåìà 9.9 (ñèììåòðèè òåíçîðà Ðèìàíà)

1. êîñàÿ ñèììåòðèÿ ïî ïîëÿì X è Y :

R(X, Y )Z +R(Y,X)Z = 0,

èëè
Ri
j,kl +Ri

j,lk = 0;

2. òîæäåñòâî ßêîáè:

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0,

èëè
Ri
j,kl +Ri

k,lj +Ri
l,jk = 0;
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3. äëÿ òåíçîðà Ðèìàíà ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè

〈R(X, Y )Z,W 〉+ 〈R(X, Y )W,Z〉 = 0,

èëè â êîîðäèíàòàõ

Rij,kl +Rji,kl = 0, Rij,kl = girR
r
j,kl;

4. äëÿ òåíçîðà Ðèìàíà ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(Z,W )X, Y 〉,

èëè â êîîðäèíàòàõ
Rij,kl = Rkl,ij.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò 1) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà Ðèìà-
íà.

2). Â ñèëó ëèíåéíîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ (êîììóòèðóþùèõ) áàçèñíûõ
ïîëåé. Ïî (9,10) äëÿ áàçèñíûõ ïîëåé

R(ei, ej)ek +R(ej, ek)ei +R(ek, ei)ej = ∇ei∇ejek −∇ej∇eiek −∇[ei,ej ]ek+

+∇ej∇ekei −∇ek∇ejei −∇[ej ,ek]ei +∇ek∇eiej −∇ei∇ekej −∇[ek,ei]ej =

= ∇ei [ej, ek]−∇ej [ei, ek]−∇ek [ej, ei] = 0.

Áåðÿ êîîðäèíàòó ýòîãî âåêòîðíîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì ôîðìóëó â êîîðäèíàòàõ.
3). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áèëèíåéíîé ôîðìû B òîæäåñòâî ïîëÿðèçàöèè

B(u+ v, u+ v) = B(u, u) +B(u, v) +B(v, u) +B(v, v)

ïîêàçûâàåò, ÷òî êîñîñèììåòðè÷íîñòü ðàâíîñèëüíà âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ B(w,w) = 0
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà w. Âìåñòå ñ íàøèì ñòàíäàðòíûì ðàññóæäåíèåì î ëèíåéíîñòè ýòî
ñâîäèò çàäà÷ó ê ïðîâåðêå äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Z ðàâåíñòâà 〈R(ei, ej)Z,Z〉 = 0.
Ñ ó÷åòîì (9,10), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

〈∇i∇jZ,Z〉 = 〈∇j∇iZ,Z〉.

Ïîñêîëüêó äëÿ ôóíêöèé êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñîâïàäàåò ñ ÷àñòíîé, à ñâÿçíîñòü
ðèìàíîâà, òî

∂2

∂xi∂xj
〈Z,Z〉 = ∇i (〈∇jZ,Z〉+〈Z,∇jZ〉) = 2∇i 〈∇jZ,Z〉 = 2 〈∇i∇jZ,Z〉+2〈∇jZ,∇iZ〉

è
∂2

∂xj∂xi
〈Z,Z〉 = 2 〈∇j∇iZ,Z〉+ 2〈∇iZ,∇jZ〉.

Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ âòîðîå è ïîëüçóÿñü åùå ðàç ñèììåòðè÷íîñòüþ ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå. ×òîáû ïîëó÷èòü âûðàæå-
íèå â êîîðäèíàòàõ, çàïèøåì:

0 = 〈R(ei, ej)ek, el〉+ 〈R(ei, ej)el, ek〉 = grs(R(ei, ej)ek)
r(el)

s + grs(R(ei, ej)el)
r(ek)

s =

= grsR
r
m,ij(ek)

mδsl +grsR
r
m,ij(el)

mδsk = grlR
r
k,ij+grkR

r
l,ij = glrR

r
k,ij+gkrR

r
l,ij = Rlk,ij+Rkl,ij.
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Ðèñ. 6: Ñèììåòðèè òåíçîðà Ðèìàíà

4). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óäîáíî ðàññóæäàòü ñ êàðòèíêîé Ðèñ. 1. Ó îêòàýäðà ïðàâàÿ
âåðõíÿÿ ãðàíü îáîçíà÷åíà ÷åðåç i, â åå âåðøèíàõ ñòîÿò êîìïîíåíòû, íîìåðà êîòîðûõ
íà÷èíàþòñÿ ñ i, à îñòàëüíûå òðè öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâëÿþòñÿ. Ãðàíè, ïðèìûêàþùèå
óãëîì ê âåðøèíàì ãðàíè i, ó êîòîðûõ âòîðîé èíäåêñ � q, k è l, îáîçíà÷àþòñÿ ýòèìè
áóêâàìè. Ýòî ëåâàÿ âåðõíÿÿ, íèæíÿÿ çàäíÿÿ è íèæíÿÿ ïåðåäíÿÿ ãðàíè. Â âåðøèíàõ,
öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûõ óæå îáîçíà÷åííûì, ñòàâÿòñÿ êîìïîíåíòû ñ ñèììåòðè÷-
íûìè íîìåðàìè, ò. å., íàïðèìåð, íàïðîòèâ âåðõíåé âåðøèíû Riqkl � íèæíÿÿ Rlkqi.

Ñóììà êîìïîíåíò, ñòîÿùèõ â âåðøèíàõ êàæäîé îáîçíà÷åííîé ãðàíè, ðàâíà íóëþ,
êàê ñëåäóåò èç óæå äîêàçàííûõ ïóíêòîâ. Äëÿ ãðàíè i ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç òîæäåñòâà
ßêîáè. Ïðîâåðèì ýòî, íàïðèìåð, äëÿ ãðàíè q:

Riqkl +Rkqli +Rqlki = −Rqikl −Rqkli −Rqlik = 0

îïÿòü ïî òîæäåñòâó ßêîáè. Òåïåðü ñëîæèì òîæäåñòâà äëÿ äâóõ âåðõíèõ ãðàíåé i è
q è âû÷òåì äëÿ íèæíèõ k è l:

0 = (Riqkl +Riklq +Rilqk) + (Riqkl +Rkqli +Rqlki)−

−(Rkqli +Riklq +Rlkqi)− (Rilqk +Rlkqi +Rqlki) = 2Riqkl − 2Rlkqi. �

Äî êîíöà ýòîãî ïàðàãðàôà ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ ðèìàíîâûìè ñâÿçíîñòÿìè.
Îïðåäåëåíèå 9.10. Ñâåðòêà Rjl = Ri

jil òåíçîðà Ðèìàíà íàçûâàåòñÿòåíçîðîì Ðè÷-
÷è äàííîé ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè. Ñâåðòêà ïîñëå ïîäíÿòèÿ èíäåêñà ó òåíçîðà Ðè÷÷è
R = gliRil íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé.
Çàäà÷à 9.11. Äîêàçàòü, ÷òî òåíçîð Ðè÷÷è ñèììåòðè÷åí.
Çàäà÷à 9.12. Äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 9.13 Äëÿ ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè âûïîëíåíî òîæäåñòâî

Riqkl = girR
r
qkl =

1

2

(
∂2gil
∂xq∂xk

+
∂2gqk
∂xi∂xl

− ∂2gik
∂xq∂xl

− ∂2gql
∂xi∂xk

)
+ gmp(Γ

m
qkΓ

p
il − ΓmqlΓ

p
ik).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ïðè ôèêñèðîâàííûõ q è l ÷åðåç Φi
ql âåêòîðíîå ïîëå,

ñîâïàäàþùåå â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1, . . . , xn) ñ Γiql. Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

girR
r
qkl = gir

[
∂Γrql
∂xk
−
∂Γrqk
∂xl

+ ΓpqlΓ
r
pk − ΓpqkΓ

r
pl

]
=

= gir 2Alt(k,l)

[
∂Γrql
∂xk

+ ΓpqlΓ
r
pk

]
= 2Alt(k,l)

gir∇kΦ
r
ql + (∇kgir)︸ ︷︷ ︸

0

Φr
ql

 =

= 2Alt(k,l)
[
∇k(girΦ

r
ql)
]
.

Ïîñêîëüêó

gir
1

2
grs
(
∂gsq
∂xl

+
∂gsl
∂xq
− ∂gql
∂xs

)
=

1

2

(
∂giq
∂xl

+
∂gil
∂xq
− ∂gql
∂xi

)
,

à ïðè ôèêñèðîâàííûõ q è l ïîëå girΦ
r
ql � òèïà (0,1), òî

girR
r
qkl = Alt(k,l)

[
∂

∂xk

(
∂giq
∂xl

+
∂gil
∂xq
− ∂gql
∂xi

)
−
(
∂gmq
∂xl

+
∂gml
∂xq

− ∂gql
∂xm

)
Γmik

]
=

= Alt(k,l)

[(
∂2giq
∂xk∂xl

+
∂2gil
∂xk∂xq

− ∂2gql
∂xk∂xi

)
− 2 gmrΓ

r
lq Γmik

]
=

=
1

2

(
∂2giq
∂xk∂xl

+
∂2gil
∂xk∂xq

− ∂2gql
∂xk∂xi

)
− 1

2

(
∂2giq
∂xl∂xk

+
∂2gik
∂xl∂xq

− ∂2gqk
∂xl∂xi

)
−

−gmrΓrlq Γmik + gmrΓ
r
kq Γmil ,

÷òî äàåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò ïîñëå ó÷åòà ñèììåòðè÷íîñòè ñâÿçíîñòè è ìåòðèêè.
�

Ñëåäñòâèå 9.14 Åñëè òåíçîð êðèâèçíû íå îáðàùàåòñÿ â íîëü â íåêîòîðîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò, òî íà ìíîãîîáðàçèè íåëüçÿ ââåñòè ëîêàëüíî ìåòðè÷åñêè åâêëèäîâû
êîîðäèíàòû (ìàòðèöà ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïîñòîÿííà) èëè ëîêàëüíî åâêëèäîâû
â ñìûñëå ñâÿçíîñòè (ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ðàâíû íóëþ).

Çàäà÷à 9.15. ×åìó ðàâåí òåíçîð êðèâèçíû îäíîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ?

Òåîðåìà 9.16 Íà äâóìåðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè M ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ðàâíà óäâî-
åííîé ãàóññîâîé: R = 2K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ ïîòî÷å÷íî, òî ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî â îêðåñòíîñòè èññëåäóåìîé òî÷êè P ∈ M ìíîãîîáðàçèå çàäàíî â âèäå ãðàôèêà
x3 = f(x1, x2) â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, x3(P ) = 0, êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü TPM =
Ox1x2,

~r1 = (1, 0,
∂f

∂x1
), ~r2 = (0, 1,

∂f

∂x2
),

g11 = 1 +

(
∂f

∂x1

)2

, g22 = 1 +

(
∂f

∂x2

)2

, g12 = g21 =
∂f

∂x1
· ∂f
∂x2
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� êîìïîíåíòû ðèìàíîâîé ìåòðèêè â òî÷êå P . Èç âèäà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ïîëó-
÷àåì, ÷òî â òî÷êå P âûïîëíåíî ∂f

∂x1
= ∂f

∂x2
= 0. Çíà÷èò, ïîñêîëüêó

∂

∂xk

(
∂f

∂xi
· ∂f
∂xj

)
=

∂2f

∂xk∂xi
· ∂f
∂xj

+
∂f

∂xi
· ∂2f

∂xk∂xj
= 0 â òî÷êå P,

òî ∂
∂xk

(gij)|P = 0. Ïîýòîìó è Γijk(P ) = 0. Ïî ôîðìóëå èç òåîðåìû 9.13 (åäèíñòâåííàÿ

ñóùåñòâåííàÿ) êîìïîíåíòà (äëÿ êðàòêîñòè ïèøåì ∂f
∂xi

= fi)

R12,12 =
1

2

(
∂2g12

∂x1∂x2
+

∂2g21

∂x1∂x2
− ∂2g11

∂x2∂x2
− ∂2g22

∂x1∂x1

)
=

=
1

2
{2(f1f2)12 − ((f2)2)11 − ((f1)2)22} = (f11f2 + f1f12)2 − (f2f21)1 − (f1f12)2 =

= f112f2 + f11f22 + f12f12 + f1f122 − f12f12 − f2f112 − f12f12 − f1f122 =

= f11f22 − f12f12 =

∣∣∣∣ f11 f12

f12 f22

∣∣∣∣ = K,

ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

bij(P ) = 〈~rij, ~n〉 = 〈(0, 0, fij), (0, 0, 1))〉 = fij,

à ìàòðèöà ïåðâîé � åäèíè÷íàÿ, òàê ÷òî ïðîèçâåäåíèå ãëàâíûõ êðèâèçí ñîâïàäàåò
ñ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû âòîðîé ôîðìû. Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî R12,12 = K ìû
óñòàíîâèëè â ñïåöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñëåâà � êîìïîíåíòà òåíçîðà, ñïðàâà
� ñêàëÿð. Äàëåå,

R = gklRkl = gklRi
k,il = gklgirRrk,il.

Ðàññìîòðèì ñèììåòðèè Rij,kl:

R12,12 = −R21,12 = −R12,21 = R21,21,

R11,ij = R22,ij = Rkm,11 = Rkm,22 = 0.

Ïîýòîìó

R = g22g11R12,12 + g12g12R21,12 + g21g21R12,21 + g11g22R21,21 =

= R12,12 (g22g11 − g12g12 − g21g21 + g11g22) = 2 ·R12,12 · det ‖gij‖ = 2
R12,12

det ‖gij‖
.

Ýòî òåíçîðíîå ðàâåíñòâî. Â íàøåé ñïåöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò gij(P ) = δij è
R(P ) = 2 ·K(P ). �

Ñëåäñòâèå 9.17 Ãàóññîâà êðèâèçíà çàâèñèò òîëüêî îò ïåðâîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè
è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìåíÿåòñÿ ïðè èçîìåòðèÿõ.

Ëåììà 9.18 Ïóñòü (x1, . . . , xn) � êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè òî÷êè P ∈ M , ãäå
(M,∇) � ìíîãîîáðàçèå ñ ñèììåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ, íå îáÿçàòåëüíî ðèìàíîâîé,
xi(P ) = 0, ∀ i. Ïóñòü ξ ∈ TPM � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, à ξε = ξε(i, j) � ðåçóëüòàò
åãî ïåðåíåñåíèÿ ïî êîíòóðó
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-

6
�

?

0 ε

ε
6

-

xj

xi

Òîãäà

lim
ε→0

ξkε − ξk

ε2
= Rk

l,ijξ
l.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì ïðèðàùåíèå âäîëü íåêîòîðîé êðèâîé îò s0 äî s:

0 =
dξk

ds
+ Γklmξ

ldx
m

ds
, dξk = −Γklmξ

ldxm,

è ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà

ξk(s) ≈ ξk(s0)− Γklm(s0)ξl(s0)∆xm, Γklm(s) ≈ Γklm(s0) +
∂Γklm
∂xr

(s0)∆xr.

Òàêèì îáðàçîì,

dξk ≈
[
−
(

Γklm(s0) +
∂Γklm
∂xr

(s0)∆xr
)
·
(
ξl(s0)− Γlpr(s0)ξp(s0)∆xr

)]
dxm ≈

≈
[
−Γklm(s0)ξl(s0) +

(
−∂Γklm
∂xr

(s0)ξl(s0) + Γklm(s0)Γlpr(s0)ξp(s0)

)
∆xr

]
dxm.

Ïåðåéäåì ê çàìêíóòîìó êîíòóðó, áåðÿ âñå çíà÷åíèÿ ïî íåïðåðûâíîñòè â P , ó÷òåì,
÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå äàñò íîëü, à çàòåì ó÷òåì êîíêðåòíûé âèä êîíòóðà (â ïëîñêîñòè
äâóõ êîîðäèíàò) è êîîðäèíàòíîå âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà Ðèìàíà:

ξkε−ξk ≈

[
−
∂Γkpm
∂xr

+ ΓklmΓlpr

]
ξp·
∮

∆xr
(
∂xm

∂u1
du1 +

∂xm

∂u2
du2

)
= ïî ôîðìóëå Ãðèíà

=

[
−
∂Γkpm
∂xr

+ ΓklmΓlpr

]
ξp ·

∫ ∫
�

(
∂

∂u1

(
∆xr

∂xm

∂u2

)
− ∂

∂u2

(
∆xr

∂xm

∂u1

))
du1 du2 =

=

[
−
∂Γkpm
∂xr

+ ΓklmΓlpr

]
ξp ·

∫ ∫
�

(
∂xr

∂u1

∂xm

∂u2
− ∂xm

∂u1

∂xr

∂u2

)
du1 du2 =

=

[
−
∂Γkpm
∂xr

+ ΓklmΓlpr

]
ξp·ε2·(δri ·δmj −δrj ·δmi ) = 2·Altij

[
−
∂Γkpi
∂xj

+ ΓkliΓ
l
pj

]
ξp·ε2 = ε2Rk

p,ijξ
p. �

Íàïîìíèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 9.19. Äâà îòîáðàæåíèÿ f0, f1 : M → N ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M
áåç êðàÿ â ìíîãîîáðàçèå N íàçûâàþòñÿ ãëàäêî ãîìîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì M × [0, 1] â N , ÷òî

F (P, 0) = f0(P ), F (P, 1) = f1(P ), ∀P ∈M.

Ýòèì îïðåäåëåíèåì íå îõâàòûâàåòñÿ ïîíÿòèå ãîìîòîïèè äâóõ ïóòåé, òàê êàê ïóòü
ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì � îòðåçêà. ×òîáû îïðåäåëåíèå ðà-
áîòàëî, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïóòü îòîáðàæàåò íå [a, b], à (a − ε, b + ε), òàê ÷òî
(a− ε, b + ε)× [0, 1] ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì. Êîíå÷íî, ïðè ýòîì ìû äîëæíû òðåáî-
âàòü, ÷òîáû äëÿ ãîìîòîïèè äâóõ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ P è Q,

F (a, t) = f0(a) = f1(a) = P, F (b, t) = f0(b) = f1(b) = Q, ∀ t ∈ [0, 1].

Çàäà÷à 9.20. Ïî÷åìó ýòî íåîáõîäèìî ?
Åñëè îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè, òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå (íåïðåðûâ-

íîé) ãîìîòîïèè íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé f0 è f1 ïðîèçâîëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà M â ïðîñòðàíñòâî N .
Çàäà÷à 9.21. Ïîêàæèòå, ÷òî èç íåïðåðûâíîé ãîìîòîïíîñòè äâóõ ãëàäêèõ îòîáðà-
æåíèé ñëåäóåò èõ ãëàäêàÿ ãîìîòîïíîñòü.

Òåîðåìà 9.22 Òåíçîð Ðèìàíà ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåçóëüòà-
òû ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ ïî äâóì ãîìîòîïíûì ïóòÿì ñîâïàäàþò (èëè, ÷òî
òî æå ñàìîå, ðåçóëüòàò ïåðåíåñåíèÿ ïî ñòÿãèâàåìîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó ñîâ-
ïàäàåò ñ èñõîäíûì âåêòîðîì).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðåçóëüòàò ïåðåíåñåíèÿ ïî ñòÿãèâàåìîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó
ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì âåêòîðîì, òî, âçÿâ â êà÷åñòâå íåãî ε-êîíòóð èç ïðåäûäóùåé
ëåììû, ïîëó÷àåì ïî íåé, ÷òî òåíçîð Ðèìàíà ðàâåí íóëþ.

Îáðàòíî, ïóñòü γ0, γ1 : (−ε, 1+ε)→M � äâå ãîìîòîïíûå êðèâûå, γ0(0) = γ1(0) =
P0, γ0(1) = γ1(1) = P1, ãîìîòîïèÿ G : (−ε, 1 + ε) × [0, 1] → M óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó
óñëîâèþ ïðè ëþáîì t (ñ÷èòàåì s ïàðàìåòðîì íà (−ε, 1 + ε), à t � íà [0, 1]). Îáðàçóåì
âåêòîðíîå ïîëå ξt(s) � êàñàòåëüíîå âäîëü G(s, t) ïðè ôèêñèðîâàííîì t (â ÷àñòíîñòè,
ξ0(s) è ξ1(s) � êàñàòåëüíûå ê γ0 è γ1), è âåêòîðíîå ïîëå ηs(t) � êàñàòåëüíîå âäîëü
G(s, t) ïðè ôèêñèðîâàííîì s. Îáðàçóåì äëÿ çàäàííîãî âåêòîðà v ∈ TP0M âåêòîðíîå
ïîëå vs(t), ãäå vs(t) � ðåçóëüòàò ïåðåíåñåíèÿ v âäîëü γt(s) = G(s, t) ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì t â òî÷êó ñ ïàðàìåòðîì s. (Çàìåòèì, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ïåðåíåñåíèÿ â îáùåì
ñëó÷àå ìû íå òðåáîâàëè ðåãóëÿðíîñòè, à òîëüêî ãëàäêîñòü êðèâîé.) Îêàçûâàåòñÿ,
ïîëå vs(t) êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííî âäîëü G(s, t) ïðè ôèêñèðîâàííîì s.

Äåéñòâèòåëüíî,

∇ξt(s)∇ηs(t)v
i
s(t)−∇ηs(t)∇ξt(s)v

i
s(t)−∇[ξt(s),ηs(t)]v

i
s(t) = Ri

j,klv
j
s(t)ξ

k
t (s)ηls(t).

Ïî îïðåäåëåíèþ vs(t) âòîðîå ñëàãàåìîå ñëåâà ðàâíî íóëþ. Â ñèëó ðàâåíñòâà íóëþ
òåíçîðà Ðèìàíà, ðàâíà íóëþ ïðàâàÿ ÷àñòü. Òðåòüå ñëàãàåìîå ñëåâà ðàâíî íóëþ, òàê
êàê, ïîëàãàÿ G(t, s) = (x1(t, s), . . . , xn(t, s)), èìååì

[ξt(s), ηs(t)]
k = ξt(s)

j ∂ηs(t)
k

∂xj
− ηs(t)j

∂ξt(s)
k

∂xj
=

=
∂xj

∂s

∂

∂xj

(
∂xk

∂t

)
− ∂xj

∂t

∂

∂xj

(
∂xk

∂s

)
=
∂2xk

∂s∂t
− ∂2xk

∂t∂s
= 0.
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Èòàê, ïîëå ∇ηs(t)vs(t) êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííî âäîëü êðèâîé γt(s) è ïî ïîñòðîåíèþ
ðàâíî 0 ïðè s = 0 (òàê êàê v0(t) ≡ v). Ñëåäîâàòåëüíî, ∇ηs(t)vs(t) = 0 ïðè ëþáîì s, â
÷àñòíîñòè, ïðè s = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó G(1, t) ≡ P1, òî η1(t) ≡ 0 è

0 = ∇η1(t)v
i
1(t) =

d

dt
vi1(t) + Γimkη

m
1 (t)vk1(t) =

d

dt
vi1(t),

ò. å. v1 íå çàâèñèò îò t. �

10 Äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ ôîðì

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ñâÿçíîñòü∇ íà ìíîãîîáðàçèèM (íàïðè-
ìåð, ðèìàíîâó ñâÿçíîñòü íåêîòîðîé ìåòðèêè) è âíåøíþþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó
ω ðàíãà k, ò. å. êîñîñèììåòðè÷åñêîå òåíçîðíîå ïîëå òèïà (0, k). Ïðîñòðàíñòâî òàêèõ
ôîðì áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Λk(M). Òîãäà îïðåäåëåí âíåøíèé äèôôåðåíöèàë èëè
ãðàäèåíò dω ôîðìû ω ïî ôîðìóëå

dω := ±(k + 1)!

k!
Alt∇ω,

èëè â êîîðäèíàòàõ

(dω)j1...jk+1
= ± 1

k!

∑
σ∈Sk+1

(−1)σ∇σ(jk+1)ωσ(j1)...σ(jk).

ãäå îáîçíà÷åíî σ(jk) := jσ(k), à ± âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû â êîîðäèíàòàõ

±(−1)σ = sgn

(
1 . . . k, k + 1

σ(k + 1)σ(1) . . . σ(k)

)
,

ò. å. ± = (−1)k. Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, dω � âíåøíÿÿ ôîðìà ðàíãà k + 1.

Ëåììà 10.1 Ãðàäèåíò dω íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèììåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè.
Èìåííî,

(dω)j1...jk+1
=

k+1∑
s=1

(−1)s+1∂ωj1...js−1js+1...jk+1

∂xjs
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé

(dω)j1...jk+1
=

=
(−1)k

k!

∑
σ∈Sk+1

(−1)σ

[
∂ωσ(j1)...σ(jk)

∂xσ(jk+1)
−

k∑
r=1

ωσ(j1)...σ(jr−1)ασ(jr+1)...σ(jk)Γ
α
σ(jr)σ(jk+1)

]
=

=
(−1)k

k!

∑
σ∈Sk+1

(−1)σ
∂ωσ(j1)...σ(jk)

∂xσ(jk+1)
−

−(−1)k

k!

∑
ïî ÷åòíûì σ∈Sk+1

(−1)σ
k∑
r=1

[
Γασ(jr)σ(jk+1) − Γασ(jk+1)σ(jr)

]
ωσ(j1)...σ(jr−1)ασ(jr+1)...σ(jk) =
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(â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ñâÿçíîñòè)

=
(−1)k

k!

∑
σ∈Sk+1

(−1)σ
∂ωσ(j1)...σ(jk)

∂xσ(jk+1)
=

=
1

k!

k+1∑
s=1

∑
τ∈Sk

sgn

(
1 . . . k + 1

sτ(1) . . . τ(s− 1)τ(s+ 1)τ(k + 1)

)
∂ωτ(j1)...τ(js−1)τ(js+1)...τ(jk+1)

∂xjs
=

=
1

k!

k+1∑
s=1

∑
τ∈Sk

(−1)s−1(−1)τ
∂ωτ(j1)...τ(js−1)τ(js+1)...τ(jk+1)

∂xjs
=

(â ñèëó êîñîñèììåòðè÷íîñòè ω)

=
1

k!

k+1∑
s=1

∑
τ∈Sk

(−1)s−1(−1)τ (−1)τ
∂ωj1...js−1,js+1...jk+1

∂xjs
=

=
1

k!
· k!

k+1∑
s=1

(−1)s+1∂ωj1...js−1,js+1...jk+1

∂xjs
. �

Çàìå÷àíèå 10.2. Ãðàäèåíò äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû â êîîðäèíàòàõ ìîæíî ïî-
ëó÷èòü �íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì�. Èìåííî, åñëè ìû çàìåòèì, ÷òî
îáû÷íûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñ âíåøíèì, è, ñëåäîâàòåëüíî åãî ìîæ-
íî îáîçíà÷àòü ÷åðåç df , íå îïàñàÿñü ïóòàíèöû (ýòî 1-ôîðìà, êîòîðàÿ âñåãäà (êî-
ñî)ñèììåòðè÷íà), òî äëÿ

ω =
∑

i1<...<ik

ωi1...ikdx
i1 ∧ . . . ∧ dxik

îïðåäåëèì

dω =
∑

i1<...<ik

d(ωi1...ik) ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik =
∑

i1<...<ik

∑
i0

∂(ωi1...ik)

∂xi0
dxi0 ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik .

Òîãäà ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ äàííûì âûøå.
Çàäà÷à 10.3. Ïðîâåðèòü.
Çàäà÷à 10.4. Äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 10.5 Ïóñòü ω(1) è ω(2) � äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ñòåïåíåé p è q ñîîò-
âåòñòâåííî. Òîãäà

d(ω(1) ∧ ω(2)) = dω(1) ∧ ω(2) + (−1)pω(1) ∧ dω(2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü â îäíîé èç êàðò äëÿ ôîðì âèäà (â ñèëó
ëèíåéíîñòè ïðîâåðÿåìîãî ðàâåíñòâà)

ω(1) = f dxi1 ∧ . . . ∧ dxip , ω(2) = g dxj1 ∧ . . . ∧ dxjq .

Òîãäà ïî ïðåäûäóùåìó çàìå÷àíèþ

d(ω(1) ∧ ω(2)) = d(fg dxi1 ∧ . . . ∧ dxip ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjq) =
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=
∂f

∂xk
g dxk∧dxi1∧. . .∧dxip∧dxj1∧. . .∧dxjq+f ∂g

∂xk
dxk∧dxi1∧. . .∧dxip∧dxj1∧. . .∧dxjq =

=

(
∂f

∂xk
dxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip

)
∧
(
g dxj1 ∧ . . . ∧ dxjq

)
+

+(−1)p
(
f dxi1 ∧ . . . ∧ dxip

)
∧
(
∂g

∂xk
dxk ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjq

)
=

= dω(1) ∧ ω(2) + (−1)pω(1) ∧ dω(2). �

Çàäà÷à 10.6. Äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 10.7 Äëÿ ëþáîé ôîðìû ω èìååì d(dω) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíîâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ ôîðìû âèäà ω = f dxi1∧. . .∧dxip .
Áîëåå òîãî, åñëè òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ω(1) è ω(2), òî îíà âåðíà è äëÿ èõ âíåøíåãî
ïðîèçâåäåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

dd(ω(1) ∧ ω(2)) = d(dω(1) ∧ ω(2) + (−1)pω(1) ∧ dω(2)) =

= ddω(1) ∧ ω(2) + (−1)p+1dω(1) ∧ dω(2) + (−1)pdω(1) ∧ dω(2) + (−1)p+pω(1) ∧ ddω(2) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ïðîâåðèòü äëÿ f è äëÿ dxi. Èìååì

d(df) = d(
∂f

∂xk
dxk) =

∂2f

∂xi ∂xk
dxi ∧ dxk =

∑
i<k

(
∂2f

∂xi ∂xk
− ∂2f

∂xk ∂xi

)
dxi ∧ dxk = 0.

×òî êàñàåòñÿ dxi, òî ïðèìåíèì ïðîâåäåííóþ âûêëàäêó ê f = xi:

dd(dxi) = d(ddxi) = d(0) = 0. �

Îïðåäåëåíèå 10.8. Âíåøíÿÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé,
åñëè dω = 0, ò. å. ω ∈ Ker d, è òî÷íîé, åñëè ω = dω1 äëÿ íåêîòîðîé ôîðìû ω1, ò. å.
ω ∈ Im d.

Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå (î÷åâèäíî, ëèíåéíîå) îòîáðàæåíèå d îáëàäàåò ñâîéñòâîì
Im d ⊂ Ker d. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî k îïðåäåëåíî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî k-
ìåðíûõ çàìêíóòûõ ôîðì ïî k-ìåðíûì òî÷íûì ôîðìàì. Ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
Hk(M) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé k-ìåðíûõ êîãîìîëîãèé äå Ðàìà ìíîãîîáðàçèÿ M .

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 10.9 Ïóñòü Ω ∈ Λk(M). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

dω = Ω. (11)

1. Óðàâíåíèå (11) èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ω çàìêíóòà è
êëàññ êîãîìîëîãèé [Ω] = 0 ∈ Hk(M).

2. Ëþáûå äâà ðåøåíèÿ ω1 è ω2 óðàâíåíèÿ (11) îòëè÷àþòñÿ íà çàìêíóòóþ ôîðìó:
d(ω1−ω2) = 0. Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ñìåæíîñòè ëþáîãî
ðåøåíèÿ ω ïî ïðîñòðàíñòâó çàìêíóòûõ k-ôîðì.

3. Ïðîñòðàíñòâî âñåõ çàìêíóòûõ k-ôîðì èçîìîðôíî ïðÿìîé ñóììå ïðîñòðàí-
ñòâà òî÷íûõ ôîðì ñòåïåíè k è Hk(M). (Ýòîò ïóíêò íå îòíîñèòñÿ ê óðàâ-
íåíèþ (11).) �
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Ïî àíàëîãèè ñ îáðàòíûì îáðàçîì áèëèíåéíîé ôîðìû ìîæíî îïðåäåëèòü îáðàòíûé
îáðàç äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû.
Îïðåäåëåíèå 10.10. Ïóñòü f : M → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ãëàäêèõ ìíîãîîá-
ðàçèé, ω ∈ Λk(N) � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà. Îáðàòíûì îáðàçîì f ∗ω ýòîé ôîðìû
íàçûâàåòñÿ ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå âåêòîðíûõ ïîëåé íà M :

f ∗ω(~v1, . . . , ~vk) := ω(dPf(~v1), . . . , dPf(~vk)), ~vi ∈ TPM.

Çàäà÷à 10.11. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷èëè äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó.

Ëåììà 10.12 Ïóñòü (x1, . . . , xm) � ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè
P ∈ M , à (y1, . . . , yn) � â îêðåñòíîñòè f(P ) ∈ N , òàê ÷òî ëîêàëüíî f : M → N
çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ôóíêöèé

y1 = f 1(x1, . . . , xm), . . . , yn = fn(x1, . . . , xm),

à ôîðìà ω �

ω =
∑

i1<...<ik

ωi1...ik(y
1, . . . , yn)dyi1 ∧ . . . ∧ dyik .

Òîãäà îáðàòíûé îáðàç ëîêàëüíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëîé

f ∗(ω) =
∑

i1<...<ik

ωi1...ik(f
1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm))×

×df i1(x1, . . . , xm) ∧ . . . ∧ df ik(x1, . . . , xm). (12)

Äîêàçàòåëüñòâî.

f ∗(ω)(~v1, . . . , ~vk) = ω(dPf(~v1), . . . , dPf(~vk)) =

=

( ∑
i1<...<ik

ωi1...ik(y
1, . . . , yn)dyi1 ∧ . . . ∧ dyik

)
(dPf(~v1), . . . , dPf(~vk)) =

=
∑

i1<...<ik

ωi1...ik(y
1, . . . , yn) k!Alt[i1,...,ik]

{
dyi1(dPf(~v1)) . . . dyik(dPf(~vk))

}
=

=
∑

i1<...<ik

ωi1...ik(y
1, . . . , yn) k!Alt[i1,...,ik]

{
∂f i1

∂xj1
(~v1)j1 . . .

∂f ik

∂xjk
(~v1)jk

}
=

=
∑

i1<...<ik

ωi1...ik(y
1, . . . , yn) k!Alt[i1,...,ik]

{
df i1(~v1) . . . df ik(~v1)

}
=

=

( ∑
i1<...<ik

ωi1...ik(y
1, . . . , yn)df i1 ∧ . . . ∧ df ik

)
(~v1, . . . , ~vk). �

Òåîðåìà 10.13 Îáðàòíûé îáðàç îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. äëÿ f : M → N è g : N → K âûïîëíÿåòñÿ (gf)∗ = f ∗g∗;

2. f ∗dN = dMf
∗;
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3. f ∗(Ker dN) ⊂ Ker dM , f
∗ ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå êîãîìîëîãèé

f ∗ : Hk(N)→ Hk(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé ëåììû. Äîêàæåì
âòîðîå. Èç ïðåäûäóùåé ëåììû, òåîðåì 10.7 è 10.5 è çàìå÷àíèÿ 10.2 ïîëó÷àåì

f ∗(dω) = f ∗

(
d

( ∑
i1<...<ik

ωi1...ik(y
1, . . . , yn)dyi1 ∧ . . . ∧ dyik

))
=

= f ∗

( ∑
i1<...<ik

n∑
s=1

∂ωi1...ik
∂ys

(y1, . . . , yn)dys ∧ dyi1 ∧ . . . ∧ dyik
)

=

=
∑

i1<...<ik

n∑
s=1

∂ωi1...ik
∂ys

(f 1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm))df s ∧ df i1 ∧ . . . ∧ df ik =

=
∑

i1<...<ik

d(ωi1...ik(f
1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)) ∧ df i1 ∧ . . . ∧ df ik =

= d

( ∑
i1<...<ik

ωi1...ik(f
1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm))df i1 ∧ . . . ∧ df ik

)
= df ∗(ω).

Äàëåå, åñëè dω = 0, òî df ∗ω = f ∗dω = 0, à åñëè ω(1) − ω(2) = dω, òî

f ∗(ω(1))− f ∗(ω(2)) = f ∗(ω(1) − ω(2)) = f ∗dω = df ∗ω. �

Çàäà÷à 10.14. Âûâåñòè îòñþäà, ÷òî ãðóïïû êîãîìîëîãèé äèôôåîìîðôíûõ ìíîãî-
îáðàçèé ñîâïàäàþò.
Îïðåäåëåíèå 10.15. Ôîðìà Ω ñòåïåíè k íà M × I íå çàâèñèò îò dt, åñëè åå
çíà÷åíèå íà ëþáîé ñèñòåìå âåêòîðîâ âèäà ( ∂

dt
, ~v1, . . . , ~vk−1) ðàâíî 0.

Ëåììà 10.16 Ëîêàëüíî ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî â ðàçëîæåíèè ïî ñòàíäàðò-
íîìó áàçèñó èç âíåøíèõ ïðîèçâåäåíèé dxi1 ∧ . . . ∧ dxik îòñóòñòâóþò ñëàãàåìûå,
ñîäåðæàùèå âíåøíèå ñîìíîæèòåëè dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ äåéñòâèÿ ôîðìû íà âåêòîð. �

Ëåììà 10.17 Ëþáàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà Ω íà M × I îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå Ω = Ω(1) + Ω(2) ∧ dt, ãäå Ω(1) è Ω(2) íå çàâèñÿò îò dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ëåììà äîêàçàíà äëÿ ôîðì ñ íîñèòåëåì â îäíîé êàðòå. Òî-
ãäà ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå åäèíèöû {ϕα} íàM è ñîîòâåòñòâóþùåå �öèëèíäðè÷åñêîå�
ðàçáèåíèå åäèíèöû ϕ′α(x, t) = ϕa(x) íà M × I. Òîãäà

Ω =
∑
α

ϕ′αΩ =
∑
α

(Ω(1,α) + Ω(2,α) ∧ dt) =

(∑
α

Ω(1,α)

)
+

(∑
α

Ω(2,α)

)
∧ dt

� èñêîìîå ðàçëîæåíèå. Äëÿ ôîðì æå ñ íîñèòåëåì â îäíîé êàðòå äîñòàòî÷íî çàïèñàòü
â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ è ñãðóïïèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû.

Îäíîçíà÷íîñòü òàêæå äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü â îäíîé êàðòå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ω = Ω′1 + Ω′2 ∧ dt = Ω1 + Ω2 ∧ dt è ψαΩ′1 = ψαΩ1, ψαΩ′2 = ψαΩ2 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ψα
èç ðàçáèåíèÿ åäèíèöû, òî, ñóììèðóÿ, ïîëó÷àåì Ω′1 = Ω1 è Ω′2 = Ω2. Ëîêàëüíî æå Ω1 è
Ω2 â ñèëó ëåììû 10.16 ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî îäíîçíà÷íî � îòäåëèòü ñëàãàåìûå
â ðàçëîæåíèè ïî áàçèñó ñîäåðæàùèå è íå ñîäåðæàùèå dt. �
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Ëåììà 10.18 Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ f0 è f1 ìíîãîîáðàçèÿ M â N ãîìîòîïíû. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå D : Λ∗(N) → Λ∗−1(M), óäîâëåòâîðÿþùåå äëÿ
ëþáîé ω ñîîòíîøåíèþ

(f ∗0 − f ∗1 )(ω) = ±(dMD −DdN)(ω). (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F îñóùåñòâëÿåò ãîìîòîïèþ f0 è f1:

F : M × I → N, F (P, 0) = f0(P ), F (P, 1) = f1(P ) ∀P ∈M.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ω íà N ðàçëîæèì F ∗(ω) = Ω1 + Ω2 ∧ dt ïî ïðåäûäóùåé ëåììå.
Ïîëîæèì

D(ω) :=

1∫
0

Ω2(t)dt. (14)

Ýòî èíòåãðèðîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ ôîðìû ïî t êàê ïàðàìåòðó. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò âûáîðà öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â ñèëó îä-
íîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ â ïðåäûäóùåé ëåììå D êîððåêòíî îïðåäåëåí. Ïîñêîëüêó
f ∗0 = ϕ∗0F

∗, f ∗1 = ϕ∗1F
∗, ãäå

ϕ0 : M →M × I, ϕ0(P ) = (P, 0), ϕ1 : M →M × I, ϕ1(P ) = (P, 1),

òî
f ∗0 (ω) = Ω1(0), f ∗1 (ω) = Ω1(1) (15)

(â F ∗Ω ïîäñòàâëÿåì dt = 0 è t = 0 èëè t = 1). Äàëåå,

F ∗dNω = dM×IF
∗ω = dM×I(Ω1 + Ω2 ∧ dt) = dMΩ1 ±

∂

∂t
Ω1(t) ∧ dt+ dMΩ2 ∧ dt

è

DdN(ω) =

1∫
0

(
± ∂

∂t
Ω1(t) + dMΩ2(t)

)
dt = ±(Ω1(1)− Ω1(0)) + dM

1∫
0

Ω2(t) dt. (16)

Â òî æå âðåìÿ

dMD(ω) = dM

1∫
0

Ω2(t)dt. (17)

Èç (15), (16) è (17) ïîëó÷àåì (13). �

Òåîðåìà 10.19 Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ f0 è f1 ìíîãîîáðàçèÿM â N ãîìîòîïíû. Òîãäà
f ∗0 = f ∗1 â êîãîìîëîãèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàìêíóòàÿ ôîðìà ω íà N ïðåäñòàâëÿåò êëàññ êîãîìîëîãèé
[ω]. Òàêèì îáðàçîì, dNω = 0. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ D èç ïðåäûäóùåé ëåììû

(f ∗0 − f ∗1 )(ω) = ±(dMD −DdN)(ω) = dM(Dω)

è äàåò 0 â êîãîìîëîãèÿõ. �
Çàäà÷à 10.20. Âû÷èñëèòü êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ìíîãîîáðàçèé
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1. Èíòåðâàëà (a, b).

2. Îêðóæíîñòè S1.

3. Åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn.

4. Ñôåðû S2.

5. Ïëîñêîñòè R2 ñ îäíîé âûêîëîòîé òî÷êîé.

6. Ïëîñêîñòè R2 ñ äâóìÿ âûêîëîòûìè òî÷êàìè.

Çàäà÷à 10.21. Äîêàçàòü ëåììó Ïóàíêàðå: ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìà íà ëþáîì ìíî-
ãîîáðàçèè ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òî÷íîé.
Îïðåäåëåíèå 10.22. Ïóñòü íà ãëàäêîì îðèåíòèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè M ,
dimM = n, çàäàíà ôîðìà ω ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè (ò. å. degω = n) ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì â îäíîé êàðòå (U,ϕα) ñ êîîðäèíàòàìè (x1

α, . . . , x
n
α). Çäåñü è äàëåå, åñëè íå

îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîä êàðòîé âñåãäà ïîäðàçóìåâàåòñÿ êàðòà èç îðèåíòèðóþ-
ùåãî àòëàñà. Îïðåäåëèì èíòåãðàë îò ω ïî U ôîðìóëîé∫

U

ω :=

∫
ϕα(U)⊂Rn

ωα12...n dx
1
α . . . dx

n
α. (18)

Ëåììà 10.23 Èíòåãðàë îïðåäåëåí êîððåêòíî, ò. å. ïðàâàÿ ÷àñòü (18) íå çàâèñèò
îò âûáîðà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò â ïðåäåëàõ U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (U,ϕβ) � äðóãàÿ êàðòà íà U ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè
(x1

β, . . . , x
n
β). Òîãäà ïî ïðàâèëó çàìåíû êîîðäèíàò â êðàòíîì èíòåãðàëå è ëåììå 6.31

â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòèðîâàííîñòè îáåèõ êàðò∫
ϕβ(U)⊂Rn

ωβ12...n dx
1
β . . . dx

n
β =

∫
ϕα(U)⊂Rn

ωβ12...n ·

∣∣∣∣∣det

∥∥∥∥∥∂xiβ∂xjα

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣ dx1

α . . . dx
n
α =

=

∫
ϕα(U)⊂Rn

ωβ12...n · det

∥∥∥∥∥∂xiβ∂xjα

∥∥∥∥∥ dx1
α . . . dx

n
α =

∫
ϕα(U)⊂Rn

ωα12...n dx
1
α . . . dx

n
α. �

Îïðåäåëåíèå 10.24. Ïóñòü M � ãëàäêîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå,
dimM = n, ôîðìà ω ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè (ò. å. degω = n) ñ êîìïàêòíûì íî-
ñèòåëåì. Äëÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîãî àòëàñà {(Uα, ϕα)} è ïîä÷èíåííîãî åìó ðàçáèåíèÿ
åäèíèöû ψα îïðåäåëèì èíòåãðàë∫

M

ω = I(M,ω, {(Uα, ϕα, ψα)}) :=
∑
α

∫
Uα

ψαω.

Çàäà÷à 10.25. Äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó:

Ëåììà 10.26 Èíòåãðàë îïðåäåëåí êîððåêòíî, ò. å. íå çàâèñèò îò âûáîðà
{(Uα, ϕα, ψα)}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ó íàñ åñòü äâà ðàçíûõ àòëàñà, òî âîçüìåì èõ îáúåäèíåíèå, à
ðàçáèåíèå åäèíèöû äîïîëíèì íóëåâûìè ôóíêöèÿìè. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ èíòåãðàë
íå èçìåíèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, íàäî äîêàçàòü

I(M,ω, {(Uα, ϕα, ψα)}) = I(M,ω, {(Uα, ϕ′α, ψ′α)}).

Íåçàâèñèìîñòü (êàæäîãî ñëàãàåìîãî) îò âûáîðà êîîðäèíàò, ò. å. ϕα, óæå äîêàçàíà â
ïðåäûäóùåé ëåììå. Èòàê, îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî

I(M,ω, {(Uα, ϕα, ψα)}) = I(M,ω, {(Uα, ϕα, ψ′α)}).

Ïîëîæèì γα := ψα − ψ′α, α = 1, . . . , N , òàê ÷òî

k∑
α=1

γα = 0, k = N. (19)

Òîãäà äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ôîðìóëû

k∑
α=1

∫
Uα

γαω = 0, k = N, (20)

êîòîðóþ ìû áóäåì ïðîâîäèòü èíäóêöèåé ïî k. Ò. å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ k =
1, . . . , N − 1 è ïðîèçâîëüíûõ γα : M → R+ ñ supp γα ⊂ Uα ôîðìóëà (19) âëå÷åò
(20) (äëÿ k = 1 ýòî òðèâèàëüíî). Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ χ : M → [0, 1] ðàâíà
1 íà supp γN ⊂ UN ñ suppχ ⊂ UN . Òàêàÿ ôóíêöèÿ èìååòñÿ â ñèëó íîðìàëüíîñòè
òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M . (Ìîæíî ïîñòðîèòü è ãëàäêóþ, íî íàì äîñòàòî÷íî
íåïðåðûâíîé.) Òàêèì îáðàçîì,

χγN ≡ γN , γN = −
N−1∑
α=1

γα = −
N−1∑
α=1

χγα, supp (χγα) ⊂ (UN ∩ Uα).

Ïîýòîìó

N∑
α=1

∫
Uα

γαω =

∫
UN

γNω +
N−1∑
α=1

∫
Uα

γαω = −
N−1∑
α=1

∫
Uα

χγαω +
N−1∑
α=1

∫
Uα

γαω =

=
N−1∑
α=1

∫
Uα

(γα − χγα)ω. (21)

Ïîñêîëüêó

N−1∑
α=1

(γα − χγα) =
N−1∑
α=1

γα − χ
N−1∑
α=1

γα =
N−1∑
α=1

γα + χγN =
N−1∑
α=1

γα + γN =
N∑
α=1

γα = 0,

òî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ê (21) ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. �
Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Ïðåäëîæåíèå 10.27 Èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì íàä R

Λn
comp(M,Or)→ R.
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Îïðåäåëåíèå 10.28. Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îáúåì êîìïàêòíîãî îðèåíòè-
ðîâàííîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ êàê àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó èíòåãðàëà îò ôîðìû
îáúåìà.
Çàäà÷à 10.29. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ñìåíå îðèåíòàöèè èíòåãðàë ìåíÿåò çíàê.
Çàäà÷à 10.30. Ïîêàçàòü, ÷òî, ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êàð-
òû, ìîæíî âû÷èñëÿòü èíòåãðàë îò ôîðìû ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàçáèòü ìíîãîîáðàçèå
íà êóñêè, êàæäûé èç êîòîðûõ ëåæèò â îäíîé êàðòå, ïðîèíòåãðèðîâàòü îãðàíè÷åíèÿ
ôîðìû â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, à ðåçóëüòàòû ñëîæèòü.

Òåîðåìà 10.31 (Îáùàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà). Ðàññìîòðèì ãëàäêîå (êîìïàêòíîå) îðè-
åíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå M ñ êðàåì ∂M , dimM = n, è âíåøíþþ äèôôåðåíöèàëü-
íóþ ôîðìó ω (ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì íà M , åñëè ìíîãîîáðàçèå íåêîìïàêòíî),
degω = n− 1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îáùàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà

(−1)n
∫
M

dω =

∫
∂M

ω

(
=

∫
∂M

ϕ∗ω

)
, (22)

ãäå ϕ : ∂M →M � âëîæåíèå êðàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëèíåéíîñòè îáåèõ ÷àñòåé ôîðìóëû (22) ïî ω, äîñòàòî÷íî
åå ïðîâåðèòü äëÿ ôîðìû ω ñ íîñèòåëåì â îäíîé êàðòå (ïîñêîëüêó ω =

∑
α ψαω, ãäå

{ψα} � ðàçáèåíèå åäèíèöû, ïîä÷èíåííîå íåêîòîðîìó (ëîêàëüíî) êîíå÷íîìó àòëàñó)
è èìåþùåé âèä

ω = f(x1, . . . , xn) dx1∧. . .∧dxk−1∧dxk+1∧. . .∧dxn, dω = (−1)k−1 ∂f

∂xk
dx1∧. . .∧dxn,

ãäå f : Rn
+ → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. (Ñ÷èòàåì êàðòó

èìåþùåé îáðàçîì Rn
+). Íàïîìíèì, ÷òî x

n ≥ 0 è ∂M õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâèåì xn =
0. Ñîîòâåòñòâåííî, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé k ≤ n − 1, ò.å. k 6= n. Ëîêàëüíî
âëîæåíèå êðàÿ èìååò âèä

ϕ : ∂M →M, ϕ(x1, . . . , xn−1) = (x1, . . . , xn−1, 0),

è dxn = 0, òàê ÷òî ϕ∗ω = 0 (ñð. (12)). Äëÿ ëåâîé ÷àñòè (22) èìååì∫
Rn

+

dω =

∫
Rn

+

(−1)k−1 ∂f

∂xk
dx1 . . . dxn =

= (−1)k−1

∫
Rn−1

+


+∞∫
−∞

∂f

∂xk
dxk

 dx1 . . . dxk−1dxk+1dxn =

= (−1)k−1

∫
Rn−1

+

{
f(x1, . . . , xk−1,+∞, xk+1, . . . , xn)−

−f(x1, . . . , xk−1,−∞, xk+1, . . . , xn)
}
dx1 . . . dxk−1dxk+1dxn =

= (−1)k−1

∫
Rn−1

+

{
0− 0

}
dx1 . . . dxk−1dxk+1dxn = 0
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(çàêîííîñòü ïåðåõîäà è ðàâåíñòâî íóëþ â ñèëó êîìïàêòíîñòè íîñèòåëÿ).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé k = n. Òåïåðü∫

Rn

+

dω =

∫
Rn

+

(−1)n−1 ∂f

∂xn
dx1 . . . dxn =

= (−1)n−1

∫
Rn−1

0


+∞∫
0

∂f

∂xn
dxn

 dx1 . . . dxn−1 =

= (−1)n−1

∫
Rn−1

0

{
f(x1, . . . , xn−1,+∞)− f(x1, . . . , xn−1, 0)

}
dx1 . . . dxn−1 =

= (−1)n
∫

Rn−1

0

f(x1, . . . , xn−1, 0) dx1 . . . dxn−1 = (−1)n
∫

Rn−1

0

ϕ∗ω

(çàêîííîñòü ïåðåõîäà è ðàâåíñòâî íóëþ îäíîãî ïðåäåëà â ñèëó êîìïàêòíîñòè íîñèòå-
ëÿ). �
Çàäà÷à 10.32. Âûâåñòè èç îáùåé ôîðìóëû Ñòîêñà ôîðìóëû

1. Ãðèíà;

2. Ñòîêñà;

3. Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà.

11 Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü f : M → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå çàìêíóòûõ (òî åñòü êîìïàêòíûõ áåç
êðàÿ) ñâÿçíûõ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé îäíîé ðàçìåðíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîëíûé ïðîîáðàç ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ áóäåò ïðîñòî êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê, à df â
ðåãóëÿðíûõ òî÷êàõ � èçîìîðôèçìîì êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Îïðåäåëåíèå 11.1. Ñòåïåíüþ f ïî îòíîøåíèþ ê ðåãóëÿðíîìó çíà÷åíèþ Q0 ∈ N
íàçûâàåòñÿ

deg f = deg(f,Q0) :=
∑

f(Pα)=Q0

sgn det

(
∂yj

∂xiα

)
=
∑

ε(f,Q0, Pα),

ãäå (yi) � îðèåíòèðóþùèå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè Q0, à (xjα) � îðèåíòèðóþùèå
êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè Pα.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà îðèåíòèðóþùèõ êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 11.2 Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ

(à) íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ Q0 è

(á) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ãîìîòîïèÿõ (äëÿ îäíîãî è òîãî æå ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåäåì (à) ê (á). Ïóñòü Q0 è Q1 � äâà ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèÿ f .

Çàäà÷à 11.3. Ñóùåñòâóåò òàêîå ãëàäêîå ñåìåéñòâî ϕt : M → M äèôôåîìîðôèç-
ìîâ, ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ, ÷òî ϕ0 = Id , à ϕ1(Q0) = Q1 (çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ
ñâÿçíîñòüþ).

Òîãäà f ∼ ϕ1 ◦ f è îáîèõ îòîáðàæåíèé òî÷êà Q1 ðåãóëÿðíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû

deg(ϕ1 ◦ f,Q1) = deg(f,Q0),

è åñëè (ïî (á)) deg(ϕ1 ◦ f,Q1) = deg(f,Q1), òî (à) äîêàçàíî.
(á). Ïóñòü I = [0, 1], è F : M × I → N , òàê ÷òî F |M×0 = f0, F |M×1 = f1.
Ïóñòü Q � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå f0 è f1. Ïî òåîðåìå Ñàðäà, ðåãóëÿðíûå çíà÷å-

íèÿ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé îáðàçóþò îòêðûòîå è ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â N . Çíà÷èò,
ìîæíî íàéòè ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå Q′ â íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè Q,
ÿâëÿþùååñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì îäíîâðåìåííî f0, f1 è F , ïðè÷åì òàêîå, ÷òî ñòå-
ïåíü ýòèõ îòîáðàæåíèé â Q′ òàêàÿ æå, êàê â Q. Áóäåì ñ÷èòàòü Q′ = Q.

Ìíîæåñòâî F−1(Q) áóäåò ïîäìíîãîîáðàçèåì â M × I ðàçìåðíîñòè 1; èç êîìïàêò-
íîñòè ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî îíî áóäåò ïðåäñòàâëÿòü èç ñåáÿ îáúåäèíåíèå íåêîòîðîãî
÷èñëà îêðóæíîñòåé è íåêîòîðîãî ÷èñëà îòðåçêîâ (ýòî èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, à ñòðîãîå
äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [5, ñòð. 137-139]), ïðè÷åì êîíöû îòðåçêîâ áóäóò ëåæàòü íà êðàÿõ
M × 0 è M × 1 (íàáîðû ýòèõ êîíöîâ è áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïîëíûå ïðîîáðàçû
Q).

I

M

-

-

f1

f0

�
�
�
� �
 �	

��

� ���

��

Îêðóæíîñòè íå áóäóò èìåòü òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ ýòèìè êðàÿìè, è, ñëåäîâàòåëüíî,
íèêàê íå ïîâëèÿþò íà ñòåïåíü. Îòðåçêè ìîãóò áûòü äâóõ òèïîâ: ñ êîíöàìè íà îäíîé
èëè íà ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ êðàÿ.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îðèåíòèðóþùèé àòëàñ äëÿ M , è âîçüìåì êîîðäèíàòó t íà I.
Ðàññìîòðèì îäèí èç îòðåçêîâ L ñ êîíöàìè a è b. Òîãäà èìååì êàðòó (x1

α, · · · , xnα, t) â
îêðåñòíîñòè a, à â îêðåñòíîñòè b � êàðòó (x1

β, · · · , xnβ, t).

6
t

-φ

a b

' $' $' $
• •

Ïî òåîðåìå Ñàðäà, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V òî÷êè Q, ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç
ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé. Òîãäà ñðåäè ñâÿçíûõ êîìïîíåíò F−1(V ) áóäåò ñîäåðæàòüñÿ
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íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü îòðåçêà L. Çàäàäèì â ýòîé îêðåñòíîñòè êàðòó (êîîðäèíàòû)
(y1
γ, · · · , ynγ , φ), ãäå (y1

γ, · · · , ynγ ) � êàðòà íà V , à φ � ïàðàìåòð âäîëü îòðåçêà.
Ïîëîæèì ε(a) = ε(fτ , Q, a), ãäå τ âûáèðàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, íà êàêîé

÷àñòè ãðàíèöû ëåæèò a; àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ε(b). Òîãäà

ε(a) = sgn det
∂(y1

γ, · · · , ynγ )

∂(x1
α, · · · , xnα)

= sgn det
∂(x1

α, · · · , xnα)

∂(y1
γ, · · · , ynγ )

,

ε(b) = sgn det
∂(y1

γ, · · · , ynγ )

∂(x1
β, · · · , xnβ)

= sgn det
∂(x1

β, · · · , xnβ)

∂(y1
γ, · · · , ynγ )

.

Òàê êàê ìû âûáðàëè îðèåíòèðóþùèé àòëàñ, èìååì ðàâåíñòâî

sgn det
∂(x1

α, · · · , xnα, t)
∂(y1

γ, · · · , ynγ , φ)

∣∣∣∣
a

= sgn det
∂(x1

β, · · · , xnβ, t)
∂(y1

γ, · · · , ynγ , φ)

∣∣∣∣
b

.

Íî òàê êàê ∂t
∂yiγ

= 0, èìååì

sgn det
∂(x1

α, · · · , xnα, t)
∂(y1

γ, · · · , ynγ , φ)

∣∣∣∣
a

= sgn det
∂(x1

α, · · · , xnα)

∂(y1
γ, · · · , ynγ )

sgn (
∂t

∂φ
)

∣∣∣∣
a

=

= ε(a) sgn (
∂t

∂φ
)

∣∣∣∣
a

,

sgn det
∂(x1

β, · · · , xnβ, t)
∂(y1

γ, · · · , ynγ , φ)

∣∣∣∣
b

= sgn det
∂(x1

β, · · · , xnβ)

∂(y1
γ, · · · , ynγ )

sgn (
∂t

∂φ
)

∣∣∣∣
b

=

= ε(b) sgn (
∂t

∂φ
)

∣∣∣∣
b

.

Åñëè îòðåçîê èìåë îáà êîíöà íà îäíîé ÷àñòè ãðàíèöû, òî ∂t
∂φ

èìååò ðàçíûå çíàêè íà
êîíöàõ, à åñëè íà ðàçíûõ � îäèíàêîâûå. Çíà÷èò, îòðåçîê ñ êîíöàìè íà îäíîé ÷àñòè
äàñò äâà âçàèìíî óíè÷òîæàþùèõñÿ âêëàäà â ñóììó äëÿ ñòåïåíè ñîîòâåòñòâóþùåé
ôóíêöèè, à îòðåçîê ñ êîíöàìè íà ðàçíûõ ÷àñòÿõ äàñò äâà îäèíàêîâûõ ÷ëåíà â îáå
ñóììû. Òåîðåìà äîêàçàíà. �
Çàäà÷à 11.4. Ñ ïîìîùüþ ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó àëãåá-
ðû.

Òåîðåìà 11.5 Ïóñòü f : M → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ñâÿçíûõ êîìïàêòíûõ
îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé îäíîé ðàçìåðíîñòè n áåç êðàÿ, Ω ∈ Λn(N). Òîãäà∫

M

f ∗Ω = (deg f)

∫
N

Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ëîêàëüíûå êàðòû

(x1
β, . . . , x

n
β), (y1

α, . . . , y
n
α),

íà M è íà N , ñîîòâåòñòâåííî, Ω = φ dy1 ∧ . . . ∧ dyn Èìååì

f ∗Ω(x) = φ(f(x))d(y1
α(x1

β, . . . , x
n
β), . . . , ynα(x1

β, . . . , x
n
β) =
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= φ(f(x))det (
∂yjα
∂xiβ

)dx1
β ∧ · · · ∧ dxnβ.

Ïóñòü N = K ∪ R, ãäå K � ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ, à R � ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé.
Ðàçîáüåì R íà àòëàñ èç äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèõ êàðò Uα òàê, ÷òî ïðîîáðàçû îäíîé
êàðòû íå ïåðåñåêàþòñÿ è f íà êàæäîé èç êîìïîíåíò ïðîîáðàçà åñòü äèôôåîìîðôèçì.

Ïóñòü f−1Uα = V1 ∪ · · · ∪ Vr. Ðàññìàòðèâàÿ äèôôåîìîðôèçì êàê ãëàäêóþ çàìåíó
ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå, áóäåì èìåòü∫

Vs

f ∗Ω =

∫
Vs

φ(f(x))det (
∂yjα
∂xiβ

)dx1
β ∧ · · · ∧ dxnβ =

= sgn det (
∂yjα
∂xiβ

)

∫
Uα

Ω.

Ñóììèðóÿ, ïîëó÷èì ∫
f−1Uα

f ∗Ω = deg f

∫
Uα

Ω.

Çíà÷èò,
∫

f−1R

f ∗Ω = deg f
∫
R

Ω = deg f
∫
N

Ω, òàê êàê ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê K

èìååò ìåðó íóëü. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë îò f ∗Ω ïî f−1K ðàâåí íóëþ.
Ýòî òàê, ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè ìåðà ìíîæåñòâà íåêðèòè÷å-
ñêèõ òî÷åê â ïðîîáðàçå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ðàâíà íóëþ; â êðèòè÷åñêèõ æå òî÷êàõ
îáðàùàåòñÿ â íóëü f ∗Ω. �
Îïðåäåëåíèå 11.6. ÏóñòüM ⊂ Rn � n−1-ìåðíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, êîìïàêòíîå
çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ãàóññîâî
ñôåðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå Γ : M → Sn−1, ãäå Sn−1 ⊂ Rn � åäèíè÷íàÿ ñôåðà:

Γ(P ) := ~n(P ), ~n(P )� åäèíè÷íàÿ îðèåíòèðóþùàÿ íîðìàëü.

Íà ñôåðå Sn−1 ⊂ Rn îïðåäåëåíà ôîðìà îáúåìà � çàìêíóòàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ôîðìà ΩS ðàíãà n− 1, à íà M � ôîðìà îáúåìà ΩM è ôîðìà êðèâèçíû KΩM = K dσ,
ãäå K � ãàóññîâà êðèâèçíà.

Ëåììà 11.7 Γ∗ΩS = KΩM .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â íåðåãóëÿðíûõ òî÷êàõ Γ îáå ÷àñòè äîêàçûâàåìî-
ãî ðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â íîëü. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè P ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïî-
âåðõíîñòü M çàäàíà â âèäå ãðàôèêà xn = f(x1, . . . , xn−1), ïðè÷åì P ñîîòâåòñòâóþò
íóëåâûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò è ~n(P ) ïàðàëëåëüíà îñè Oxn, à íà Sn−1 â îêðåñòíîñòè
Γ(P ) òàêæå ìîæíî âçÿòü êîîðäèíàòû (x1, . . . , xn−1). Òîãäà, êàê óæå îäíàæäû áûëî

äîêàçàíî äëÿ n = 3 (ñð. 9.16), K = det
∥∥∥ ∂2f
∂xi∂xj

∥∥∥, gij = δij, à ΩS|Γ(P ) = dx1∧ . . .∧dxn−1.

Ïî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 9.16 è â åå îáîçíà÷åíèÿõ

~n =
(f1, . . . , fn−1,±1)√

1 + (f1)2 + . . .+ (f 2
n−1)

.

Ïîñêîëüêó fi(P ) = 0, òî

f ∗ΩS = d

(
f1√

1 + (f1)2 + . . .+ (f 2
n−1)

)
∧ . . . ∧ d

(
fn−1√

1 + (f1)2 + . . .+ (f 2
n−1)

)
=
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= . . . ∧

(
dfi√

1 + (f1)2 + . . .+ (f 2
n−1)

− fi(f1df1 + . . .+ fn−1dfn−1)

(
√

1 + (f1)2 + . . .+ (f 2
n−1))3

)
∧ . . . =

=
(
fj1dx

j
)
∧. . .∧

(
fj,n−1dx

j
)

= det

∥∥∥∥ ∂2f

∂xi∂xj

∥∥∥∥ dx1∧. . .∧dxn−1 = K(P ) dx1∧. . .∧dxn−1.�

Èç ýòîé ëåììû è òåîðåìû 11.5 ñðàçó ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 11.8 (Ãàóññ � Áîííå). Ïóñòü â ïðåäûäóùåé ëåììå n = 3. Òîãäà
∫
M

K dσ =∫
M

K ΩM = 4π deg Γ. �

Çàäà÷à 11.9. Íàéòè ñòåïåíü ãàóññîâà ñôåðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ òîðà.

12 Äîïîëíåíèÿ

Ëåììà 12.1 Ïóñòü X � ëîêàëüíî åâêëèäîâî è õàóñäîðôîâî. Åñëè X ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíîãî íàáîðà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ X = ∪iLi, òî X
óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî Li íàéäåì ïîêðûòèå îêðåñòíîñòÿìè, ãîìåîìîðô-
íûìè Rn è âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Áåðÿ îáúåäèíåíèå ýòèõ ïîäïîêðûòèé
ïî âñåì Li, ïîëó÷èì ñ÷åòíîå ïîêðûòèå âñåãî X, ïðè÷åì êàæäîå èç ìíîæåñòâ èìååò
ñ÷åòíóþ áàçó (áóäó÷è ãîìåîìîðôíûì Rn). Çíà÷èò, è X èìååò ñ÷åòíóþ áàçó. �

Òåîðåìà 12.2 Ïóñòü X � ñâÿçíîå, ëîêàëüíî åâêëèäîâî è õàóñäîðôîâî. Òîãäà ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. X óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè;

2. X ïàðàêîìïàêòíî;

3. X äîïóñêàåò êîìïàêòíîå èñ÷åðïàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. 2 ⇒ 1. Ïóñòü {Uα} � ïîêðûòèå X ñ ãîìåîìîðôèçìàìè ϕα :
Uα → Rn. Ïóñòü U = {ϕ−1

α (B)} � íàáîð ïðîîáðàçîâ âñåõ îòêðûòûõ øàðîâ êîíå÷-
íûõ ðàäèóñîâ ïî âñåì α. Òîãäà U = {U} � íîâîå îòêðûòîå ïîêðûòèå (èçìåëü÷åíèå
{Uα}) èç ýëåìåíòîâ ñ êîìïàêòíûìè çàìûêàíèÿìè. Â ñèëó ïàðàêîìïàêòíîñòè âûáå-
ðåì ëîêàëüíî-êîíå÷íîå èçìåëü÷åíèå V äëÿ U . Ïðè ýòîì, äëÿ ëþáîãî V ∈ V , V ⊂ U
äëÿ íåêîòîðîãî U è òåì ñàìûì, êîìïàêòíî.

Çàôèêñèðóåì V1 ∈ V . Çàìåòèì, ÷òî X ñâÿçíî è ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî, ïîýòîìó
ëèíåéíî ñâÿçíî. Äëÿ êàæäîãî V ∈ V âûáåðåì x ∈ V1 è x

′ ∈ V è ïóòü γ, ñîåäèíÿþùèé
èõ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íàáîð îòêðûòûõ ìíîæåñòâ V1, . . . , VN = V , Vi ∈ V , òàêèõ ÷òî
Vi ∩ Vi+1 6= ∅. Ïóñòü N(V ) � ìèíèìàëüíàÿ äëèíà òàêîãî íàáîðà. Òîãäà âîçíèêàåò
îòîáðàæåíèå V 7→ N(V ), V → N. Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà èìååò òîëüêî
êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîîáðàçîâ, òî ìû ïîêàæåì ÷òî V ñ÷åòíî. Ïðè ýòîì X ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì êîìïàêòíûõ V . Ïîýòîìó ëåììà 12.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî X óäîâëåòâîðÿåò
âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè.

Îñòàëîñü îöåíèòü ÷èñëî ïðîîáðàçîâ. Ïóñòü V≤m+1 � ïðîîáðàç {1, . . . ,m+ 1} ⊂ N.
Äëÿ 1 îíî ðàâíî 1 (òîëüêî ñàìî V1) � áàçà èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V≤m êî-
íå÷íî, òàê ÷òî Km := ∪V ∈V≤mV êîìïàêòíî. Â ñèëó ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè V äëÿ
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êàæäîãî x ∈ Km íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Ux, ïåðåñåêàþùàÿñÿ òîëüêî ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì V ∈ V . Âûáèðàÿ êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå äëÿ {Ux}x∈Km , âèäèì, ÷òî ÷èñëî òåõ V ,
êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ñ Kn, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Íî V≤m+1 ñîñòîèò èç íåêîòîðûõ V ,
ïåðåñåêàþùèõ Km, òàê ÷òî è îíî êîíå÷íî.

1 ⇒ 3. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñ÷åòíàÿ áàçà B = {Vi} ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ
ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì (ïîëüçóÿñü ëîêàëüíîé åâêëèäîâîñòüþ). Áóäåì ñ÷èòàòü
áàçó óïîðÿäî÷åííîé: V1, V2, . . .. Ïóñòü K1 = V1. Ïî èíäóêöèè ïî m ïóñòü im òàêîé
íàèìåíüøèé íîìåð, ÷òî Km ⊂ V1 ∪ · · · ∪ Vim . Òîãäà ïîëîæèì

Km+1 := V1 ∪ · · · ∪ Vim .

Ïðè ýòîì èç îïðåäåëåíèÿ âèäèì, ÷òî im âîçðàñòàåò (çàìûêàíèå óâåëè÷èâàåò îáúåäè-
íåíèå îòêðûòûõ, ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî).

3⇒ 2. Ïóñòü {Ki} � êîìïàêòíîå èñ÷åðïàíèå X. Ðàññìîòðèì îòêðûòûå ìíîæå-
ñòâà Wi = Int (Ki). Òîãäà Wi ⊂ Ki êîìïàêòíî äëÿ êàæäîãî i è Wi îáðàçóþò îòêðûòîå
ïîêðûòèå X, ïðè÷åì Wi ⊂ Wi+1 è Wi \Wi−1 êîìïàêòíî.

Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîêðûòèå {Uα}. Ïðè i ≥ 3 êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ïîêðûòî
îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè

Vα,i := Uα ∩Wi+1 ∩ (X \Wi−2).

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìîæåì íàéòè êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Vi ⊂ {Vα,i}. Ïðè i = 1 èëè
2 ïîëîæèì

Vα,i := Uα ∩W3,

è ïîëó÷èì îòêðûòîå ïîêðûòèåWi. Ñîîòâåòñòâóþùèå êîíå÷íûå ïîäïîêðûòèÿ îáîçíà-
÷èì òîæå Vi.

Òîãäà ∪i≥1Vi � èñêîìîå ëîêàëüíî-êîíå÷íîå èçìåëü÷åíèå. Äåéñòâèòåëüíî îíî ÿâëÿ-
åòñÿ èçìåëü÷åíèåì ïî ïîñòðîåíèþ: Vα,i ⊂ Uα äëÿ ëþáûõ α è i. Îíî ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî-
êîíå÷íûì, ïîñêîëüêó ëþáîé x ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó Wi \Wi−1, à çíà÷èò, îêðåñò-
íîñòè Wi \Wi−2, à ïî ïîñòðîåíèþ, òîëüêî ýëåìåíòû Vi+1, Vi è Vi−1 ïåðåñåêàþòñÿ ñ
ýòîé îêðåñòíîñòüþ. �
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