
ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ
ýêçàìåíà ïî êóðñó

�ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÀß ÃÅÎÌÅÒÐÈß È ÒÎÏÎËÎÃÈß�
(îñåííèé ñåìåñòð 2024/25 ó÷. ãîäà, ëåêòîð - ïðîô. Å.Â.Òðîèöêèé)

Ïðåäâàðèòåëüíàÿ âåðñèÿ ïî ñîñòîÿíèþ íà 10 íîÿáðÿ 2024 ã.

Ïðîãðàììà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ñïèñêà òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñîâ è ñïèñêà çàäà÷. Çàäà÷è
èç ñïèñêà äåëÿòñÿ íà òðè òèïà:

1) Çàäà÷è, êîòîðûå ïðèëàãàþòñÿ ê áèëåòó (ò.î. áèëåò ôàêòè÷åñêè ñîñòîèò èç äâóõ òåîðåòè-
÷åñêèõ âîïðîñîâ è çàäà÷è), îíè ïîìå÷åíû áóêâîé �Ç�.

2) Çàäà÷è, â êîòîðûõ äîêàçûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ôàêòû òåîðåòè÷åñêîãî âîïðîñà (êàê
ïðàâèëî, âûêëàäêè èëè ðàññóæäåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå íîâûõ ïîíÿòèé è ìåòîäîâ, èëè èçâåñòíûå
èç äðóãèõ êóðñîâ). Îíè ïîìå÷åíû áóêâîé �Á�. Â òîì âîïðîñå ïðîãðàììû, â êîòîðîì äàííàÿ
çàäà÷à äîëæíà áûòü èçëîæåíà âìåñòå ñ ðåøåíèåì, èìååòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîìåòêà �âêëþ÷àÿ
çàäà÷ó òàêóþ-òî�. Â ôîðìóëèðîâêàõ âîïðîñîâ â ýêçàìåíàöèîííûõ áèëåòàõ ýòèõ ïîìåòîê óæå
íå áóäåò.

3) Ïðî÷èå çàäà÷è, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, êàê ìàòåðèàë äëÿ
äîïîëíèòåëüíûõ âîïðîñîâ íà ýêçàìåíå. Îíè ïîìå÷åíû áóêâîé �Ï�.

ÑÏÈÑÎÊ ÂÎÏÐÎÑÎÂ

1. Ñâÿçíîñòü è ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü. Ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ïîíÿòèÿìè.

2. Õàóñäîðôîâîñòü. Íîðìàëüíîñòü. Ëåììà Óðûñîíà. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Òèòöå î ïðî-
äîëæåíèè. Ðàçáèåíèå åäèíèöû.

3. Êîìïàêòíîñòü. Íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà íà õàóñäîðôîâî ÿâëÿ-
åòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. (âêëþ÷àÿ çàäà÷ó 16)

4. Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, äèôôåîìîðôèçì. Ñóùåñòâîâàíèå àòëàñà ñ
êàðòàìè, äèôôåîìîðôíûìè øàðó (Rn). (âêëþ÷àÿ çàäà÷è 23, 24)

5. Ñóùåñòâîâàíèå ãëàäêîãî ðàçáèåíèÿ åäèíèöû.

6. Ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ êàê ìíîãîîáðàçèå.

7. Òðè îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà, ýêâèâàëåíòíîñòü èõ. (âêëþ÷àÿ çàäà÷è 28, 29, 30,
31)

8. Êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå, ýêâèâàëåíòíîñòü òðåõ îïðåäåëåíèé. (âêëþ÷àÿ çàäà÷ó 32)

9. Ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå. Ïðîîáðàç ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ. (âêëþ÷àÿ çàäà÷ó 36)

10. Ïîãðóæåíèå, âëîæåíèå, âëîæåíèå â ñèëüíîì ñìûñëå, ïîäìíîãîîáðàçèå. Òåîðåìà î ñâÿçè
îáðàçà âëîæåíèÿ è ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Ôîðìóëèðîâêà ëåììû Ñàðäà. (âêëþ÷àÿ çàäà÷ó 35)

11. Ñëàáàÿ òåîðåìà Óèòíè.

12. Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå.

13. Ïîíÿòèå îðèåíòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì. Êðàé. Îðèåíòàöèÿ êðàÿ ãëàäêîãî îðè-
åíòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ. (âêëþ÷àÿ çàäà÷ó 45)
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14. Ðèìàíîâà ìåòðèêà, òåíçîðíûé ïîäõîä, ñóùåñòâîâàíèå. Ïðîîáðàç, èíäóöèðîâàííàÿ ìåò-
ðèêà. (âêëþ÷àÿ çàäà÷è 46, 47, 48, 49)

15. Òåíçîðû, ñóììà, ïðîèçâåäåíèå, ñâåðòêà, àëüòåðíèðîâàíèå è ñèììåòðèðîâàíèå òåíçîðîâ.
(âêëþ÷àÿ çàäà÷è 64)

16. Òåíçîðíûå ïîëÿ è ïîëèëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ. (âêëþ÷àÿ çàäà÷ó 63)

17. Ïîäíÿòèå è îïóñêàíèå èíäåêñîâ ó òåíçîðà. (âêëþ÷àÿ çàäà÷è 67, 68)

18. Òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè òåíçîðà â âèäå ñóììû òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé ïðîñòåéøèõ
òåíçîðîâ. (âêëþ÷àÿ çàäà÷è 66)

19. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû è àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íàä íèìè. Ïðåäñòàâëåíèå äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ôîðì â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. (âêëþ÷àÿ çàäà÷è 70, 71, 72)

20. Êîâàðèàíòíûé ãðàäèåíò âåêòîðíîãî ïîëÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Çàêîí èçìåíåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè ïðè çàìåíå êîîðäèíàò.

21. Êîâàðèàíòíûé ãðàäèåíò òåíçîðíûõ ïîëåé ïðîèçâîëüíîé âàëåíòíîñòè â åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. (âêëþ÷àÿ çàäà÷è 75, 77)

22. Àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü. Åå ñâîéñòâà è õàðàêòåðèçàöèÿ èìè.

23. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü, àññîöèèðîâàííàÿ ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé. (âêëþ÷àÿ çàäà÷ó
78)

24. Ôîðìóëû êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ è âäîëü êðèâîé.

25. Îïåðàöèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîâàðèàíòíîé
ïðîèçâîäíîé. Ñâÿçíîñòü íà ïîâåðõíîñòè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

26. Ñîõðàíåíèå äëèíû è óãëà ìåæäó âåêòîðàìè ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíåñåíèè.

27. Ãåîäåçè÷åñêèå. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.
(âêëþ÷àÿ çàäà÷ó 81)

28. Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè îêðåñòíîñòè ñ óñëîâèåì åäèí-
ñòâåííîñòè �êîðîòêîé� ãåîäåçè÷åñêîé.

29. Òåíçîð êðèâèçíû Ðèìàíà.

30. Ñâîéñòâà ñèììåòðèè è êîñîé ñèììåòðèè òåíçîðà êðèâèçíû.

31. Ôîðìóëû äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà êðèâèçíû ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè. (âêëþ÷àÿ çàäà÷ó 83)

32. Òåíçîð Ðè÷÷è è ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà. Ñâÿçü ñ ãàóññîâîé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè.

33. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êîìïîíåíò òåíçîðà Ðèìàíà. (âêëþ÷àÿ çàäà÷ó 88)

34. Òåîðåìà î íåçàâèñèìîñòè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ îò êðèâîé ñðåäè ãîìîòîïíûõ ïðè
íóëåâîì òåíçîðå êðèâèçíû.

35. Âíåøíèé äèôôåðåíöèàë è åãî ñâîéñòâà. (âêëþ÷àÿ çàäà÷è 109, 110, 111, 112, 113)
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36. Ïîíÿòèå êîãîìîëîãèé ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðîîáðàç äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ïðè
ãëàäêîì îòîáðàæåíèè. Ñâÿçü ñ ãîìîòîïèÿìè. (âêëþ÷àÿ çàäà÷è 116, 117)

37. Ïîíÿòèå èíòåãðàëà äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ïî îðèåíòèðîâàííîìó ìíîãîîáðàçèþ.
Íåçàâèñèìîñòü èíòåãðàëà îò âûáîðà ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. (âêëþ÷àÿ çàäà÷è 124,
126)

38. Îáùàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà.

39. Îáúåì ðèìàíîâa îðèåíòèðîâàííîãî êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

40. Îïðåäåëåíèå ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ, åå êîððåêòíîñòü è ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü.

41. Òåîðåìà î ñâÿçè ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ è èíòåãðàëà îò ôîðìû.

42. Ãàóññîâî ñôåðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå è òåîðåìà Ãàóññà-Áîííå.

ÑÏÈÑÎÊ ÇÀÄÀ×

1. (Ç) Ïðèâåñòè ïðèìåð áèåêòèâíîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ãîìåîìîð-
ôèçìîì.

2. (Ç) Îòðåçîê [a, b] ⊂ R ñâÿçåí è ëèíåéíî ñâÿçåí.

3. (Ç) Îáðàç ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè ñâÿçåí.

4. (Ç) Ïðèâåñòè ïðèìåð ñâÿçíîãî, íî íå ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà.

5. (Ï) Ïðèâåñòè ïðèìåð íåõàóñäîðôîâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

6. (Ç) Äîêàçàòü, ÷òî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå õàóñäîðôîâûõ ïðîñòðàíñòâ õàóñäîðôîâî.

7. (Ç) Äîêàçàòü, ÷òî â õàóñäîðôîâîì ïðîñòðàíñòâå êàæäàÿ òî÷êà çàìêíóòà.

8. (Ç) Âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî.

9. (Ç) Ïóñòü f : X → X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà. Äîêàçàòü,
÷òî ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê Ff := {x ∈ X | f(x) = x} çàìêíóòî.
10. (Ç) Äîêàçàòü, ÷òî X õàóñäîðôîâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèàãîíàëü ∆ := {(x, y) |x =
y} ⊂ X ×X çàìêíóòà â X ×X.

11. (Ç) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå f : X → Y â õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî Y íåïðå-
ðûâíî òî ãðàôèê Γf := {(x, f(x)) | x ∈ X} ⊂ X × Y çàìêíóò â X × Y .
12. (Ç) (Òåîðåìà Òèòöå î ïðîäîëæåíèè) Ïóñòü X � íîðìàëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî, f : F → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà f ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
g : X → R. Åñëè f îãðàíè÷åíà, òî è g ìîæíî âûáðàòü îãðàíè÷åííîé òîé æå êîíñòàíòîé.

13. (Ç) Äîêàçàòü, ÷òî îòðåçîê [a, b] êîìïàêòåí.

14. (Ç) Äîêàçàòü, ÷òî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà êîìïàêòíî.

15. (Ç) Äîêàçàòü, ÷òî êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà çàìêíóòî.

16. (Á) Äîêàçàòü, ÷òî íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòà êîìïàêòåí.

17. (Ï) Ïóñòü f : X → R
1 � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå X. Òîãäà

f îãðàíè÷åíà è ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ.

18. (Ç) Ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîãîîáðàçèÿ ñ íåñîãëàñîâàííûìè ãëàäêèìè ñòðóêòóðàìè, ò. å. ñ
äâóìÿ òàêèìè ãëàäêèìè àòëàñàìè (Ui, ϕi) è (Vj , ψj), ÷òî {(Ui, ϕi), (Vj , ψj)} íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
àòëàñîì.
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19. (Ç) Äîêàçàòü, ÷òî Sn ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì.

20. (Ç) Äîêàçàòü, ÷òî RPn ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì.

21. (Ç) Áóäóò ëè ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè ãðàíèöà êâàäðàòà è âîñüìåðêà (ïîäìíîæåñòâà
R

2) ?

22. (Ç) Äîêàçàòü, ÷òî S2 � êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.

23. (Á) Äîêàçàòü, ÷òî èç ãëàäêîñòè ôóíêöèè ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîé êàðòå ñëåäóåò ãëàä-
êîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîé.

24. (Á) Äîêàçàòü, ÷òî èç ãëàäêîñòè îòîáðàæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîé ïàðå êàðò ñëå-
äóåò ãëàäêîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîé.

25. (Ç) Ïðîâåðèòü, ÷òî ôîðìóëû

yk =
xk√

ε2 − (x1)2 − (x2)2 − . . .− (xn)2
, k = 1, . . . , n,

xk =
ε yk√

1 + (y1)2 + (y2)2 + . . .+ (yn)2
, k = 1, . . . , n,

çàäàþò äèôôåîìîðôèçì Bε(0) ⊂ R
n è R

n.

26. (Ç) Ïðèâåñòè ïðèìåð ãëàäêîãî ãîìåîìîðôèçìà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.

27. (Ï) Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïîä÷èíåííîãî ðàçáèåíèÿ åäèíèöû äëÿ ëîêàëüíî-êîíå÷íîãî
àòëàñà (íåêîìïàêòíîãî) ìíîãîîáðàçèÿ.

28. (Á) (îïðàâäàíèå îïðåäåëåíèÿ) Ïóñòü γ : (−1; 1) → M � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà
ñîîòâåòñòâèå

ξγ : (x1, . . . , xn) 7→
(
dx1

dt
, . . . ,

dxn

dt

)∣∣∣∣∣
t=0

ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì. Çäåñü â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1, . . . , xn) îòîáðàæåíèå γ çàäàíî
êàê (x1(t), . . . , xn(t)).

29. (Á) Êàæäûé êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå P îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè êîìïîíåí-
òàìè îòíîñèòåëüíî îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

30. (Á) Ïóñòü (x1, . . . , xn) � ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè P ∈ M , P =
(x10, . . . , x

n
0 ), à ξ ∈ TPM èìååò êîîðäèíàòû ξi. Òîãäà ñîîòâåòñòâèå

f 7→
n∑
i=1

∂f

∂xi
(x10, . . . , x

n
0 )ξi

íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è îïðåäåëÿåò îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ.

31. (Á) Äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü òðåòüåãî îïðåäåëåíèÿ (÷åðåç äèôôåðåíöèðîâàíèÿ) êàñà-
òåëüíîãî âåêòîðà äâóì äðóãèì.

32. (Á) Äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü òðåõ îïðåäåëåíèé äèôôåðåíöèàëà.

33. (Ç) Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîãðóæåíèÿ, âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî íà îáðàç, íî íå ÿâëÿþùåãîñÿ
âëîæåíèåì.

34. (Ç) Äëÿ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé âëîæåíèå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì.

35. (Á) Äîêàçàòü, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå àâòîìàòè÷åñêè çàìêíóòî.
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36. (Á) Ïóñòü f : M → N , à Q0 ∈ N � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå f . Òîãäà MQ0 := f−1(Q0) ÿâëÿ-
åòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì, dimMQ0 = dimM − dimN . Â êà÷åñòâå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò
â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè MQ0 ìîæíî âçÿòü íåêîòîðûå (m− n) êîîðäèíàò M .

37. (Ç) Ïðèâåñòè ïðèìåð òàêîãî âëîæåíèÿ, ÷òî îáðàç íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì (è äàæå
ìíîãîîáðàçèåì).

38. (Ç) Îðèåíòèðîâàòü îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå ìîæíî ðîâíî äâóìÿ ñïîñîáàìè.

39. (Ç) Íàçîâåì çàìêíóòûé ïóòü â ìíîãîîáðàçèèM äåçîðèåíòèðóþùèì, åñëè èìååòñÿ íàáîð
êàðò U1, . . . , Uk ïîêðûâàþùèõ åãî, ïðè÷åì êàæäàÿ ïåðåñåêàåòñÿ òîëüêî ñ äâóìÿ ñîñåäíèìè, à
âñå ÿêîáèàíû ïåðåõîäà, êðîìå îäíîãî, ïîëîæèòåëüíû. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå íåîðèåíòè-
ðóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååòñÿ äåçîðèåíòèðóþùèé ïóòü.

40. (Ç) Íàçîâåì ëîêàëüíîé îðèåíòàöèåé âûáîð îðèåíòàöèè (ò. å. áàçèñà) â êàæäîì êàñà-
òåëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ëîêàëüíî ïîñòîÿííà, åñëè äëÿ êàæäîé êàðòû
U ñòàíäàðòíûé áàçèñ ∂i çàäàåò ëîêàëüíóþ îðèåíòàöèþ â ïðåäåëàõ êàðòû ëèáî âî âñåõ òî÷êàõ
ñîâïàäàþùóþ ñ äàííîé, ëèáî åé ïðîòèâîïîëîæíóþ. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå îðèåíòèðóåìî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååòñÿ ëîêàëüíî ïîñòîÿííàÿ îðèåíòàöèÿ.

41. (Ç) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ Sn è T 2 îðèåíòèðóåìû.

42. (Ç) Äîêàçàòü, ÷òî êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå îðèåíòèðóåìî.

43. (Ç) Äîêàçàòü, ÷òî ëåíòà Ìåáèóñà åñòü íåîðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå.

44. (Ç) Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü RP 2 åñòü íåîðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå.

45. (Á) Ïðîâåðèòü, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ êàðò íà êðàé äåéñòâèòåëüíî îáðàçóþò àòëàñ.

46. (Á) Óñëîâèå, ÷òî ìàòðèöà ‖gij‖ ñèììåòðè÷åñêàÿ (íåâûðîæäåííàÿ) ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííàÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ êàæäîé òî÷êè P ∈M òîëüêî â îäíîé êàðòå.

47. (Á) Ïðîâåðèòü èíâàðèàíòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðèìà-
íîâîé ìåòðèêè.

48. (Á) Ïðîâåðèòü ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé áèëèíåéíîé ôîðìû íàä òî÷êîé ÷åðåç òåí-
çîðíûé çàêîí è êàê ôîðìû íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå.

49. (Á) Ïðîâåðèòü ñîãëàñîâàííîñòü äâóõ îïðåäåëåíèé îáðàòíîãî îáðàçà.

50. (Ç) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè i : N → M � ïîãðóæåíèå (â ÷àñòíîñòè, âëîæåíèå), à g � ðèìà-
íîâà ìåòðèêà íà M , òî i∗g � ðèìàíîâà ìåòðèêà íà N . Ïî÷åìó ýòî íå òàê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
îòîáðàæåíèÿ ?

51. (Ç) Äîêàçàòü òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ðèìàíîâîé ìåòðèêè ñ ïîìîùüþ ðàçáèåíèÿ åäè-
íèöû (áåç òåîðåìû Óèòíè).

52. (Ç) Ïîêàçàòü, ÷òî òåíçîð òèïà (1, 1), èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî îðòîãîíàëüíûõ çàìåí
êîîðäèíàò, ïðîïîðöèîíàëåí òåíçîðó δij .

53. (Ç) Ïîêàçàòü, ÷òî òåíçîð òðåòüåé âàëåíòíîñòè, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëü-
íûõ çàìåí êîîðäèíàò, ðàâåí íóëþ.

54. (Ç) Íàéòè îáùèé âèä òåíçîðà ÷åòâåðòîé âàëåíòíîñòè, èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî ïðî-
èçâîëüíîé çàìåíû êîîðäèíàò.

55. (Ï) Âûðàçèòü ñëåä ìàòðèöû â âèäå ðåçóëüòàòà òåíçîðíûõ îïåðàöèé.

56. (Ç) Âûðàçèòü äåòåðìèíàíò ìàòðèöû â âèäå ðåçóëüòàòà òåíçîðíûõ îïåðàöèé.

57. (Ï) Äîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíû Cii , C
i
jC

j
i , C

i
jC

j
kC

k
i , âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ìíî-

ãî÷ëåíà det (C − λE).

58. (Ç) Íàéòè òèï òåíçîðà, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ñóòü êîýôôèöèåíòû
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1. âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,

2. ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

âåêòîðîâ â R
3 . Ïîêàçàòü, ÷òî ýòè òåíçîðû ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïóòåì ïîäûìàíèÿ èëè

îïóñêàíèÿ èíäåêñîâ.

59. (Ï) Ïóñòü X èìååò âàëåíòíîñòü (1, 0), W � (0, 1). Íàéòè ðàíã îïåðàòîðà X ⊗W .

60. (Ï) Òåíçîðíîå ïîëå df ÿâëÿåòñÿ êîâåêòîðíûì.

61. (Ï) Â òî÷êå êîâåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëàìè íà âåêòîðàõ.

62. (Ï) Áàçèñû { ∂
∂xi
} â TPM è {dxj} â T ∗PM äâîéñòâåííû.

63. (Á) Ïóñòü LT � "ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå òåíçîðó T , à TL � "òåí-
çîð ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëèëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ L. Äîêàçàòü, ÷òî

1. LT ïîëèëèíååí è íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.

2. TL äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò (p, q)-òåíçîðíîìó çàêîíó.

3. Ýòè îòîáðàæåíèÿ âçàèìíî îáðàòíû.

64. (Á) Ïðîâåðèòü òåíçîðíûé çàêîí äëÿ ñóììû òåíçîðîâ.

65. (Ç) Ïîêàçàòü íà ïðèìåðå, ÷òî ïåðåñòàíîâêà âåðõíåãî è íèæíåãî èíäåêñà íå ÿâëÿåòñÿ
òåíçîðíîé îïåðàöèåé. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé òåíçîðà òèïà (1, 1) (ëèíåéíîãî îïåðàòîðà). Ïîëó÷èòü
â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïîíÿòèå ñèììåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà Cij = Cji çàâèñèò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò.

66. (Á) Äîêàçàòü, ÷òî ëîêàëüíî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû êîîðäèíàò èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

T = T
i1...ip
j1...jq

∂

∂xi1
⊗ . . .⊗ ∂

∂xip
⊗ dxj1 ⊗ . . .⊗ dxjq .

Îíî åäèíñòâåííî.

67. (Á) Ïóñòü bij � íåâûðîæäåííîå òåíçîðíîå ïîëå òèïà (0, 2). Ïîä íåâûðîæäåííîñòüþ ïî-
íèìàåòñÿ óñëîâèå det ‖bij‖ 6= 0. Ïðîâåðèòü íåçàâèñèìîñòü ýòîãî óñëîâèÿ îò âûáîðà ñèñòåìû
êîîðäèíàò.

68. (Á) Äîêàçàòü, ÷òî êîìïîíåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû bjk, ò. å. óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
bjkbki = δji , îáðàçóþò òåíçîð òèïà (2, 0).

69. (Ç) Äîêàæèòå, ÷òî àëüòåðíèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì, îñóùåñòâëÿþ-
ùèì ïðîåêòèðîâàíèå íà êîñîñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû, à ñèììåòðè÷åñêèå ëåæàò â åãî ÿäðå.

70. (Á) Âûâåñòè èç îïðåäåëåíèÿ âíåøíåãî óìíîæåíèÿ, ÷òî

dxi1 ∧ . . . ∧ dxiq =
∑
σ∈Sq

(−1)σdxσ(i1 ⊗ . . .⊗ dxiq).

(ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíîâèâ àññîöèàòèâíîñòü âíåøíåãî óìíîæåíèÿ è ïðèäàâ òåì ñàìûì ñìûñë
ëåâîé ÷àñòè).

71. (Á) Äîêàçàòü, ÷òî âíåøíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ êîâåêòîðîâ îáðàçóþò áàçèñ â ïðî-
ñòðàíñòâå êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ (â òî÷êå). Íàéòè ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñèììåò-
ðè÷åñêèõ òåíçîðîâ. Èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ òåíçîðà òèïà (0, q) â ñóììó ñèììåò-
ðè÷åñêîãî è êîñîñèììåòðè÷åñêîãî.
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72. (Á) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû âíåøíåãî óìíîæåíèÿ íà ÿçûêå äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ôîðì äîñòàòî÷íî ïåðåìíîæèòü âûðàæåíèÿ, à çàòåì, ïóòåì ïåðåñòàíîâîê (ñ ó÷åòîì
çíàêîâ) óïîðÿäî÷èòü äèôôåðåíöèàëû.

73. (Ç) Âûðàæåíèå
√

det ‖gij‖dx1∧. . .∧dxn ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì îòíîñèòåëüíî çàìåí êîîðäèíàò
ñ ïîëîæèòåëüíûì ÿêîáèàíîì. Çäåñü gij � ðèìàíîâà ìåòðèêà.

74. (Ï) Ïîêàæèòå, ÷òî îáû÷íîå ÷àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå êîìïîíåíò òåíçîðíîãî ïîëÿ â
R
n íå ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé îïåðàöèåé.

75. (Á) ßâíûé âèä ∇ â Rn äëÿ îáùèõ òåíçîðîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî âûêëàäêàì äëÿ
âåêòîðíûõ è êîâåêòîðíûõ ïîëåé. Ïðîäåëàéòå ýòó âûêëàäêó.

76. Ïðîâåðèòü, ÷òî ∇ êîììóòèðóåò ñî ñâåðòêîé. (Ç)

77. (Á) Ïðîâåðèòü ïðàâèëî Íüþòîíà-Ëåéáíèöà êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèç-
âåäåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ òåíçîðíûõ ïîëåé.

78. (Á) Ðèìàíîâà ñâÿçíîñòü ∇ íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè êîììóòèðóåò ñ îïåðàöèÿìè ïîä-
íÿòèÿ è îïóñêàíèÿ èíäåêñîâ.

79. (Ç) Äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü òðåáîâàíèé åâêëèäîâîñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòðèêè è åâ-
êëèäîâîñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ ñâÿçíîñòè.

80. (Ç) Åñëè äâå ãåîäåçè÷åñêèå ñîïðèêàñàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå, òî îíè ñîâïàäàþò.

81. (Á) Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíåñåíèè âåêòîðà âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè
óãîë ìåæäó íèì è êàñàòåëüíûì âåêòîðîì îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì.

82. (Ç) Ïîêàçàòü, ÷òî â êîîðäèíàòàõ, çàäàííûõ îòîáðàæåíèåì exp, âñå Γijk îáðàùàþòñÿ â P0

â íóëü.

83. (Á) Âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà Ðèìàíà ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè.

84. (Ç) Äîêàçàòü, ÷òî òåíçîð Ðè÷÷è ñèììåòðè÷åí.

85. (Ï) ×åìó ðàâåí òåíçîð êðèâèçíû îäíîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ?

86. (Ï) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè Γijk � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè, òî Γijk −Γikj ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì.

87. (Ï) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè Γijk, Γ̃ijk � êîýôôèöèåíòû äâóõ ñâÿçíîñòåé, òî Γijk− Γ̃ijk ÿâëÿåòñÿ
òåíçîðîì.

88. (Á) Äîêàçàòü, ÷òî ∇kδij = 0.

89. (Ï) Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè.

90. (Ï) Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå.

91. (Ç) Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé íà ñôåðå. Íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ.

92. (Ç) Îïèñàòü îïåðàöèþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ ïî îñíîâàíèþ ïðÿìîãî êðóãîâîãî êî-
íóñà.

93. (Ç) Îïèñàòü îïåðàöèþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ ïî òðåóãîëüíèêó íà ñôåðå, îáðàçîâàí-
íîìó äâóìÿ ìåðèäèàíàìè è ýêâàòîðîì.

94. (Ï) Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè äâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ñîïðèêàñàþòñÿ ïî
íåêîòîðîé êðèâîé, òî îïåðàöèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ âäîëü ýòîé êðèâîé íå çàâèñèò îò
âûáîðà ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

95. (Ç) Âûïèñàòü â âåêòîðíîé ôîðìå ôîðìóëó êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé íà ïîâåðõíîñòè â
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
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96. (Ç) Âû÷èñëèòü, íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ êàñàòåëüíûé âåêòîð íà ïðÿìîì êðóãîâîì êîíó-
ñå â ðåçóëüòàòå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ âäîëü çàìêíóòîé êðèâîé. Óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü
îò ñïîñîáà ðàñïîëîæåíèÿ êðèâîé íà êîíóñå.

97. (Ç) Âû÷èñëèòü, íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ êàñàòåëüíûé âåêòîð íà ñôåðå â ðåçóëüòàòå
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ âäîëü ïàðàëëåëè.

98. (Ç) Âû÷èñëèòü, íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ êàñàòåëüíûé âåêòîð íà ñôåðå â ðåçóëüòàòå
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ âäîëü êðèâîé, ñîñòàâëåííîé èç äâóõ ìåðèäèàíîâ è ïàðàëëåëè.

99. (Ï) Óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü ìåæäó óãëîì ïîâîðîòà êàñàòåëüíîãî âåêòîðà íà ñôåðå â
ðåçóëüòàòå ïàðaëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ âäîëü çàìêíóòîé êðèâîé è ïëîùàäüþ îáëàñòè, îãðàíè-
÷åííîé ýòîé êðèâîé.

100. (Ç) Âû÷èñëèòü òåíçîð êðèâèçíû ñôåðû S2,

101. (Ç) Âû÷èñëèòü òåíçîð êðèâèçíû òîðà T 2, âëîæåííîãî â R3 ,

102. (Ç) Âû÷èñëèòü òåíçîð êðèâèçíû ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà,

103. (Ï) Âû÷èñëèòü òåíçîð êðèâèçíû öèëèíäðà.

104. (Ï) Íàéòè ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò òåíçîðà êðèâèçíû ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè
2, 3, 4 (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ñèììåòðèè îïèñàíû â òåîðåìå).

105. (Ç) Îïèñàòü ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè íà ïñåâäîñôåðå.

106. (Ç) Äîêàçàòü, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè-
÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà â êàæäîé òî÷êå íîðìàëüíà, ò.å. åå ãëàâíàÿ íîðìàëü
ïàðàëëåëüíà ê íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè.

107. (Ï) Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äâèæåíèè ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè ïåðåõîäÿò â ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè.

108. (Ï) Ïîêàæèòå, ÷òî èç íåïðåðûâíîé ãîìîòîïíîñòè äâóõ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé ñëåäóåò
èõ ãëàäêàÿ ãîìîòîïíîñòü.

109. (Á) Ãðàäèåíò äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû â êîîðäèíàòàõ ìîæíî ïîëó÷èòü �íåïîñðåä-
ñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì�. Ïðîâåðèòü.

110. (Á) Ïóñòü ω(1) è ω(2) � äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ñòåïåíåé p è q ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

d(ω(1) ∧ ω(2)) = dω(1) ∧ ω(2) + (−1)pω(1) ∧ dω(2).

111. (Á) Äëÿ ëþáîé ôîðìû ω èìååì d(dω) = 0.

112. (Á) Ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè âçÿòèè îáðàòíîãî îáðàçà ïîëó÷àåì äåéñòâèòåëüíî äèôôåðåí-
öèàëüíóþ ôîðìó.

113. (Á) Äîêàçàòü, ÷òî

ω1 ∧ ω2 = (−1)degω1degω2ω2 ∧ ω1.

114. (Ï) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè degω > n, òî ω = 0.

115. (Ç) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôîðìû ω1, . . . , ωp ïîðÿäêà 2k + 1 ëèíåéíî çàâèñèìû, òî

ω1 ∧ . . . ∧ ωp = 0.

116. (Á) Ãðóïïû êîãîìîëîãèé äèôôåîìîðôíûõ ìíîãîîáðàçèé ñîâïàäàþò.

117. (Á) Ãðóïïû êîãîìîëîãèé ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñîâïàäàþò.

118. (Ç) Âû÷èñëèòü êîãîìîëîãèè äå Ðàìà èíòåðâàëà (a, b) è åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn.

119. (Ç) Âû÷èñëèòü êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ìíîãîîáðàçèé îêðóæíîñòè S1.
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120. (Ç) Âû÷èñëèòü êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ñôåðû S2.

121. (Ç) Âû÷èñëèòü êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ïëîñêîñòè R
2 ñ îäíîé âûêîëîòîé òî÷êîé.

122. (Ç) Âû÷èñëèòü êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ïëîñêîñòè R
2 ñ äâóìÿ âûêîëîòûìè òî÷êàìè.

123. (Ç) Äîêàçàòü ëåììó Ïóàíêàðå: ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìà íà ëþáîì ìíîãîîáðàçèè ÿâëÿ-
åòñÿ ëîêàëüíî òî÷íîé.

124. (Á) Èíòåãðàë îïðåäåëåí êîððåêòíî, ò. å. íå çàâèñèò îò âûáîðà {(Uα, ϕα, ψα)}.
125. (Ï) Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ñìåíå îðèåíòàöèè èíòåãðàë ìåíÿåò çíàê.

126. (Á) Ïîêàçàòü, ÷òî, ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êàðòû, ìîæíî âû-
÷èñëÿòü èíòåãðàë îò ôîðìû ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàçáèòü ìíîãîîáðàçèå íà êóñêè, êàæäûé èç
êîòîðûõ ëåæèò â îäíîé êàðòå, ïðîèíòåãðèðîâàòü îãðàíè÷åíèÿ ôîðìû â ëîêàëüíûõ êîîðäèíà-
òàõ, à ðåçóëüòàòû ñëîæèòü.

127. (Ç) Âûâåñòè èç îáùåé ôîðìóëû Ñòîêñà ôîðìóëó Ãðèíà.

128. (Ç) Âûâåñòè èç îáùåé ôîðìóëû Ñòîêñà ôîðìóëó Ñòîêñà íà ïîâåðõíîñòè.

129. (Ç) Âûâåñòè èç îáùåé ôîðìóëû Ñòîêñà ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà.

130. (Ç) Äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó àëãåáðû ñ ïîìîùüþ ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ.

131. (Ç) Íàéòè ñòåïåíü ãàóññîâà ñôåðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ òîðà.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Äóáðîâèí Á.À., Íîâèêîâ Ñ.Ï., Ôîìåíêî À.Ò. Ñîâðåìåííàÿ ãåîìåòðèÿ, Ì.: Íàóêà, 1979.

[2] Ìèùåíêî À.Ñ., Ôîìåíêî À.Ò. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè, Ì.: Èçä-âî
Ìîñê. óí-òà, 1980.

[3] Ìèùåíêî À.Ñ., Ñîëîâüåâ Þ.Ï., Ôîìåíêî À.Ò. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ãåî-

ìåòðèè è òîïîëîãèè, Ì.: Ôèçìàòëèò, 2001.

[4] Ðàøåâñêèé Ï.Ê. Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ è òåíçîðíûé àíàëèç. Ì.: Íàóêà, 1967.

[5] Õèðø Ì. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ òîïîëîãèÿ, Ì.: Ìèð, 1979.

9


