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Ëåêöèÿ 3 (05.10.2020)

2.2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Äëÿ êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû A îïðåäåëèì ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà Γ : A → C0(MA) ñîîòíîøåíèåì Γ(a) = â, ãäå â(ϕ) := ϕ(a)
(íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ áóäóò ïðîâåðåíû â ñëåäóþùåé ëåììå).

Ëåììà 2.11. Ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì ãîìîìîðôèçìîì àë-
ãåáð è îáðàç A ðàçäåëÿåò òî÷êè MA, òî åñòü äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê MA íàéäåòñÿ
ôóíêöèÿ èç îáðàçà, ïðèíèìàþùàÿ â ýòèõ òî÷êàõ ðàçíûå çíà÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèè â íåïðåðûâíû ïî îïðåäåëåíèþ ∗-ñëàáîé òîïîëîãèè. Îòîá-
ðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, ïîñêîëüêó

‖Γ(a)‖ = sup
ϕ∈MA

|ϕ(a)| ≤ sup
ϕ∈MA

‖ϕ‖ · ‖a‖ = sup
ϕ∈MA

‖a‖ = ‖a‖.

Ðàçäåëåíèå òî÷åê î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó äâà (ìóëüòèïëèêàòèâíûõ) ôóíêöèîíàëà ðàç-
ëè÷íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçëè÷íû èõ çíà÷åíèÿ íà êàêîì-òî ýëåìåíòå a.
Åñëè ó A íò åäèíèöû, òî çàìåòèì, ÷òî â(0̃) = 0(a) = 0, ãäå MA+ = MA ∪ 0̃. Ïîýòîìó
â ∈ C0(MA). �

Çàäà÷à 22. Åñëè ó àëãåáðû åñòü åäèíèöà, òî Γ(1) = 1.

Ñëåäñòâèå 2.12. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ áàíàõîâà àëãåáðà ñ åäèíèöåé. Òîãäà
a ∈ A îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â îáðàòèì, è òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà â 6= 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ MA. Ïîýòîìó Sp(a) = Sp(â) = {ϕ(a) : ϕ ∈ MA} è
‖â‖ = r(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a îáðàòèì, òî â îáðàòèì ïî çàäà÷å 22. Åñëè æå a íå ÿâëÿåòñÿ
îáðàòèìûì, òî ðàññìîòðèì èäåàë I = aA. Êàê îáñóæäàëîñü âûøå (ñì. äîêàçàòåëü-
ñòâî ëåììû 2.7), ýòîò èäåàë íå ìîæåò ñîäåðæàòü 1, ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì.
Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíûé èäåàë, ñîäåðæàùèé I (ñì. çàäà÷ó 23 íèæå), à ϕ � ñîîò-
âåòñòâóþùèé M ìóëüòèïëèêàòèâíûé ôóíêöèîíàë. Òîãäà ϕ(a) = 0 è â íå ÿâëÿåòñÿ
îáðàòèìûì â C(MA).
Îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ ñðàçó ïîëó÷àþòñÿ èç äîêàçàííîãî. �

Çàäà÷à 23. Ëþáîé èäåàë I êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû ñ åäèíèöåé ñîäåð-
æèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì èäåàëå. Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü îáúåäèíåíèå J âñåõ
ñîáñòâåííûõ èäåàëîâ Iα, ñîäåðæàùèõ I, ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ. Äëÿ
êàæäîé öåïè (âïîëíå óïîðÿäî÷åííîé ïîäñèñòåìû) Iατ âîñïîëüçîâàâøèñü, êàê è âûøå,
òåì, ÷òî 1 íå ïðèíàäëåæèò êàæäîìó Iατ , óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà íå ïðèíàäëåæèò ∪τIατ ,
òàê ÷òî ýòî � ñîáñòâåííûé èäåàë. Çàòåì ïðèìåíèòü ëåììó Öîðíà.

Òåîðåìà 2.13. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ C*-àëãåáðà. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëü-
ôàíäà ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì ∗-èçîìîðôèçìîì A íà C0(MA).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ àëãåáðû ñ åäèíèöåé. Íåîáõîäèìàÿ àäàïòà-
öèÿ äëÿ ñëó÷àÿ áåç åäèíèöû îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå çàäà÷è 24.
Ïóñòü ϕ ∈ MA. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò a∗ = a ∈ A. Ïî-

ëîæèì ut =
∑∞

n=0
(ita)n

n!
, t ∈ R. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ðàññìàòðèâàÿ ÷àñòè÷íóþ ñóìó è
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ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ÷òî u∗t = u−1
t , òàê ÷òî ut ∈ A � óíèòàðíûé. Òîãäà

1 ≥ |ϕ(ut)| = |
∞∑
n=0

(itϕ(a))n

n!
| = |eitϕ(a)| = e−t Imϕ(a).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè t ∈ R â ýòîé îöåíêå, çàêëþ÷àåì, ÷òî Imϕ(a) = 0, òî åñòü
ϕ(a) ∈ R.
Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò c ∈ A çàïèøåì â âèäå c = a + ib, ãäå a = (a + a∗)/2 è

b = (a − a∗)/2i ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè. Ïî äîêàçàííîìó, ϕ(a), ϕ(b) ∈ R, à
çíà÷èò, ϕ(c∗) = ϕ(a) − iϕ(b) = ϕ(c), òàê ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà ñîõðàíÿåò
èíâîëþöèþ è, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ ∗-ãîìîìîðôèçìîì.
Äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî ýëåìåíòà (a = a∗) èìååì ‖a‖2 = ‖a∗a‖ = ‖a2‖, ïîýòîìó

‖â‖ = r(a) = lim
n→∞

‖a2n‖1/2n = lim
n→∞

(‖a‖2n)1/2n = ‖a‖.

Äëÿ ýëåìåíòà b ∈ A îáùåãî âèäà èìååì ‖b‖2 = ‖b∗b‖ = ‖b̂∗b‖ = ‖b̂∗b̂‖ = ‖b̂‖2, òàê ÷òî
ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé (íà îáðàç).
Ïîýòîìó Γ(A) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ïî íîðìå èíâîëþòèâíîé ïîäàëãåáðîé ñ åäèíèöåé

â C(MA), ðàçäåëÿþùåé òî÷êè. Ïî òåîðåìå Ñòîóíà-Âåéåðøòðàññà1, Γ(A) = C(MA).
�

Çàäà÷à 24. Äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ àëãåáðû áåç åäèíèöû.

Òàêèì îáðàçîì, â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå äëÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ãåëüôàíäà, êîòîðîå òàê æå ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì ∗-èçîìîðôèçìîì.
Ïóñòü a ∈ A � íîðìàëüíûé ýëåìåíò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C∗(1, a) (ñîîòâ., C∗(a)) C∗-

àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ 1 è a (ñîîòâ., òîëüêî a). Â ñèëó íîðìàëüíîñòè, ýòè àëãåáðû
êîììóòàòèâíû, ïðè÷åì ïåðâîå îïðåäåëåíèå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî A èìååò åäèíèöó.
Óòî÷íèì, ÷òî C∗-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì, ìû íàçûâàåì ìèíèìàëü-

íóþ C∗-ïîäàëãåáðó A, ñîäåðæàùóþ ìíîæåñòâî, òî åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ C∗-ïîäàë-
ãåáð A, ñîäåðæàùèõ ýòî ìíîæåñòâî.

Çàäà÷à 25. Ïðîâåðüòå, ÷òî C∗-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì, � äåéñòâèòåëüíî
C∗-àëãåáðà.

Çàäà÷à 26. Åñëè a � îáðàòèìûé ýëåìåíò, òî àëãåáðà C∗(a) èìååò åäèíèöó. Â ýòîì
ñëó÷àå C∗(a) = C∗(1, a).

Ñëåäñòâèå 2.14. Àëãåáðà C∗(1, a) èçîìåòðè÷åñêè ∗-èçîìîðôíà àëãåáðå C(Sp(a)) ïðè
îòîáðàæåíèè, ïåðåâîäÿùåì a â ôóíêöèþ z(t) = t, z : Sp(a) ⊂ C→ C. Àëãåáðà C∗(a)
îòîáðàæàåòñÿ íà C0(Sp(a) \ {0}).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êîììóòàòèâíîé C∗-àëãåáðû C∗(1, a) íàéäåì X = MC∗(1,a). Ëþ-
áîé ìóëüòèïëèêàòèâíûé ôóíêöèîíàë ϕ ∈ X îïðåäåëÿåòñÿ åãî çíà÷åíèåì ϕ(a) = λ
íà a. Ïðè ýòîì â ñèëó ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ϕ(p(a, a∗)) = p(λ, λ̄) äëÿ ëþáîãî ìíîãî-
÷ëåíà p. Òàêèì îáðàçîì, X îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì âîçìîæíûõ çíà÷åíèé λ,
êîòîðûå ïðèíèìàåò ϕ(a) = â(ϕ) ïðè ϕ ∈ X. Ïî ñëåäñòâèþ 2.12, èìååì â(X) = Sp(a).

1Òåîðåìà íå âñåãäà ðàññêàçûâàåòñÿ â ñòàíäàðòíîì êóðñå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ïîýòîìó ìû

ïðèâîäèì åå äîêàçàòåëüñòâî â ïàðàãðàôå 3.
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Ïîëó÷àåì îòîæäåñòâëåíèå Sp(a) ∼= X ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâèÿ Sp(a) 3 λ 7→ ϕλ ∈ X,
ãäå ϕλ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ϕλ(a) = λ.
Ýòî îòîæäåñòâëåíèå ïåðåíîñèòñÿ íà ôóíêöèè: êàæäàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà

X îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà Sp(a), èìåííî, ôóíêöèè b̂ = b̂(ϕ)
ñîïîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà λ ∈ Sp(a), çàäàííàÿ êàê λ 7→ ϕλ(b). Íàïðèìåð,
åñëè ìû âîçüìåì ìíîãî÷ëåí p(a, a∗) = b , òî ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèåé áóäåò λ 7→
ϕλ(p(a, a

∗)) = p(λ, λ̄). Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ â ïåðåõîäèò â λ 7→ ϕλ(a) = λ, òàê ÷òî
ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà îòîæäåñòâëÿåò â ñ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì X. Ïî
òåîðåìå 2.13, ýòî îòîáðàæåíèå � èçîìåòðè÷åñêèé ∗-èçîìîðôèçì.
Åñëè a îáðàòèì, òî ïî çàäà÷å 26, C∗(a) èçîìåòðè÷åñêè ∗-èçîìîðôíî C(Sp(a)). Åñëè

æå a íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì, òî C∗(a) íå èìååò åäèíèöû (ñì. çàäà÷ó 27). Îíà ñî-
îòâåòñòâóåò ïðè ïîñòðîåííîì îòîáðàæåíèè äëÿ C∗(1, a) ∼= C∗(a)+ èäåàëó C(Sp′(a)),
ñîñòîÿùåìó èç ôóíêöèé, îáíóëÿþùèõñÿ â 0. �

Çàäà÷à 27. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè a íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì, òî C∗(a) íå èìååò åäèíè-
öû. Óêàçàíèå: åñëè 1 èìååòñÿ, òî îíà äîëæíà ïðèáëèæàòüñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò a è a∗,
êîòîðûé íå ìîæåò áûòü îáðàòèìûì ýëåìåíòîì.

3. Äîïîëíåíèå: òåîðåìà Ñòîóíà-Âåéåðøòðàññà

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà àëãåáðó CR(X) íàä R, îáðàçîâàííóþ âñåìè íåïðåðûâíûìè
âåùåñòâåííîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè íà êîìïàêòíîì õàóñäîðôîâîì ïðîñòðàíñòâå X.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü A ⊆ CR(X), ãäå X � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî,
ÿâëÿåòñÿ òàêîé çàìêíóòîé ïîäàëãåáðîé2, ÷òî A ðàçäåëÿåò òî÷êè X è ñîäåðæèò
1 ∈ CR(X) (à çíà÷èò, è âñå ïîñòîÿííûå ôóíêöèè). Òîãäà A = CR(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ðàçäåëåíèÿ òî÷åê ìîæíî óñè-
ëèòü, à èìåííî: äëÿ ëþáûõ x è y èç X è ëþáûõ u è v èç R ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ
g ∈ A, ÷òî g(x) = u è g(y) = v. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó èìååòñÿ f ∈ A ñî ñâîéñòâîì
u′ = f(x) 6= f(y) = v′, òî g ìîæíî âçÿòü ðàâíîé

g =
u− v
u′ − v′

· f +
u′v − v′u
u′ − v′

· 1.

Äëÿ f, g ∈ A îïðåäåëèì íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f ∨ g, f ∧ g, γ(f) êàê

(f ∨ g)(s) = max{f(s), g(s)}, (f ∧ g)(s) = min{f(s), g(s)}, γ(g)(s) = |g(s)|.
Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà î ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè, íàé-
äåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ pn, ÷òî

| |λ| − pn(λ)| 6 1

n
ïðè − n 6 λ 6 n.

Òîãäà

| |g(s)| − pn(g)(s)| = | |g(s)| − pn(g(s))| 6 1

n
ïðè − n 6 g(s) 6 n.

Çíà÷èò, γ(g) ∈ A. Ïîýòîìó è f ∨ g ∈ A, f ∧ g ∈ A, ïîñêîëüêó

f ∨ g =
f + g

2
+
γ(f − g)

2
, f ∧ g =

f + g

2
− γ(f − g)

2
.

2ýòî óñëîâèå ìîæíî îñëàáèòü
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ F ∈ CR(X) è ïî çàìå÷àíèþ èç íà÷àëà äîêàçà-
òåëüñòâà, íàéäåì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ X òàêóþ fx,y ∈ A, ÷òî fx,y(x) = F (x)
è fx,y(y) = F (y). Çàôèêñèðîâàâ âðåìåííî y, íàéäåì äëÿ êàæäîãî x ∈ X òàêóþ åãî
îêðåñòíîñòü Ux, ÷òî fx,y(u) > F (u) − ε ïðè u ∈ Ux. Âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
Ux1 , . . . Uxp è îïðåäåëèì fy = fx1,y ∨ · · · ∨ fxp,y. Òîãäà fy(u) > F (u) − ε ïðè ëþáîì
u ∈ X. Ïîñêîëüêó fxi,y(y) = F (y) äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , p, òî fy(y) = F (y). Çíà÷èò,
íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Vy òî÷êè y, ÷òî fy(u) < F (u) + ε ïðè u ∈ Vy. Âûáåðåì
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Vy1 , . . . , Vyq è îïðåäåëèì f := fy1 ∧ · · · ∧ fyq . Òàê êàê êàæäîå
fyi(u) > F (u)− ε ïðè ëþáîì u ∈ X, òî è f(u) > F (u)− ε ïðè ëþáîì u ∈ X. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî u ∈ X íàéäåòñÿ Vyi 3 u, òàê ÷òî f(u) < fyi(u) < F (u) + ε.
Îáúåäèíÿÿ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî |f(u) − F (u)| < ε ïðè ëþáîì u ∈ X. Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè ε ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. �

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü A ⊆ C(X), ãäå X � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî,
ÿâëÿåòñÿ òàêîé çàìêíóòîé èíâîëþòèâíîé ïîäàëãåáðîé, ÷òî A ðàçäåëÿåò òî÷êè X
è ñîäåðæèò 1 ∈ C(X) (à çíà÷èò, è âñå ïîñòîÿííûå ôóíêöèè). Òîãäà A = C(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíâîëþöèÿ èìååò âèä f ∗(x) = f(x). Ïóñòü AR ñîñòîèò èç âåùå-
ñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ A. Çàìåòèì, ÷òî ýòî � ïîäàëãåáðà àë-
ãåáðû CR(X), ñîäåðæàùàÿ åäèíèöó. Ïîñêîëüêó AR ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì íåïðåðûâíîãî
R-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ f 7→ f − f ∗, òî îíà çàìêíóòà â A, à çíà÷èò, è â C(X).
Ïîýòîìó AR = AR∩CR(X) çàìêíóòà â CR(X). Íàêîíåö, AR ðàçäåëÿåò òî÷êè X. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè f(x) 6= f(y), ãäå f ∈ A, òî f = f1 + if2 ïðè f1 = (f + f ∗)/2 ∈ AR,
f1 = (f − f ∗)/2i ∈ AR, òàê ÷òî õîòÿ áû îäíà èç f1, f2 ðàçäåëÿåò x è y.
Ïîýòîìó ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, CR(X) = AR ⊂ A. Ñíîâà ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâ-

ëåíèåì f = f1 + if2, íî óæå äëÿ âñåé C(X), âèäèì, ÷òî C-ëèíåéíûå êîìáèíàöèè
ýëåìåíòîâ CR(X) äàþò C(X) è, â òî æå âðåìÿ, äàþò A â ñèëó äîêàçàííîãî. Çíà÷èò,
A = C(X). �


