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Ëåêöèÿ 6 (26.10.2020)

3.4. Òîïîëîãèè íà B(H) è àëãåáðû ôîí Íåéìàíà. Êðîìå òîïîëîãèè íîðìû,
èìåþòñÿ è äðóãèå ïîëåçíûå òîïîëîãèè íà C∗-àëãåáðå B(H).

Îïðåäåëåíèå 3.26. Ñèëüíàÿ òîïîëîãèÿ çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ïîëóíîðì a → ‖aξ‖,
ξ ∈ H.
Ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ïîëóíîðì a→ (aξ, η), ξ, η ∈ H.

Òåîðåìà 3.27. Äëÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ϕ : B(H)→ C ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâè-
âàëåíòíû:

(i) Ñóùåñòâóþò òàêèå ξk, ηk ∈ H, k = 1, . . . , n, ÷òî ϕ(a) =
∑n

k=1(aξk, ηk) äëÿ
ëþáîãî a ∈ B(H);

(ii) ϕ ñëàáî íåïðåðûâåí;
(iii) ϕ ñèëüíî íåïðåðûâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî (i)=⇒(ii) =⇒(iii). Ïîêàæåì, ÷òî èç (iii) ñëåäóåò (i).
Ñèëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü ϕ îçíà÷àåò, ÷òî ïðîîáðàç {a : |ϕ(a)| < 1} îòêðûòîãî åäè-

íè÷íîãî äèñêà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â ñèëüíîé òîïîëîãèè, òî åñòü íàéäóò-
ñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû ε1, . . . , εn è âåêòîðû ξ1, . . . , ξn, ÷òî äëÿ ëþáîãî
a ∈ B(H) èç ‖aξk‖ < εk (äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n) ñëåäóåò, ÷òî |ϕ(a)| < 1. Ìåíÿÿ
ïðè íåîáõîäèìîñòè äëèíó ýòèõ âåêòîðîâ, âèäèì, ÷òî ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ìîæ-
íî ñêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå âåêòîðû ξ1, . . . , ξn, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ B(H) èç
maxk ‖aξk‖ 6 1 ñëåäóåò, ÷òî |ϕ(a)| 6 1. Òîãäà

(8) |ϕ(a)| 6

(
n∑
k=1

‖aξk‖2

)1/2

.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè |ϕ(a)|2 >
∑n

k=1 ‖aξk‖2 äëÿ íåêîòîðîãî a, òî |ϕ(a)| > ‖aξk‖ äëÿ
âñåõ k, òàê ÷òî, òàê êàê èõ êîíå÷íîå ÷èñëî, ìîæíî íàéòè òàêîå α ∈ R, ÷òî |ϕ(αa)| > 1,
à maxk ‖αaξk‖ < 1 (íàïðèìåð, α−1 := (|ϕ(a)|+ max ‖aξk‖)/2). Ïðîòèâîðå÷èå.
Ïîëîæèì K := ⊕nk=1H. Àëãåáðà B(K) ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíà ñ àëãåáðîé n ×

n-ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç (H). Ïóñòü ρ : B(H) → B(K) îòîáðàæàåò a ∈ B(H) â
äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñî âñåìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, ðàâíûìè a.
Îáîçíà÷èì ξ := ξ1 ⊕ . . . ⊕ ξn ∈ K è çàìåòèì, ÷òî, ïîëîæèâ ψ(ρ(a)ξ) = ϕ(a), ìû

ïîëó÷èì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà çàìêíóòîì ïîäïðîñòðàíñòâå L ⊂ K, ãäå L �
çàìûêàíèå ïðîñòðàíñòâà L0 := {ρ(a)ξ | a ∈ B(H)}. Äåéñòâèòåëüíî, ñíà÷àëà íàäî
ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ψ íà L0: åñëè ρ(a)(ξ) = ρ(b)(ξ), òî (a− b)ξk = 0
äëÿ k = 1, . . . , n. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî R > 0 èìååì ‖R(a−b)ξk‖ 6
1, à çíà÷èò, |ϕ(R(a − b))| 6 1. Ïîýòîìó |ϕ(a − b)| 6 1/R. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè R
ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ(a−b) = 0 è, òåì ñàìûì, îïðåäåëåíèå êîððåêòíî íà L0. Èç (8) âèäèì,
÷òî |ψ(ρ(a))| 6 ‖ρ(a)ξ‖, òàê ÷òî |ψ(ζ)| ≤ ‖ζ‖ äëÿ ëþáîãî ζ ∈ L0, à çíà÷èò, è L. Èòàê, ψ
� îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë íà L. Ïî òåîðåìå Ðèññà î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèîíàëîâ,
íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð η ∈ L ⊂ K, ÷òî ψ(ζ) = (ζ, η) äëÿ âñåõ ζ ∈ L (ñ÷èòàåì ýðìèòîâî
ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûì ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó), òàê ÷òî ϕ(a) = (ρ(a)ξ, η). Ðàçëîæèâ
íà êîìïîíåíòû η = η1 ⊕ . . .⊕ ηn, ïîëó÷àåì (ρ(a)ξ, η) =

∑n
k=1(aξk, ηk). �

Ñëåäñòâèå 3.28. Â B(H) âûïóêëîå ìíîæåñòâî çàìêíóòî â ñëàáîé òîïîëîãèè òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî â ñèëüíîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ïîñêîëüêó, ïî òåîðåìå
Õàíà-Áàíàõà, çàìêíóòûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà ïîëó÷àþòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå çàìêíó-
òûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëàì. �

Îïðåäåëåíèå 3.29. Àëãåáðîé ôîí Íåéìàíà íàçûâàåòñÿ C∗-ïîäàëãåáðà B(H), ñîäåð-
æàùàÿ åäèíèöó (òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð) è çàìêíóòàÿ â ñëàáîé òîïîëîãèè.

Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ C and B(H) (íà ñàìîì äåëå, ïåðâàÿ � ÷àñòíûé
ñëó÷àé âòîðîé).

Îïðåäåëåíèå 3.30. Äëÿ ìíîæåñòâà S ⊆ B(H) îáîçíà÷èì ÷åðåç S ′ åãî êîììóòàíò,
òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ îïåðàòîðîâ a ∈ B(H), ÷òî as = sa äëÿ âñÿêîãî s ∈ S.

Çàäà÷à 39. Ïðîâåðèòü, ÷òî

• Åñëè S � ñàìîñîïðÿæåííîå, òî è S ′ òîæå.
• Êîììóòàíò ëþáîãî ìíîæåñòâà � àëãåáðà ñ åäèíèöåé.
• Êîììóòàíò ëþáîãî ìíîæåñòâà ñëàáî çàìêíóò.
• Òàêèì îáðàçîì, S ′ � àëãåáðà ôîí Íåéìàíà äëÿ ëþáîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî
ìíîæåñòâà S.
• Åñëè S1 ⊂ S2, òî S

′
1 ⊃ S ′2.

• Âñåãäà S ⊂ S ′′.
• Ïîýòîìó S ′ = S ′′′, S ′′ = S ′′′′ è ò.ä.

Òåîðåìà 3.31 (ôîí Íåéìàíà î áèêîììóòàíòå). Ïóñòü A � C∗-ïîäàëãåáðà B(H),
ñîäåðæàùàÿ åäèíè÷íûé îïåðàòîð. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(i) A = A′′;
(ii) A ñëàáî çàìêíóòà;
(iii) A ñèëüíî çàìêíóòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó A ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïîäìíîæåñòâîì, òî (ii) è (iii)
ýêâèâàëåíòíû ïî ñëåäñòâèþ 3.28. Ïîñêîëüêó A′′ ñëàáî çàìêíóòî, òî èç (i) ñëåäóåò
(ii). Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî èç (iii) ñëåäóåò (i).
Äëÿ âåêòîðà ξ ∈ H îáîçíà÷èì ÷åðåç p ïðîåêöèþ íà çàìûêàíèå V ëèíåéíîãî ïîä-

ïðîñòðàíñòâà, îáðàçîâàííîãî âåêòîðàìè aξ, a ∈ A.
Òàêèì îáðàçîì, pη = η ïðè η ∈ V . Ïîñêîëüêó 1 ∈ A, òî ξ ∈ V , òàê ÷òî pξ = ξ.

Ïîýòîìó papζ = paη = aη = apζ äëÿ ëþáîãî ζ ∈ H, ãäå îáîçíà÷åíî η = pζ. Òàê ÷òî
pap = ap äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Îòñþäà pa = (a∗p)∗ = (pa∗p)∗ = pap è ïîëó÷àåì ap = pa,
òî åñòü p ∈ A′. Ïóñòü b ∈ A′′. Òîãäà pb = bp, òàê ÷òî pbξ = bpξ = bξ è bξ ∈ V . Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ýëåìåíò a ∈ A, äëÿ êîòîðîãî ‖(b− a)ξ‖ < ε.
Òåïåðü ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ξ1, . . . , ξn ∈ H è îïðåäåëèì ξi := ξ1⊕ . . .⊕ ξn ∈ K :=

H ⊕ . . . ⊕ H. Ïóñòü ρ : B(H) → B(K) � äèàãîíàëüíîå âëîæåíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ρ(A)′ ñîñòîèò èç âñåõ n×n-ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç A′, à ρ(A′′) = ρ(A)′′ (çàäà÷à 40).
Ïðèìåíÿÿ ê ýòîé ñèòóàöèè ïåðâóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
b ∈ A′′ è âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a ∈ A, ÷òî ‖(ρ(b)− ρ(a))ξ‖ < ε. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî

∑n
k=1 ‖(b − a)ξk‖2 = ‖(ρ(b) − ρ(a))ξ‖2 < ε2, òàê ÷òî ìû ìîæåì ñèëüíî

ïðèáëèçèòü b ∈ A′′ íåêîòîðûì a ∈ A. �

Çàäà÷à 40. Ïðîâåðèòü, ÷òî ρ(A)′ ñîñòîèò èç âñåõ n×n-ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç A′, à
ρ(A′′) = ρ(A)′′.
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Ñëåäñòâèå 3.32. Åñëè A � àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, òî è A′ � àëãåáðà ôîí Íåéìàíà.

Îïðåäåëåíèå 3.33. Öåíòðîì àëãåáðû íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî åå ýëåìåíòîâ, êîììó-
òèðóþùèõ ñî âñåìè åå ýëåìåíòàìè.

Ñëåäñòâèå 3.34. Åñëè A � àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, òî è åå öåíòð � àëãåáðà ôîí
Íåéìàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîäàëãåáðû A ⊆ B(H) èìååì Z = A ∩ A′. �

Ïóñòü A ⊂ B(H) ÿâëÿåòñÿ C∗-àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé åäèíè÷íûé îïåðàòîð. Òîãäà
òåîðåìà î áèêîììóòàíòå óòâåðæäàåò, ÷òî A ñëàáî (ñèëüíî) ïëîòíà â A′′. Â ýòîì ðå-
çóëüòàòå åñòü òîò íåäîñòàòîê, ÷òî ïðèáëèæåíèå ïðîèñõîäèò ýëåìåíòàìè ñ, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåêîíòðîëèðóåìîé íîðìîé. Ýòî ïðåîäîëåâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé, êîòî-
ðóþ ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 3.35 (Êàïëàíñêîãî î ïëîòíîñòè). Åäèíè÷íûé øàð A ñëàáî (ñèëüíî) ïëîòåí
â åäèíè÷íîì øàðå A′′. Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ ìíîæåñòâ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ
â ýòèõ åäèíè÷íûõ øàðàõ è äëÿ ìíîæåñòâ óíèòàðíûõ ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.36. Åñëè öåíòð Z àëãåáðû ôîí Íåéìàíà A ñîñòîèò òîëüêî èç ñêà-
ëÿðíûõ îïåðàòîðîâ (òî åñòü Z = C1), òî A íàçûâàåòñÿ ôàêòîðîì.

Çàìå÷àíèå 3.37. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êðîìå íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî èñ-
÷èñëåíèÿ äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ, èìååòñÿ áîðåëåâñêîå ôóíêöèîíàëüíîå
èñ÷èñëåíèå � âìåñòî ïðèáëèæåíèÿ ïî íîðìå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïîëèíîìàìè
òóò ïðîèñõîäèò ïðèáëèæåíèå ïîëèíîìàìè áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé, à ñîîòâåòñòâóþùèå
îïåðàòîðû áóäóò ñõîäèòüñÿ â ñëàáîé òîïîëîãèè. Òî÷íåå, ïóñòü ìíîãî÷ëåíû pi ñõîäÿò-
ñÿ ìîíîòîííî è ïîòî÷å÷íî ê áîðåëåâñêîé ôóíêöèè f íà ñïåêòðå ñàìîñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðà a ∈ B(H) Òîãäà pi(a) � ñèëüíî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðà-
òîðîâ (ýòî óòâåðæäåíèå èç ñòàíäàðòíîãî êóðñà (ñì. íàïðèìåð, Ñàäîâíè÷èé �Òåîðèÿ
îïåðàòîðîâ� �7 è 11). Ïîñêîëüêó âñå ìíîãî÷ëåíû êîììóòèðóþò ñ êîììóòàíòîì ñàìî-
ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, òî äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè f íà ñïåêòðå ñàìîñî-
ïðÿæåííîãî îïåðàòîðà a, îïåðàòîð f(a) ëåæèò â {a}′′.

4. Ïðåäñòàâëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïðåäñòàâëåíèåì C∗-àëãåáðû A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H
íàçûâàåòñÿ ∗-ãîìîìîðôèçì èç A â B(H).

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïðåäñòàâëåíèå C∗-àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåïðèâî-
äèìûì, åñëè â H íåò èíâàðèàíòíûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (ïðè äåéñòâèè îïåðà-
òîðàìè èç îáðàçà ïðåäñòàâëåíèÿ). Ïðåäñòàâëåíèå òîïîëîãè÷åñêè íåïðèâîäèìî, åñëè
íåò çàìêíóòûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ñêîðî ìû óâèäèì, ÷òî äëÿ C∗-àëãåáð ýòè äâà ïîíÿòèÿ ñîâïàäàþò.

Ëåììà 4.3. Ïðåäñòàâëåíèå π òîïîëîãè÷åñêè íåïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà π(A)′ = C1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè π(A)′ ñîäåðæèò ÷òî-òî, êðîìå ñêàëÿðîâ, òî îíî ñîäåðæèò è ñà-
ìîñîïðÿæåííûé íåñêàëÿðíûé îïåðàòîð (ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ðàçëîæåíèÿ íåñêàëÿð-
íîãî îïåðàòîðà â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äâóõ ñàìîñîïðÿæåííûõ a = a+a∗

2
+ i · a−a∗

2i
).
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Ïðèìåíÿÿ áîðåëåâñêîå ôóíêöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå (ñì. çàìå÷àíèå 3.37) ê ýòîìó
ñàìîñîïðÿæåííîìó îïåðàòîðó b, ìîæåì ïîëó÷èòü ñîáñòâåííûé ïðîåêòîð p â π(A)′.
Èìåííî, åñëè îïåðàòîð íåñêàëÿðíûé, òî ó íåãî, ïî êðàéíåé ìåðå, äâå ðàçëè÷íûå
òî÷êè â ñïåêòðå, ñêàæåì, t0 è t1, è íàäî ðàññìîòðåòü áîðåëåâñêóþ ôóíêöèþ f , ïðè-
íèìàþùóþ çíà÷åíèÿ 0 è 1, ïðè÷åì f(t0) = 0, f(t1) = 1 (çàäà÷à 41). (Ìîæíî òàêæå
íå ïðèìåíÿòü èñ÷èñëåíèå, à ïðîñòî âçÿòü ïîäõîäÿùèå ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû èç
ñòàíäàðòíîé ñïåêòðàëüíîé òåîðåìû, êîòîðûå ïî ïîñòðîåíèþ îáëàäàþò íåîáõîäèìû-
ìè óñëîâèÿìè êîììóòèðîâàíèÿ). Òîãäà pH � çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî, òàê êàê p ∈ π(A)′.
Îáðàòíî, ïóñòü L ⊂ H � çàìêíóòîå π(A)-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, à p ∈

B(H) � ïðîåêòîð íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà π(a)p = pπ(a)p äëÿ ëþáîãî a ∈ A.
Ïîýòîìó pπ(a) = (π(a∗)p)∗ = (pπ(a∗)p)∗ = pπ(a)p = π(a)p è p ∈ π(A)′. Ïðè ýòîì p íå
ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì. �

Çàäà÷à 41. Ïðîâåðèòü â äîêàçàòåëüñòâå âûøå, ÷òî f(b) � ñîáñòâåííûé ïðîåêòîð,
ïîñêîëüêó f 2 = f è Sp(f(b)) = {0, 1}.

Çàäà÷à 42. Äîêàçàòü áîëåå îáùèé ôàêò: åñëè ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò a â C∗-
àëãåáðå ñ åäèíèöåé èìååò Sp(a) = {0, 1}, òî a � íåñêàëÿðíûé èäåìïîòåíò.

Ëåììà 4.4. Ïóñòü π � òîïîëîãè÷åñêè íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå C∗-àëãåáðû
A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà äëÿ ëþáûõ t ∈ B(H), êîíå÷íîìåðíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ H è ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a ∈ A, ÷òî ‖a‖ ≤ ‖t|L‖
è ‖(π(a)− t)|L‖ < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê π òîïîëîãè÷åñêè íåïðèâîäèìî, òî ïî ëåììå 4.3 π(A) ñîâ-
ïàäàåò ñî ñêàëÿðàìè, à çíà÷èò, π(A)′′ = B(H). Ïîýòîìó π(A) ïëîòíî â B(H) â ñëàáîé
(ñèëüíîé) òîïîëîãèè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ‖t|L‖ = 1. Ïî-
ëîæèì s = tpL, ãäå pL � ïðîåêòîð íà L. Ïîñêîëüêó L êîíå÷íîìåðíî, òî, ïî òåîðåìå
Êàïëàíñêîãî î ïëîòíîñòè, íàéäåòñÿ òàêîé b ∈ A, ÷òî ‖π(b)‖ 6 1 è ‖(π(b)−s)|L‖ < ε/2.
Òîãäà èìååòñÿ òàêîé ýëåìåíò c ∈ A, ÷òî π(c) = π(b) è ‖c‖ < ‖π(b)‖(1+ε/2). Ïîëîæèì
a := c

1+ε/2
. Òîãäà ‖a‖ 6 1 è

‖(π(a)− t)|L‖ 6 ‖(π(c)− t)|L‖+ ‖π(a)− π(c)‖ < ε/2 + ε/2 = ε.
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