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Ëåêöèÿ 4 (11.10.2021)

Ñëåäñòâèå 3.3 (íåïðåðûâíîå ôóíêöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå). Ïóñòü a � íîðìàëü-
íûé ýëåìåíò C∗-àëãåáðû A ñ åäèíèöåé, à f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà Sp(a). Òî-
ãäà ýëåìåíò f(a) ∈ A îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîîáðàç f ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ãåëüôàíäà:
Γ = Γa : C∗(1, a) → C(Sp(a)), f(a) := (Γa)

−1(f). Åñëè 0 ∈ Sp(a) è f(0) = 0, òî
f(a) ∈ C∗(a). Êðîìå òîãî, f(Sp(a)) = Sp(f(a)) è åñëè g � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà
f(Sp(a)), òî g(f(a)) = (g ◦ f)(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñ¼ óæå áûëî äîêàçàíî, êðîìå ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ. Ðàññìîò-
ðèì ñíà÷àëà ìíîãî÷ëåí p(λ, λ̄) â êà÷åñòâå f = f(λ). Òîãäà Γ(p(a, a∗)) � ôóíêöèÿ
λ 7→ p(λ, λ̄), òàê ÷òî Sp(p(a, a∗)) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè, {µ :
µ = p(λ, λ̄), λ ∈ Sp(a)}. Ïðèáëèæàÿ f ìíîãî÷ëåíàìè, ïîëó÷àåì f(Sp(a)) = Sp(f(a))
(çàäà÷à 28).
Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí q(λ, λ̄) â êà÷åñòâå g. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî

q(f(a)) = lim
α

(q(pα(a)) = lim
α

(q ◦ pα)(a) = (q ◦ f)(a).

Òåïåðü ïðèáëèæàåì g ìíîãî÷ëåíàìè è ïîëüçóåìñÿ èçîìåòðè÷íîñòüþ îáðàòíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ãåëüôàíäà. �

Çàäà÷à 28. Äîêàçàòü, ÷òî f(Sp(a)) = Sp(f(a)) â äîêàçàòåëüñòâå âûøå, ïðèáëèæàÿ
f ìíîãî÷ëåíàìè, è ïðàâèëüíî ñôîðìóëèðîâàâ, ÷òî çíà÷èò, ÷òî îáðàç íåïðåðûâåí
ïðè ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè, è ïîëüçóÿñü èçîìåòðè÷íîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåëü-
ôàíäà.

Ñëåäñòâèå 3.4. Åñëè a � íîðìàëüíûé ýëåìåíò, òî ‖a‖ = r(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. ‖a‖ = ‖â‖ = supϕ∈MA
|â(ϕ)| = supλ∈Sp(a) |λ| = r(a). �

3.1. Ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò a â C∗-àëãåáðå A ñ åäèíèöåé íàçûâà-
åòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè Sp(a) ⊂ [0,∞). Åñëè ó A íåò åäèíèöû, òî a íàçûâàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì, åñëè îí ïîëîæèòåëåí â A+.

Ïîëîæèòåëüíîñòü çàïèñûâàåòñÿ êàê a > 0. Äëÿ äâóõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ
a, b ∈ A ìû ãîâîðèì, ÷òî a > b, åñëè a− b > 0.

Çàäà÷à 29. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè a > 0 è 0 > a, òî a = 0; à òàêæå, ÷òî−‖a‖1 6 a 6 ‖a‖1
äëÿ âñÿêîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî a.

Òåïåðü ðàññìîòðèì äðóãèå ïðèìåíåíèÿ íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî èñ÷èñëå-
íèÿ ê ïîëîæèòåëüíîñòè.

Ñëåäñòâèå 3.6. Ïóñòü a ∈ A � ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êâàäðàòíûé êîðåíü b èç a, òî åñòü òàêîé b > 0, ÷òî
b2 = a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ f(z) =
√
z îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà [0,∞), ïîýòîìó

b = f(a) îïðåäåëåí. Îí ñàìîñîïðÿæåí è äàæå ïîëîæèòåëåí (ïîñêîëüêó f îòîáðàæàåò
[0,∞) â ñåáÿ) è b2 = f(a)2 = a (ïî ñëåäñòâèþ 3.3). Åñëè c � äðóãîé ïîëîæèòåëüíûé
êâàäðàòíûé êîðåíü èç a, òî c = f(c2) = f(a) = b. �
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Ñëåäñòâèå 3.7. Ïóñòü a ∈ A � ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò. Òîãäà èìåþòñÿ òàêèå
ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû a+, a− ∈ A, ÷òî a = a+ − a− è a+a− = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f : R → [0,+∞), ïîëîæèâ
f(x) = x ïðè x ≥ 0 è f(x) = 0 ïðè x < 0. Îáîçíà÷èì g(x) = f(−x). Ýòè ôóíê-
öèè óäîâëåòâîðÿþò f(x) − g(x) = x è f(x)g(x) = 0. Îñòàåòñÿ ïîëîæèòü a+ = f(a),
a− = g(a). �

Ñëåäñòâèå 3.8. Äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî ýëåìåíòà a ∈ A ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâè-
âàëåíòíû:

(i) a > 0;
(ii) a = b2 äëÿ íåêîòîðîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî b;
(iii) ‖µ1− a‖ 6 µ äëÿ âñÿêîãî µ > ‖a‖;
(iv) ‖µ1− a‖ 6 µ äëÿ íåêîòîðîãî µ > ‖a‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî äîêàçàííîìó, èç (i) ñëåäóåò (ii). Êðîìå òîãî, èç (iii) ñëåäóåò (iv)
ïî î÷åâèäíûì ñîîáðàæåíèÿì.
Ïîêàæåì, ÷òî èç (ii) ñëåäóåò (iii). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, a = f(b), ãäå f(x) = x2. Ïðè

ýòîì íîðìà f íà Sp(b) ðàâíà ‖a‖, òàê ÷òî 0 6 µ − x2 ≤ µ ïðè ëþáîì µ > ‖a‖ è
x ∈ Sp(b). Ïîñêîëüêó µ1 − a = (µ − f)(b), òî ‖(µ − f)(b)‖ ðàâíÿåòñÿ íîðìå µ − f íà
Sp(b), êîòîðàÿ íå ïðåâîñõîäèò µ.
Ïîêàæåì íàêîíåö, ÷òî èç (iv) ñëåäóåò (i). Ïîñêîëüêó äëÿ íåêîòîðîãî µ > ‖a‖ âû-

ïîëíåíî ‖µ− x‖ = supx∈Sp(a) |µ− x| 6 µ, òî íè îäíî x ∈ Sp(a) íå ìîæåò áûòü îòðèöà-
òåëüíûì. �

Ñëåäñòâèå 3.9. Åñëè a è b ïîëîæèòåëüíû, òî è a+ b ïîëîæèòåëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì íåêîòîðûå µ > ‖a‖, ν > ‖b‖. Òîãäà ‖a + b‖ 6 µ + ν è ïî
ïóíêòó (iii) ñëåäñòâèÿ 3.8

‖(µ+ ν)1− (a+ b)‖ = ‖(µ1− a) + (ν1− b)‖ 6 ‖µ1− a‖+ ‖ν1− b‖ 6 µ+ ν.

Ïîýòîìó ïî ïóíêòó (iv) ñëåäñòâèÿ 3.8, a+ b ïîëîæèòåëåí. �

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå 3.11 ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî äëÿ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå, íî âåñüìà íåòðèâèàëüíî äëÿ ýëåìåíòîâ C∗-àëãåáðû. Íàì ïîíàäî-
áèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î ñïåêòðàõ ïðîèçâåäåíèé.

Ëåììà 3.10. Åñëè a, b ∈ A, òî Sp(ab) ∪ {0} = Sp(ba) ∪ {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 6= λ /∈ Sp(ab). Ýòî çíà÷èò, ÷òî (ab − λ1) = −λ(1 − λ−1ab)
îáðàòèì, òàê ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò u ∈ A, ÷òî (1 − λ−1ab)u = 1. Ïîëîæèì
v = 1 + λ−1bua. Òîãäà

(1− λ−1ba)v = (1− λ−1ba)(1 + λ−1bua) = 1− λ−1ba+ λ−1bua− λ−2babua =

= 1− λ−1ba+ λ−1b(1− λ−1ab)ua = 1− λ−1ba− λ−1ba = 1,

òàê ÷òî λ /∈ Sp(ba). �

Ïðåäëîæåíèå 3.11. Ýëåìåíò a∗a ïîëîæèòåëåí ïðè âñÿêîì a ∈ A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó a∗a ñàìîñîïðÿæåí, ìû ìîæåì ðàñïèñàòü a∗a = b+ − b−
ïî ñëåäñòâèþ 3.7. Ïîëîæèì c :=

√
b−, t := ac. Çàìåòèì, ÷òî f(0) = 0 äëÿ f(x) =

√
x,

òàê ÷òî c ïðèáëèæàåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò b− áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, à çíà÷èò, cb+ = 0.
Èìååì:

−t∗t = −c(b+ − b−)c = b2
−.

Ñëåäîâàòåëüíî, −t∗t ïîëîæèòåëåí.
Çàïèøåì t â âèäå t = x + iy, ãäå x è y ñàìîñîïðÿæåííûå ýëåìåíòû A (òî åñòü

x = (t + t∗)/2, y = (t − t∗)/2i). Òîãäà t∗t + tt∗ = 2(x2 + y2) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì
ïî ñëåäñòâèþ 3.9. Ïî òîìó æå ñëåäñòâèþ, âèäèì, ÷òî ýëåìåíò

tt∗ = (t∗t+ tt∗)− t∗t = (t∗t+ tt∗) + b2
−

òàêæå ïîëîæèòåëåí, òî åñòü Sp(tt∗) ⊂ [0,∞). Ïî ëåììå 3.10, Sp(t∗t) ⊂ [0,∞), òàê ÷òî
t∗t ïîëîæèòåëåí. Íî îí è îòðèöàòåëåí, ïîýòîìó t∗t = 0. Çíà÷èò, b− = 0, ïîñêîëüêó
ïîëîæèòåëüíûé êâàäðàòíûé êîðåíü åäèíñòâåí. �

Ñëåäñòâèå 3.12. Åñëè b 6 c, òî a∗ba 6 a∗ca äëÿ ëþáîãî a ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó c − b ïîëîæèòåëåí, òî c − b = d2 äëÿ íåêîòîðîãî ñàìî-
ñîïðÿæåííîãî d; ïîýòîìó a∗(c− b)a = a∗d2a = (da)∗(da) > 0. �

Ñëåäñòâèå 3.13. Åñëè a è b îáðàòèìû è 0 6 a 6 b, òî b−1 6 a−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé b = 1. Òîãäà Sp(a) ⊆ [0, 1].
Ïî òåîðåìå îá îòîáðàæåíèè ñïåêòðà, ìû âèäèì, ÷òî Sp(a−1) ⊆ [1,∞), òàê ÷òî a−1 >
1. Ïåðåéäåì ê îáùåìó ñëó÷àþ. Ïîñêîëüêó, ïî ñëåäñòâèþ 3.12, b−1/2ab−1/2 6 1, òî
b1/2a−1b1/2 > 1. Óìíîæàÿ ýòî íåðàâåíñòâî íà b−1/2 ñ îáåèõ ñòîðîí è ñíîâà ïðèìåíÿÿ
ñëåäñòâèå 3.12, ïîëó÷àåì a−1 > b−1. �

3.2. Àïïðîêñèìàòèâíûå åäèíèöû. Ïóñòü Λ � íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî. Ñåìåé-
ñòâî (uλ)λ∈Λ ýëåìåíòîâ C∗-àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöåé, åñëè
limΛ ‖xuλ − x‖ = 0 äëÿ x ∈ A (è, ñëåäîâàòåëüíî, limΛ ‖uλx − x‖ = 0). Åñëè A èìååò
åäèíèöó, òî ìîæíî âçÿòü uλ = 1 äëÿ ëþáîãî λ, òàê ÷òî ýòî ïîíÿòèå ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ òîëüêî äëÿ àëãåáð áåç åäèíèöû. Â îïðåäåëåíèå àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöû
òàêæå âêëþ÷àþò óñëîâèÿ 0 6 uλ 6 1 and uλ 6 uµ ïðè âñÿêèõ λ 6 µ èç Λ.

Òåîðåìà 3.14. Ó ëþáîé C∗-àëãåáðû èìååòñÿ àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Λ = {a ∈ A | a > 0; ‖a‖ < 1}. Ïîðÿäîê íà Λ çàäàåòñÿ 6.
Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ Λ, èíäåêñèðîâàííîå òàâòîëîãè÷åñêèì îáðàçîì (a
èìååò èíäåêñ a), ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöåé.
Ïðåæäå âñåãî, íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî Λ ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåííûì ìíîæåñòâîì, òî åñòü,

÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ Λ íàéäåòñÿ òàêîé c ∈ Λ, ÷òî a 6 c è b 6 c. Ïóñòü
f(t) := t

1−t è g(t) := t
1+t

. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà [0, 1), ôóíêöèÿ g � íà
[0,∞) è g(f(t)) = t. Ïîëîæèì x := f(a), y := f(a) + f(b), c := g(y). Ïîñêîëüêó
0 6 g(t) < 1, òî c ∈ Λ. Èç íåðàâåíñòâà x 6 y ñëåäóåò 1 + x 6 1 + y, òàê ÷òî
(1 + x)−1 > (1 + y)−1 è

a = 1− (1 + x)−1 6 1− (1 + y)−1 = c.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ b 6 c, è íàïðàâëåííîñòü ìíîæåñòâà Λ ïðîâåðåíà.
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Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî limΛ ‖x−ax‖ = 0 äëÿ âñÿêîãî x ∈ A. Ïîñêîëüêó ïî ñëåäñòâèþ
3.7 êàæäûé ýëåìåíò ðàçëàãàåòñÿ â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ÷åòûðåõ ïîëîæèòåëüíûõ

(6) x =
x+ x∗

2
+ i

x− x∗

2i
=

(
x+ x∗

2

)
+

−
(
x+ x∗

2

)
−

+ i

(
x− x∗

2i

)
+

− i
(
x− x∗

2i

)
−
,

òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèå äëÿ x > 0. Ïîñêîëüêó äëÿ a ∈ Λ èìååì 0 6
1−a 6 1, òî ïî ñëåäñòâèþ 3.12, (1−a)1/2(1−a)(1−a)1/2 6 (1−a)1/2(1−a)1/2 = 1−a.
Ïîýòîìó

‖(1− a)x‖2 = ‖x∗(1− a)2x‖ 6 ‖x∗(1− a)x‖,
è äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî limΛ ‖x(1− a)x‖ = 0 äëÿ ëþáîãî x > 0 èç A, ïðè÷åì áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ‖x‖ = 1.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ðàññóæäåíèþ, åñëè a, b ∈ Λ è a 6 b òî ‖x∗(1 − b)x‖ ≤
‖x∗(1− a)x‖, òàê ÷òî, ïðè x > 0,

sup
b∈Λ, b>a

‖x(1− b)x‖ = ‖x(1− a)x‖.

Ïîýòîìó íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî x ∈ A íîðìû îäèí
è ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò a ∈ Λ, ÷òî ‖x∗(1 − a)x‖ < ε. Ïîëîæèì
an := g(nx), n ∈ N (ñì. íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà). Òîãäà ‖x(1 − an)x‖ = ‖h(x)‖, ãäå
h(t) := t2(1 − g(nt)) = t2

1+nt
. Äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ 0 6 h(t) 6 1

n
, òàê ÷òî

‖h(x)‖ 6 1
n
. Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
b∈Λ, b>an

‖x(1− b)x‖ = ‖x(1− an)x‖ 6 1

n

äëÿ ëþáîãî n, ïîýòîìó limb∈Λ ‖x(1− b)x‖ = 0. �

Îïðåäåëåíèå 3.15. Àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíîé, åñëè ìíîæå-
ñòâî Λ ñ÷åòíî.

Ñëåäñòâèå 3.16. Ó ñåïàðàáåëüíîé C∗-àëãåáðû èìååòñÿ ñ÷åòíàÿ àïïðîêñèìàòèâíàÿ
åäèíèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïëîòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)n∈N in A. Òîãäà íàéäåò-
ñÿ òàêîé a1 ∈ A, 0 6 a1, ‖a1‖ < 1, ÷òî ‖x1a1 − x1‖ 6 1 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ïðåäû-
äóùåé òåîðåìû). Ïðåäïîëîæèì ïî èíäóêöèè, ÷òî ìû óæå íàøëè òàêèå a2, . . . , an,
a1 6 a2 6 . . . 6 an, ÷òî äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n âûïîëíåíî ‖ak‖ < 1 è ‖xiak − xi‖ 6 1

k
ïðè i = 1, 2, . . . , k. Òåïåðü íàéäåì òàêîé ýëåìåíò an+1 > an ñ íîðìîé ‖an+1‖ < 1, ÷òî
‖xian+1 − xi‖ 6 1

n+1
ïðè i = 1, 2, . . . , n+ 1. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ïëîò-

íà â A, òî ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì òàêóþ íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an)n∈N
ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ åäèíè÷íîãî øàðà, ÷òî limn→∞ ‖xan − x‖ = 0 äëÿ êàæäîãî
x ∈ A. �

Çàäà÷à 30. Äîêàçàòü, ÷òî îáðàòíîå íåâåðíî: àëãåáðà ñî ñ÷åòíîé àïïðîêñèìàòèâíîé
åäèíèöåé íå îáÿçàíà áûòü ñåïàðàáåëüíîé.


