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Ëåêöèÿ 8 (08.11.2021)

Ëåììà 4.16. Ïóñòü a ∈ A � ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò. Òîãäà èìååòñÿ òàêîå
ñîñòîÿíèå ϕ íà A, ÷òî |ϕ(a)| = ‖a‖.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A áåç åäèíèöû, òî áóäåì ðàáîòàòü â A+. Ðàññìîòðèì êîì-
ìóòàòèâíóþ C∗-àëãåáðó C∗(a). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ìóëüòèïëèêàòèâíûé ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë ϕ0 íà C∗(a), ÷òî |ϕ0(a)| = ‖a‖ (íàäî âçÿòü â êà÷åñòâå ϕ0 îòîáðàæåíèå
âçÿòèÿ çíà÷åíèÿ â òîé òî÷êå Sp(a), ãäå ôóíêöèÿ â äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà).
Òîãäà ϕ0(1) = 1 = ‖ϕ0‖. Ðàññìîòðèì ïðîäîëæåíèå ϕ0 ïî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà äî
ôóíêöèîíàëà ϕ íà A+. Òîãäà, ïîñêîëüêó ‖ϕ‖ = 1 = ϕ(1), òî ϕ � ñîñòîÿíèå ïî ëåììå
4.15. �

Ñëåäñòâèå 4.17. Äëÿ ëþáîãî a ∈ A ñóùåñòâóþò òàêèå ïðåäñòàâëåíèå π è åäèíè÷-
íûé âåêòîð ξ â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ, ÷òî ‖π(a)ξ‖ = ‖a‖.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, íàéäåì òàêîå ñîñòîÿíèå ϕ, ÷òî ϕ(a∗a) =
‖a‖2. Ïóñòü π = πϕ è ξ = ξϕ ïîëó÷åíû äëÿ ϕ ïî ÃÍÑ-êîíñòðóêöèè. Òîãäà ‖π(a)ξ‖2 =
(ξ, π(a∗a)ξ) = ϕ(a∗a) = ‖a‖2. �

Òåîðåìà 4.18 (Ãåëüôàíäà-Íàéìàðêà). Ëþáàÿ C∗-àëãåáðà èçîìåòðè÷åñêè ∗-èçîìîð-
ôíà C∗-ïîäàëãåáðå B(H) äëÿ íåêîòîðîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H. Åñëè A ñå-
ïàðàáåëüíà, òî è H ìîæåò áûòü âûáðàíî ñåïàðàáåëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì π = ⊕ϕπϕ, ãäå ïðÿìàÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì
A. Òî÷íåå, ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèëüáåðòîâà ïðÿìàÿ ñóììà H := ⊕ϕHϕ (ïîïîëíåíèå ïî `2

íîðìå ïðîñòðàíñòâà ôèíèòíûõ îòîáðàæåíèé ϕ 7→ hϕ ∈ Hϕ, òî åñòü íàáîðîâ h = {hϕ},
hϕ ∈ Hϕ, ïðè÷åì ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî hϕ îòëè÷íî îò íóëÿ, à íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ êàê
‖h‖2 =

∑
ϕ ‖hϕ‖2) ñ äèàãîíàëüíûì äåéñòâèåì π(a)({hϕ}) = {πϕ(a)(hϕ)}. Òîãäà, êàê

âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ, ‖π(a)‖ = supϕ ‖πϕ(a)‖ = ‖a‖. Åñëè
æå A ñåïàðàáåëüíà, òî äîñòàòî÷íî áðàòü ñóììó ïî ñ÷åòíîìó íàáîðó ϕn, ãäå πϕn(an)‖ =
‖an‖, äëÿ ýëåìåíòîâ an, îáðàçóþùèõ ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â A. Òîãäà π = ⊕n∈Nπϕn ,
à ñîîòâåòñòâóþùåå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñåïàðàáåëüíî, ïîñêîëüêó êàæäîå Hϕn

ñåïàðàáåëüíî (êàê ïîïîëíåíèå ôàêòîðà ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà). �

Îïðåäåëåíèå 4.19. Ïîñòðîåííîå â òåîðåìå (â ïåðâîé åå ÷àñòè) ïðåäñòàâëåíèå íà-
çûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì A. Àëãåáðà ôîí Íåéìàíà π(A)′′, ãäå π �
óíèâåðñàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, ñîäåðæèò π(A) ∼= A â êà÷åñòâå ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà
è íàçûâàåòñÿ îáåðòûâàþùåé àëãåáðîé ôîí Íåéìàíà äëÿ A.

4.4. Ðàçëîæåíèå Æîðäàíà.

Ëåììà 4.20. Ïóñòü ϕ � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà A. Òîãäà ϕ = ψ1 + iψ2, ãäå ψ1 è
ψ2 � ñàìîñîïðÿæåííûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì, êàê äåëàëè è äëÿ ýëåìåíòîâ àëãåáðû, ψ1(a) = (ϕ(a) +

ϕ(a∗))/2 è ψ2(a) = (ϕ(a)− ϕ(a∗))/2i. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Asa ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ A. Òîãäà, î÷å-
âèäíî, ÷òî Asa ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 44. Èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ ìåæäó ñàìîñîïðÿæåííûìè ëèíåéíûìè
ôóíêöèîíàëàìè íà A è (âåùåñòâåííûìè) ëèíåéíûìè ôóíêöèîíàëàìè íà Asa.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ðàçëîæåíèè Æîðäàíà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Òåîðåìà 4.21 (î ïðîäîëæåíèè ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ). Ïóñòü B ⊂ A �
C∗-ïîäàëãåáðà, à ϕ : B → C � ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé
ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë ϕ′ : A→ C, ÷òî ϕ′|B = ϕ è ‖ϕ′‖ = ‖ϕ‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

a) îáå àëãåáðû èìåþò îáùóþ åäèíèöó,
b) A èìååò åäèíèöó, à B � íåò,
c) îáå àëãåáðû íå èìåþò åäèíèöû,
d) B èìååò åäèíèöó, à A � íåò.
e) îáå àëãåáðû ñ 1, íî 1A 6= 1B.

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 4.14, (c) è (b) ñâîäÿòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì åäèíèöû ê (a) (äëÿ (b)
íóæíî çàìåòèòü, ÷òî B+ ∼= B ⊕C 1A). Â ñâîþ î÷åðåäü, (d), î÷åâèäíî, ñâîäèòñÿ ê (e).
Â ñëó÷àå (a) ïðîäîëæèì ïî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà ϕ äî íåêîòîðîãî ϕ′ : A→ C òîé

æå íîðìû. Òîãäà ïî ëåììå 4.10, ‖ϕ′‖ = ‖ϕ‖ = ϕ(1) = ϕ′(1) è ϕ′ � ïîëîæèòåëüíûé ïî
ëåììå 4.15.
Â ñëó÷àå (e) ðàññìîòðèì C∗-ïîäàëãåáðó B1 := B ⊕ C 1A = B ⊕ C (1A − 1B) è

ïðîäîëæèì ϕ äî ϕ1 : B1 → C, ïîëîæèâ ϕ1(1A − 1B) = 0. Òîãäà ϕ1(a) = ϕ(1B · a), ãäå
a ∈ B1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a ∈ B, òî ϕ1(a) = ϕ(1B ·a) = ϕ(a), à åñëè a = 1A−1B, òî
ϕ1(a) = ϕ(1B(1A−1B)) = ϕ(0) = 0. Ïðè ýòîì åäèíèöà B1 � ýòî 1A. Êðîìå òîãî, ‖ϕ1‖ 6
‖ϕ‖ · ‖1B‖ = ‖ϕ‖, à ϕ1(1A) = ϕ(1B) = ‖ϕ‖. Çíà÷èò, ‖ϕ1‖ = ‖ϕ‖ = ϕ1(1A) = ϕ1(1B1)
è, ïî ëåììå 4.15, ϕ1 � ïîëîæèòåëüíûé. Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé (e) òîæå ñâåëñÿ ê
äîêàçàííîìó ñëó÷àþ (a). �

Òåîðåìà 4.22 (Ðàçëîæåíèå Æîðäàíà). Ïóñòü ψ � ñàìîñîïðÿæåííûé ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë íà A ñ íîðìîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 1. Òîãäà ψ = ϕ1 − ϕ2, ãäå ϕ1 è ϕ2 �
ïîëîæèòåëüíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà A ñ íîðìàìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ íîðìû 6 1, äîïóñêàþùèõ ðàçëîæåíèå, òðåáóåìîå â ôîðìóëèðîâêå
ëåììû. Òîãäà K � íåïóñòîå, âûïóêëîå è îãðàíè÷åííîå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:
ψ /∈ K. Òîãäà, ïî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà, íàéäóòñÿ òàêèå x ∈ Asa è α ∈ R, ÷òî ψ(x) > α
è ϕ(x) 6 α äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ K, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîñêîëüêó K
ñèììåòðè÷íî, òî

(11) |ϕ(x)| 6 α äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ K.
Òîãäà ‖x‖ 6 α. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ðàññìîòðèì C∗(x) ⊂ A.
Òîãäà

‖x‖ = sup{|ϕ(x)| : ϕ ìóëüòèïëèêàòèâåí} 6 sup{|ϕ(x)| : ‖ϕ‖ 6 1, ϕ ïîëîæèòåëåí}.
Çíà÷èò, èç íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî |ϕ(x)‖ > α äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæè-
òåëüíîãî ôóíêöèîíàëà íà C∗(x) ⊂ A ñ íîðìîé ‖ϕ‖ 6 1. Ïî òåîðåìå 4.21, íàéäåòñÿ
ïðîäîëæåíèå ϕ äî ïîëîæèòåëüíîãî ôóíêöèîíàëà ϕ′ íà A íîðìû 6 1 (â ÷àñòíîñòè,
ϕ′ ∈ K), ïðè÷åì |ϕ′(x)| > α. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò (11). Çíà÷èò, ‖x‖ 6 α. Íî òîãäà íå
ìîæåò áûòü ψ(x) > α, ïîñêîëüêó ‖ψ‖ 6 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå î ñóùå-
ñòâîâàíèè òàêîãî íåðàçëîæèìîãî ψ áûëî íåâåðíûì. �
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4.5. Ëèíåéíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 4.23. Ïîäìíîæåñòâî M ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ óðàâíî-
âåøåííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî v ∈M âåêòîð λv ïðèíàäëåæèò M ïðè ëþáîì |λ| 6 1. Â
÷àñòíîñòè, M � çâåçäíîå îòíîñèòåëüíî íóëÿ ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 4.24. Ïîäìíîæåñòâî M ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ïîãëî-
ùàþùèì, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ïðîñòðàíñòâà íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî α > 0, ÷òî
v ∈ βM ïðè |β| > α.

Îïðåäåëåíèå 4.25. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ñíàáæåííîå òîïîëîãèåé, íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì (ËÒÏ), åñëè îïåðàöèè ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íåïðåðûâíû.

Â îñíîâíîì êóðñå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå íåñëîæíûå
óòâåðæäåíèÿ (ñì. Êîëìîãîðîâ è Ôîìèí, 1982, ãë. III, �5):

Ïðåäëîæåíèå 4.26. 1). Áàçà ËÒÏ ñîñòîèò èç ñäâèãîâ îêðåñòíîñòåé íóëÿ.
2). Ëþáîé âåêòîð ËÒÏ è íå ñîäåðæàùåå åãî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èìåþò íåïå-

ðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4.27. ËÒÏ L óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ãîìîòåòèè, åñëè äëÿ ëþáîé
îêðåñòíîñòü íóëÿ W åå ãîìîòåòèÿ λW � òîæå îêðåñòíîñòü íóëÿ äëÿ ëþáîãî λ 6= 0 èç
îñíîâíîãî ïîëÿ.

Çàìå÷àíèå 4.28. Î÷åâèäíî, ÷òî òîïîëîãèÿ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ ãîìîòåòèè.

Ïðåäëîæåíèå 4.29. Äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ U ËÒÏ L ñ óñëîâèåì ãîìîòå-
òèè ñóùåñòâóåò óðàâíîâåøåííàÿ îêðåñòíîñòü, â íåé ñîäåðæàùàÿñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå C × L → L (óìíîæåíèå),
îòîáðàæàþùåå (0, 0L) 7→ 0L. Òîãäà, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè, íàéäóòñÿ òàêèå δ > 0 è
îêðåñòíîñòü íóëÿ W , ÷òî λW ⊆ U ïðè |λ| 6 δ (äîáèòüñÿ íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà
ìîæíî, óìåíüøèâ δ èç ñòàíäàðòíîãî îïðåäåëåíèÿ). Ïîëîæèì W ′ := ∪0<|λ|61λW . Â
ñèëó 4.27, ýòî W ′ � èñêîìîå. �

Çàìå÷àíèå 4.30. Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî áàçó îêðåñòíîñòåé íóëÿ ËÒÏ
L ìîæíî âûáðàòü èç ïîãëîùàþùèõ óðàâíîâåøåííûõ ìíîæåñòâ, à òàêæå, ÷òî óñëîâèå
ãîìîòåòèè ôàêòè÷åñêè íå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì, íî íàì ýòî íå ïîíàäîáèòñÿ.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.31. Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, dimL = n. Òîãäà ëþáàÿ
îòäåëèìàÿ òîïîëîãèÿ τ , ïðåâðàùàþùàÿ L â ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî Lτ c óñëîâèåì ãîìîòåòèè, ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé åâêëèäîâîé íîðìû ‖v‖2 =∑n

i=1 |vi|2, ãäå e1, . . . , en � íåêîòîðûé áàçèñ L, à v = v1e1 + · · · vnen.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâî L ñ åâêëèäîâîé (èëè óíèòàðíîé) òîïîëîãèåé áóäåì
îáîçíà÷àòü Lu, à îêðåñòíîñòè íóëÿ äâóõ òîïîëîãèé � ÷åðåç T è U , ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ T . Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü T0, ÷òî T0 + · · ·+

T0 ⊂ T (n ñëàãàåìûõ) â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ. Äëÿ êàæäîãî k
íàéäåòñÿ òàêîå εk > 0, ÷òî vkek ∈ T0 ïðè |vk| < εk (k = 1, . . . , n). Ïóñòü ε := mink εk, à
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U := {v ∈ L | ‖v‖ < ε}. Òîãäà vkek ∈ T0 äëÿ ëþáîãî v ∈ U è ëþáîãî k = 1, . . . , n. Çíà-
÷èò, U ⊂ T . Èç äîêàçàííîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
ι : Lu → Lτ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.
Îáðàòíî, ïóñòü U � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U = B(0, ε) �

îòêðûòûé øàð ðàäèóñà ε ñ ãðàíèöåé (ñôåðîé) S, ÿâëÿþùåéñÿ êîìïàêòíûì ìíîæå-
ñòâîì. Òîãäà S = ι(S) êîìïàêòíî â Lτ . Çíà÷èò, îíî çàìêíóòî, ïîñêîëüêó òîïîëîãèÿ
îòäåëèìà. Òîãäà íàéäåòñÿ çâåçäíàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ T (íàïðèìåð, óðàâíîâåøåííàÿ),
íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ S â ñèëó ïðåäëîæåíèé 4.26 è 4.29. Ïðè ýòîì T ⊆ U , ïîñêîëüêó
èíà÷å ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð v ∈ T , ÷òî ‖v‖ > ε, è åñëè ïîëîæèòü α := ε/‖v‖,
w := αv, òî α 6 1, òàê ÷òî w ∈ T â ñèëó çâåçäíîñòè. Íî ‖w‖ = ε, òàê ÷òî w ∈ T ∩ S.
Ïðîòèâîðå÷èå. �


