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Ëåêöèÿ 11 (29.11.2021)

Îïðåäåëåíèå 5.13. Ëþáîé ∗-ãîìîìîðôèçì ìåæäó êîíå÷íîìåðíûìè C∗-àëãåáðàìè
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùèì ãðàôè÷åñêèì ñïîñîáîì. Ïðåäñòàâèì A â âèäå
k-íàáîðà {(1, 1) = n1, . . . , (1, k) = nk}, ñîîòâåòñòâóþùåãî A ∼= Mn1 ⊕ . . .⊕Mnk , à B �
â âèäå l-íàáîðà {(2, 1) = m1, . . . , (2, l) = ml}, ñîîòâåòñòâóþùåãî B ∼= Mm1⊕ . . .⊕Mml .
Èçîáðàçèì ϕ ïðè ïîìîùè ñòðåëîê ìåæäó ýëåìåíòàìè íàáîðîâ, ïðè÷åì èç (1, j) â (2, i)
ïðîâåäåì cij ñòðåëîê, ÷òîáû ïîêàçàòü ÷àñòè÷íóþ êðàòíîñòü. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òà-
êèõ êàðòèíîê äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåíèé A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ⊂ Ap ⊂ · · · íàçûâà-
åòñÿ äèàãðàììîé Áðàòòåëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èíîãäà åå íàçûâàþò äèàãðàììîé
Áðàòòåëè àëãåáðû, íî îäíà è òà æå àëãåáðà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ðàçíûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé.

Çàäà÷à 51. Íàðèñîâàòü äèàãðàììû Áðàòòåëè äëÿ (íåêîòîðûõ îïðåäåëÿþùèõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé) ñëåäóþùèõ AF-àëãåáð:

(1) àëãåáðû êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ K(H);
(2) åå óíèòàëèçàöèè K(H)+;
(3) çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ Ap = M2p , ñ âëîæåíèÿìè Ap ⊂ Ap+1 êðàòíîñòè 2 ïî

ôîðìóëå a 7→
(
a 0
0 a

)
(CAR àëãåáðà);

(4) C(K), ãäå K � êàíòîðîâî ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå èç [0, 1] ïîñëåäîâàòåëüíûìè
óäàëåíèÿìè ñðåäíåé òðåòè ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëîâ. Åñëè Kp � ìíîæå-
ñòâî, ïîëó÷åííîå íà p-ì øàãå ýòîãî ïðîöåññà, òî Ap � àëãåáðà íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ íà èíòåðâàëàõ Kp;

(5) C(X), ãäå X := {0} ∪ { 1
n

: n ∈ N}, à Ak ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ
íà [0, 1/2k].

Ëåììà 5.14. Åñëè äâå äèàãðàììû Áðàòòåëè ñîâïàäàþò, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì
AF-àëãåáðû èçîìåòðè÷åñêè ∗-èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü An è Bn � äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíå÷íîìåðíûõ C∗-àë-
ãåáð ñ âêëþ÷åíèÿìè αn : An → An+1, βn : Bn → Bn+1. Ïîñêîëüêó äèàãðàììû Áðàò-
òåëè îäèíàêîâû, òî äëÿ êàæäîãî n èìååòñÿ èçîìîðôèçì ϕn : An → Bn. Ðàññìîò-
ðèì ϕn+1 ◦ αn è βn ◦ ϕn : An → Bn+1. Îíè ìîãóò îòëè÷àòüñÿ ëèøü íà óíèòàðíûé
un+1 ∈ Bn+1, òî åñòü βn ◦ ϕn = Adun+1 ϕn+1 ◦ αn, ãäå Adun+1(a) = un+1a(un+1)∗.
Ïîëîæèì ψ1 = ϕ1, v1 = 1. Îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè vn+1 = βn(vn)un+1 ∈ Bn+1,

ψn+1 = Advn+1 ϕn+1. Òîãäà

βnψn = βn Advn ϕn = Adβn(vn) βnϕn = Adβ(vn) Adun+1 ϕn+1αn

= Adβn(vn)un+1 ϕn+1αn = ψn+1αn.

Ïðè ýòîì ∪∞n=1ψn : ∪∞n=1An → ∪∞n=1Bn � èçîìåòðè÷åñêèé ∗-èçîìîðôèçì, òàê ÷òî
çàìûêàíèÿ òîæå èçîìîðôíû. �

Íå íàäî äóìàòü, ÷òî AF-àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ �ìàëåíüêèìè� è ÷òî C∗-ïîäàëãåáðû
AF-àëãåáð � ñíîâà AF-àëãåáðû. Íàïðèìåð, C[0, 1] íå ÿâëÿåòñÿ AF-àëãåáðîé (ïîñêîëü-
êó åäèíñòâåííàÿ åå êîíå÷íîìåðíàÿ C∗-ïîäàëãåáðà ñîñòîèò èç ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé),
íî ÿâëÿåòñÿ C∗-ïîäàëãåáðîé AF-àëãåáðû C(K) ôóíêöèé íà êàíòîðîâîì ìíîæåñòâå.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f � ôóíêöèÿ íà K, ïðèíèìàþùàÿ âñå ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ
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ïðîìåæóòêà [0, 1]. Åå ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì ýòîãî ìíîæåñòâà, òî åñòü ðàâåí
âñåìó èíòåðâàëó [0, 1]. Òàêèì îáðàçîì, C∗(1, f) ⊂ C(K) èçîìåòðè÷åñêè ∗-èçîìîðôíà
C(Sp(f)) = C[0, 1].

5.3. Ìóëüòèïëèêàòîðû. Áóäåì íàçûâàòü C∗-ïîäàëãåáðó B(H) íåâûðîæäåííîé, åñ-
ëè åå åñòåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæ-
äåííûì.
Âåçäå â ýòîì ïàðàãðàôå A,B ⊂ B(H).

Îïðåäåëåíèå 5.15. Îïåðàòîð x ∈ B(H) íàçûâàåòñÿ ëåâûì ìóëüòèïëèêàòîðîì A,
åñëè xA ⊂ A. Îí íàçûâàåòñÿ ïðàâûì ìóëüòèïëèêàòîðîì, åñëè Ax ⊂ A è äâîéíûì
(èëè äâóñòîðîííèì) ìóëüòèïëèêàòîðîì èëè ïðîñòî ìóëüòèïëèêàòîðîì, åñëè âû-
ïîëíÿþòñÿ îáà óñëîâèÿ.

Åñëè ó A åñòü åäèíèöà, òî âñÿêèé ëåâûé (ïðàâûé) ìóëüòèïëèêàòîð ëåæèò â A.
Ïîñêîëüêó A ñëàáî ïëîòíî â A′′, òî ìû ìîæåì ïåðåéòè ê çàìûêàíèþ xA ⊂ A è

ïîëó÷èòü xA′′ ⊂ A′′. Åñëè A′′ ñ åäèíèöåé, òî x ∈ A′′.

Îïðåäåëåíèå 5.16. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå σ : A → A íàçûâàåòñÿ ëåâûì öåíòðà-
ëèçàòîðîì, åñëè σ(ab) = σ(a)b äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå σ : A→ A
íàçûâàåòñÿ ïðàâûì öåíòðàëèçàòîðîì, åñëè σ(ab) = aσ(b) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A. Ïàðà
(σ1, σ2) íàçûâàåòñÿ äâîéíûì öåíòðàëèçàòîðîì, åñëè σ1 � ïðàâûé öåíòðàëèçàòîð, σ2

� ëåâûé öåíòðàëèçàòîð è σ1(a)b = aσ2(b) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A.

Ëåììà 5.17. Ëþáîé ëåâûé öåíòðàëèçàòîð îãðàíè÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N èìååòñÿ òàêîé
ýëåìåíò xn ∈ A, ÷òî ‖xn‖ < 1/n è ‖σ(xn)‖ > n. Çíà÷èò, ðÿä a =

∑∞
n=1 xnx

∗
n ñõîäèòñÿ,

òàê ÷òî a ∈ A è xnx
∗
n 6 a. Ïî ëåììå 3.18, xn ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå xn = a1/4un,

ãäå ‖un‖ 6 ‖a‖1/4. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî n èìååì ‖σ(xn)‖ = ‖σ(a1/4)un‖ 6 ‖σ(a1/4)‖ ·
‖a1/4‖ � ïðîòèâîðå÷èå. �

Òåîðåìà 5.18. Åñëè A íåâûðîæäåíà, òî èìååòñÿ áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó ëåâûìè (ïðàâûìè, äâîéíûìè) ìóëüòèïëèêàòîðàìè è ëåâûìè (ïðàâûìè, äâîéíû-
ìè) öåíòðàëèçàòîðàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x � ëåâûé ìóëüòèïëèêàòîð, òî îòîáðàæåíèå A 3 a 7→ xa ∈ A
� ëåâûé öåíòðàëèçàòîð. Åñëè xa = ya äëÿ ëþáîãî a ∈ A, òî (x− y)a = 0 äëÿ ëþáîãî
a ∈ A′′, òàê ÷òî x = y â A′′.
Ïóñòü σ � ëåâûé öåíòðàëèçàòîð, à uλ � àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà äëÿ A. Ïî-

ñêîëüêó íàïðàâëåííîñòü σ(uλ) îãðàíè÷åíà, òî äëÿ íåå èìååòñÿ òî÷êà íàêîïëåíèÿ â
A′′ (îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà ñëàáî êîìïàêòíû â B(H) è òî÷êè íàêîïëåíèÿ äîëæíû
ëåæàòü â çàìûêàíèè A). Îáîçíà÷èì îäíó èç òî÷åê íàêîïëåíèÿ ÷åðåç x. Äëÿ ëþáîãî
a ∈ A, íàïðàâëåííîñòü uλa ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ê a, òàê ÷òî σ(uλa) = σ(uλ)a ñõîäèòñÿ
ê σ(a). Òîãäà xa = σ(a) ∈ A, òàê ÷òî x � ëåâûé ìóëüòèïëèêàòîð. Åñëè xA = 0, òî
σ = 0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè y ∈ A′′ � äðóãàÿ òî÷êà íàêîïëåíèÿ, òî xa = σ(a) = ya äëÿ
ëþáîãî a ∈ A, è (x− y)a = 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ A′′ (ââèäó ñèëüíîé ïëîòíîñòè A â A′′),
òàê ÷òî x = y â A′′. Òàê ÷òî òî÷êà íàêîïëåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå îäíà.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ïðàâûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ è ïðàâûõ öåíòðàëèçàòî-

ðîâ.
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Ïóñòü òåïåðü x � äâîéíîé ìóëüòèïëèêàòîð, òî îòîáðàæåíèÿ σ2 : a 7→ xa è σ1 : a 7→
ax � ëåâûé è ïðàâûé ìóëüòèïëèêàòîðû, ïðè÷åì σ1(a)b = (ax)b = a(xb) = aσ2(b) äëÿ
ëþáûõ a, b ∈ A, òàê ÷òî x îïðåäåëÿåò äâîéíîé öåíòðàëèçàòîð. Îáðàòíî, åñëè (σ1, σ2)
� äâîéíîé öåíòðàëèçàòîð, òî, ïî äîêàçàííîìó, σ1 îïðåäåëÿåò ïðàâûé ìóëüòèïëèêà-
òîð x1, à σ2 � ëåâûé ìóëüòèïëèêàòîð x2. Ïðè ýòîì ax1b = σ1(a)b = aσ2(b) = ax2b äëÿ
ëþáûõ a, b ∈ A, òàê ÷òî x1 = x2, à x1 = x2 � äâîéíîé ìóëüòèïëèêàòîð. �

Çàäà÷à 52. Ïóñòü π : A → B(H) � âûðîæäåííîå ïðåäñòàâëåíèå. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç
H0 èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî H0 := {ξ ∈ H : π(a)(ξ)0 äëÿ ëþáîãî a ∈ A}. Äî-
êàçàòü, ÷òî π èíäóöèðóåò ïðåäñòàâëåíèå π′ : A → B(H/H0), ïðè÷åì, åñëè π áûëî
òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì (èíúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì), òî è π′ áóäåò òàêîâûì.

Çàìå÷àíèå 5.19. Ñîîòâåòñòâåííî, äî êîíöà íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà áóäåì ñ÷èòàòü
A ⊆ B(H) íåâûðîæäåííîé, òàê ÷òî (äâîéíûå) ìóëüòèïëèêàòîðû ñîâïàäàþò ñ äâîé-
íûìè öåíòðàëèçàòîðàìè.

Ìíîæåñòâî âñåõ ëåâûõ (ïðàâûõ) ìóëüòèïëèêàòîðîâ A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç LM(A)
(RM(A)), à ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ A � ÷åðåç M(A).

Çàäà÷à 53. Ïðîâåðèòü, ÷òî RM(A) = (LM(A))∗ è ÷òî M(A) = LM(A) ∩ RM(A),
òàê ÷òî M(A) ñèììåòðè÷íî ïî îòíîøåíèþ ê èíâîëþöèè.

Ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå òðè ìíîæåñòâà çàìêíóòû ïî íîðìå. Òàêèì
îáðàçîì, M(A) � C∗-àëãåáðà (à îñòàëüíûå äâå � â îáùåì ñëó÷àå òîëüêî áàíàõîâû
àëãåáðû).

Çàäà÷à 54. Ïóñòü X � ëîêàëüíî-êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, à C0(X), êàê è ðàíåå
� C∗-àëãåáðà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê 0 íà áåñêîíå÷íîñòè. Äîêàçàòü,
÷òî àëãåáðà M(C0(X)) ⊂ L∞(X) ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíà ñ C∗-àëãåáðîé Cb(X)
âñåõ îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà X.

Ïðèìåð 5.20. Åñëè A = K(H), òî M(K(H)) ⊆ B(H), íî ëþáîé îãðàíè÷åííûé
îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì (òàê êàê K(H) � èäåàë â B(H)), òàê ÷òî
M(K(H)) = B(H).

Îïðåäåëåíèå 5.21. Èäåàë A ⊂ B íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì, åñëè ëþáîé íåíóëåâîé
èäåàë B èìååò íåòðèâèàëüíîå ïåðåñå÷åíèå ñ A.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A⊥ ⊂ B ìíîæåñòâî A⊥ = {x ∈ B : Ax = 0}.
Ëåììà 5.22. Ïîäàëãåáðà A ⊂ B ñóùåñòâåííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A⊥ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A⊥ = 0, íî A íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé. Òîãäà
èìååòñÿ òàêîé íåíóëåâîé èäåàë J ⊂ B, ÷òî A ∩ J = {0}. Âîçüìåì j ∈ J , j 6= 0. Äëÿ
ëþáîãî a ∈ A èìååì ja ∈ J ∩ A, òàê ÷òî ja = 0 è 0 6= j ∈ A⊥ � ïðîòèâîðå÷èå.
Îáðàòíî, ïóñòü A � ñóùåñòâåííûé, íî A⊥ 6= 0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé x ∈ A⊥, ÷òî

x 6= 0. Ðàññìîòðèì èäåàë BxB (çàìûêàíèå ìíîæåñòâà âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
ýëåìåíòîâ âèäà

∑
i bixb

′
i, bi, b

′
i ∈ B) è âûáåðåì y ∈ BxB ∩A. Êàê èçâåñòíî (íàïðèìåð,

èç ëåììû 3.18), ëþáîé ýëåìåíò C∗-àëãåáðû äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå
äâóõ åå ýëåìåíòîâ, òàê ÷òî ìû ìîæåì çàïèñàòü y = z ·a, ãäå z, a ∈ BxB∩A. Çàïèøåì
z =

∑
i bixb

′
i, òàê ÷òî y = za =

∑
i bix(b′ia) = 0, ïîñêîëüêó b′ia ∈ A, à çíà÷èò, xb′ia = 0,

ïîñêîëüêó x ∈ A⊥. Ñëåäîâàòåëüíî, BxB ∩A = 0 � ïðîòèâîðå÷èå ñ ñóùåñòâåííîñòüþ.
�
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Ëåììà 5.23. Ïóñòü A ⊂ B � ñóùåñòâåííûé èäåàë. Òîãäà ñóùåñòâóåò âëîæåíèå
B ⊂M(A), òîæäåñòâåííîå íà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì b ∈ B. Òîãäà b îïðåäåëÿåò ëåâûé è ïðàâûé öåíòðàëè-
çàòîð A (òàê êàê A � èäåàë) σ2 : a 7→ ba è σ1 : a 7→ ab, ïðè÷åì σ1(a)a′ = (ab)a′ =
a(ba′) = aσ2(a′) äëÿ ëþáûõ a, a′ ∈ A, òàê ÷òî b îïðåäåëÿåò äâîéíîé öåíòðàëèçàòîð,
à çíà÷èò, ìóëüòèïëèêàòîð. Òàê ÷òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå π : B → M(A), òîæ-
äåñòâåííîå íà A. Ýòî îòîáðàæåíèå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ∗-ãîìîìîðôèçìîì. Îñòàåòñÿ
ïðîâåðèòü èíúåêòèâíîñòü π. Åñëè b ∈ Ker π, òî σ1 = 0 è σ2 = 0 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 5.18), òàê ÷òî bA = 0, Ab = 0 è b ∈ A⊥, à çíà÷èò, b = 0. �

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâèå A 7→ M(A) íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì. Íàïðèìåð, äëÿ
A = K(H) è B = A+ ðàññìîòðèì âëîæåíèå A ⊂ B. Ïðè ýòîì M(A) = B(H), à
M(B) = B. Î÷åâèäíî, ÷òî âëîæåíèå íå ïðîäîëæàåòñÿ íà ýòè ìóëüòèïëèêàòîðíûå
àëãåáðû. Òåì íå ìåíåå, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïåðåõîä ê ìóëüòèïëèêàòîðàì èìååò
íåêîòîðûå ôóíêòîðèàëüíûå ñâîéñòâà.

Ëåììà 5.24. Ïóñòü ϕ : A → B � ñþðúåêòèâíûé ∗-ãîìîìîðôèçì äâóõ C∗-àëãåáð.
Òîãäà îí ïðîäîëæàåòñÿ äî ∗-ãîìîìîðôèçìà ϕ̄ : M(A)→M(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ ∈ LM(A) � ëåâûé öåíòðàëèçàòîð. Äëÿ ëþáîãî b ∈ B
ïîëîæèì ϕ̄(σ)(b) := ϕ(σ(ϕ−1(b))). Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü, òî åñòü íåçà-
âèñèìîñòü îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ â ϕ−1(b) ⊂ A. Â ñèëó ëèíåéíîñòè, äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÷òî σ îòîáðàæàåò Kerϕ â ñåáÿ. Ïóñòü a ∈ Kerϕ. Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå
a = a1 · a2, a1, a2 ∈ Kerϕ. Òîãäà ϕ(σ(a)) = ϕ(σ(a1)a2) = 0, ïîñêîëüêó Kerϕ � èäåàë.
Òàêèì îáðàçîì, ëåâûé öåíòðàëèçàòîð σ îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå ϕ̄(σ), êîòîðîå

ÿâëÿåòñÿ ëåâûì öåíòðàëèçàòîðîì B. Àíàëîãè÷íî äåëàåòñÿ äëÿ ïðàâûõ è äâîéíûõ
öåíòðàëèçàòîðîâ (çàäà÷à 55). �

Çàäà÷à 55. Äîêàçàòü, ÷òî ϕ̄(σ) ÿâëÿåòñÿ ëåâûì öåíòðàëèçàòîðîì. Àíàëîãè÷íî ïî-
ñòðîèòü ïðîäîëæåíèå ïðàâîãî öåíòðàëèçàòîðà. Ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ äâîéíîãî öåíòðà-
ëèçàòîðà ïîëó÷àåì äâîéíîé öåíòðàëèçàòîð.

Çàäà÷à 56. Ïðîâåðèòü, ÷òî â ñèòóàöèè ïðåäûäóùåé ëåììû ðàñøèðåíèå ϕ̄ òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì.

Çàäà÷à 57. Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå π : A→ B(H) íåâûðîæäåíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîé àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöû uλ àëãåáðû A âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå óñëîâèå: äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ξ ∈ H íàéäåòñÿ òàêîå λ, ÷òî uλ(ξ) 6= 0.

Ëåììà 5.25. Ïóñòü B ⊂ A � àëãåáðà è C∗-ïîäàëãåáðà ñ îáùåé àïïðîêñèìàòèâíîé
åäèíèöåé uλ. Òîãäà M(B) ⊂M(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A íåâûðîæäåíà, òî è B òîæå íåâûðîæäåíà â ñèëó çàäà÷è 57.
Òàê ÷òî M(B) ⊂ B′′ ⊂ A′′. Äëÿ ëþáîãî x ∈ A, y ∈ M(B), yx = lim yuλx ∈ A, è
àíàëîãè÷íî, xy ∈ A, òàê ÷òî y � ìóëüòèïëèêàòîð A. �


