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Ëåêöèÿ 12 (06.12.2022)

5.4. Ãèëüáåðòîâû C∗-ìîäóëè.

Îïðåäåëåíèå 5.26. Ïóñòü M � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (ñ íîðìîé ‖ · ‖), êîòîðîå â
òî æå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ìîäóëåì íàä C∗-àëãåáðîé A (äåéñòâèå A íà M ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíûì). Ïóñòü 〈·, ·〉 : M × M → A � ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà
(íàçûâàåìàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì) ñî ñâîéñòâàìè:

(1) 〈m,na〉 = 〈m,n〉a äëÿ âñåõ m,n ∈M , a ∈ A;
(2) 〈m,n〉 = 〈n,m〉∗ äëÿ âñåõ m,n ∈M ;
(3) 〈m,m〉 ∈ A ïîëîæèòåëåí äëÿ âñåõ m ∈M , à åñëè îí ðàâåí 0, òî m = 0.

Ìû íàçûâàåì M ãèëüáåðòîâûì C∗-ìîäóëåì, åñëè ‖m‖2 = ‖〈m,m〉‖ äëÿ âñÿêîãî
m ∈M .

Ïðèìåð 5.27. Àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì C∗-íàä A, åñëè ìû îïðåäåëèì
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôîðìóëîé 〈a, b〉 := a∗b, a, b ∈ A.

Ïðèìåð 5.28. Ìîäóëü An � ãèëüáåðòîâ C∗-ìîäóëü íàä A ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì, çàäàííûì ôîðìóëîé 〈(a1, . . . , an), (b1, . . . , bn)〉 :=

∑n
i=1 a

∗
i bi.

Ëåììà 5.29 (íåðàâåíñòâî Êîøè(-Øâàðöà-Áóíÿêîâñêîãî)). ‖〈n,m〉‖2 6 ‖n‖2‖m‖2

äëÿ ëþáûõ n,m ∈M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ A ∈ A ìû èìååì 〈m− na,m− na〉 > 0, ïîýòîìó 〈m,m〉 −
a∗〈n,m〉−〈m,n〉a+a∗〈n, n〉 > 0. Âîçüìåì a = 1

‖n‖2 〈n,m〉. Òîãäà 〈m,m〉−
2
‖n‖2 〈m,n〉〈n,m〉+

1
‖n‖4 〈m,n〉〈n, n〉〈n,m〉 > 0. Ïîñêîëüêó ‖n‖2 = ‖〈n, n〉‖ > 〈n, n〉, òî ïîëó÷àåì, ÷òî

〈m,m〉 − 1
‖n‖2 〈m,n〉〈n,m〉 > 0, òàê ÷òî 〈m,n〉〈n,m〉 6 ‖n‖2〈m,m〉. Îòñþäà ïîëó÷àåì

òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. �

Ïðèìåð 5.30. Ïóñòü M ñîñòîèò èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ai), ai ∈ A, äëÿ êîòî-
ðûõ ðÿä

∑∞
i=1 a

∗
i ai ñõîäèòñÿ â A (ïî íîðìå). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàåòñÿ ôîð-

ìóëîé by 〈(ai), (bi)〉 :=
∑∞

i=1 a
∗
i bi. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ. Äàííûé

ãèëüáåðòîâ C∗-ìîäóëü î÷åíü âàæåí äëÿ ïðèëîæåíèé. Îí îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
l2(A) è íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ãèëüáåðòîâûì C∗-ìîäóëåì.

Îòîáðàæåíèå T : M →M íàçûâàåòñÿ (îãðàíè÷åííûì) îïåðàòîðîì â ãèëüáåðòîâîì
C∗-ìîäóëå M , åñëè îíî ëèíåéíî è A-ëèíåéíî (òî åñòü, T (ma) = T (m)a äëÿ ëþáûõ
m ∈ M , a ∈ A). Åñëè M = A, òî ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ëåâûõ
öåíòðàëèçàòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 5.31. Îïåðàòîð T íàçûâàåòñÿ äîïóñêàþùèì ñîïðÿæåííûé, åñëè èìå-
åòñÿ òàêîé îïåðàòîð S, ÷òî 〈m,T (n)〉 = 〈S(m), n〉 äëÿ ëþáûõm,n ∈M . Â ýòîì ñëó÷àå
S íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì äëÿ T è îáîçíà÷àåòñÿ TF. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
BFA (M) ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ, äîïóñêàþùèõ ñîïðÿæåííûé.

Â îòëè÷èå îò ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, â ãèëüáåðòîâûõ C∗-ìîäóëÿõ èìåþòñÿ
îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, íå äîïóñêàþùèå ñîïðÿæåííîãî.

Çàäà÷à 58. Ïîñòðîèòü ïðèìåð îïåðàòîðà, íå äîïóñêàþùåãî ñîïðÿæåííîãî.

Çàäà÷à 59. Äîêàçàòü, ÷òî ‖x‖ = supy∈B1(M)〈x, y〉, ãäå B1(M) ⊂M � åäèíè÷íûé øàð.
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Òåîðåìà 5.32. Àëãåáðà BFA (M) ÿâëÿåòñÿ C∗-àëãåáðîé.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Êëþ÷åâûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ìîìåíòû.
1) Èíâîëþöèÿ F : BFA (M)→ BFA (M) ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó

çàäà÷è 59,
‖T‖ = sup

x∈B1(M)

‖Tx‖ = sup
x,y∈B1(M)

‖〈Tx, y〉‖ =

= sup
x,y∈B1(M)

‖〈x, TFy〉‖ = sup
y∈B1(M)

‖TFy‖ = ‖TF‖.

2) Äëÿ íîðìû âûïîëíåíî C∗-ñâîéñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç îöåíêè

‖TFT‖ > sup
x∈B1(M)

‖〈TFTx, x〉‖ = sup
x∈B1(M)

‖〈Tx, Tx〉‖ = ‖T‖2

(â îáðàòíóþ ñòîðîíó � ýòî îáùåå ñâîéñòâî îïåðàòîðíîé íîðìû ñ ó÷åòîì ïóíêòà
îäèí).

3) Àëãåáðà BFA (M) çàìêíóòà êàê ïîäàëãåáðà áàíàõîâîé àëãåáðó B âñåõ îãðàíè÷åí-
íûõ C-ëèíåéíûé îïåðàòîðîâM →M (ñ îïåðàòîðíîé íîðìîé). Äåéñòâèòåëüíî, ïðåæ-
äå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî áàíàõîâà àëãåáðà BA(M) âñåõ îïåðàòîðîâ çàìêíóòà â B êàê
ïåðåñå÷åíèå ïî âñåì x ∈ M , a ∈ A, çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Ker(fx,a), ãäå fx,a : B → M ,
fx,a(T ) = T (xa) − T (x)a, � îãðàíè÷åííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ‖fx,a‖ 6 2‖x‖ ‖a‖.
Ïóñòü íàïðàâëåííîñòü ýëåìåíòîâ Tα ∈ BFA (M) ñõîäèòñÿ ê T ∈ BA(M), â ÷àñòíîñòè,
ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåííîñòüþ Êîøè. Ïî ïóíêòó 1), íàïðàâëåííîñòü TFα òîæå ÿâëÿåò-
ñÿ íàïðàâëåííîñòüþ Êîøè, à çíà÷èò, èìååò ïðåäåë S ∈ BA(M). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

S = TF è T ∈ BFA (M). �

Çàäà÷à 60. Çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.32.

Åñëè M = A, òî îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà, äîïóñêàþùåãî ñîïðÿæåííûé ñîâïàäàåò ñ
îïðåäåëåíèåì äâîéíîãî öåíòðàëèçàòîðà.

Îïðåäåëåíèå 5.33. Îïåðàòîð θx,y, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé θx,y(z) = x〈y, z〉, íàçû-
âàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì.

Çàäà÷à 61. Äîêàçàòü, ÷òî θx,y ∈ BFA (M), ïðåäúÿâèâ ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ñîïðÿæåí-
íîãî.

Îïðåäåëåíèå 5.34. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà C-ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòàðíûõ
îïåðàòîðîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç KA(M). Åãî ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ A-êîìïàêòíûìè
îïåðàòîðàìè.

Çàäà÷à 62. Äîêàçàòü, ÷òî KA(M) � èäåàë â BFA (M).

Çàäà÷à 63. Äîêàçàòü, ÷òî KA(A) = A. Çàìåòèì, ÷òî åñëè A áåç åäèíèöû, òî KA(A) =

A 6= BFA (A) = DC(A) (àëãåáðà äâîéíûõ öåíòðàëèçàòîðîâ).

5.5. Àëãåáðà Êàëêèíà. Åñëè ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H íå ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëü-
íûì, òî B(H) ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûì, â ÷àñòíîñòè, èìåòü íå òîëüêî îäèí
ñîáñòâåííûé èäåàë. Íàïðèìåð, èäåàëîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ ñ ñåïàðà-
áåëüíûì îáðàçîì. Ýòîãî íå ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå ñåïàðàáåëüíîãî H, êîòîðûì ìû
îáû÷íî áóäåì îãðàíè÷èâàòüñÿ.
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Îïðåäåëåíèå 5.35. Ôàêòîð-C∗-àëãåáðà Q(H) = B(H)/K(H) íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé
Êàëêèíà.

Îïðåäåëåíèå 5.36. Ôàêòîð-C∗-àëãåáðàM(A)/A íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé âíåøíèõ ìóëü-
òèïëèêàòîðîâ, èëè îáîáùåííîé àëãåáðîé Êàëêèíà.

Ëåììà 5.37. Àëãåáðà Êàëêèíà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî K(H) � åäèíñòâåííûé èäåàë B(H). Ïóñòü èäå-
àë I ⊂ B(H) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí íåêîìïàêòíûé îïåðàòîð. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ýòîò îïåðàòîð ïîëîæèòåëüíûé (òàê êàê ëþáîé îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåé-
íóþ êîìáèíàöèþ ÷åòûðåõ ïîëîæèòåëüíûõ). Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç t. Çàìåòèì, ÷òî ïî-
ñêîëüêó K(H) � ïðîñòàÿ (ïî ñëåäñòâèþ 5.4), òî ëèáî K(H) ⊆ I, ëèáî K(H)∩ I = {0}.
Ïîñêîëüêó t /∈ K(H), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî α > 0, ÷òî îáà
ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðà p1 = p[0,α) è p2 = p[α,∞) áåñêîíå÷íîãî ðàíãà. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè p2 ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì íå íàéäåòñÿ, òî t ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì âîïðåêè
ïðåäïîëîæåíèþ. Åñëè ïðè ýòîì p1 = 0, òî t îáðàòèì, à çíà÷èò, I = B(H), êàê è òðå-
áîâàëîñü. Åñëè p1 6= 0, íî ðàíã åãî êîíå÷íûé, òî èìååì êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé, ìåíüøèõ α, òàê ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f , íåïðåðûâíîé íà ñïåêòðå,
èìååì 0 6= f(t) ∈ K(H). Çíà÷èò, K(H) ⊆ I. Ïîýòîìó p1 ∈ I è t+ p1 ∈ I � îáðàòèìûé
è I = B(H). Èòàê, îáà ïðîåêòîðà p1 è p2 � áåñêîíå÷íîãî ðàíãà. Ïóñòü Hi = Im pi,
i = 1, 2. Òîãäà H1 ⊥ H2 è H = H1 ⊕ H2. Ïîñêîëüêó H1 è H2 èçîìîðôíû â ñèëó
ñåïàðàáåëüíîñòè H, òî èìååòñÿ òàêàÿ ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ w ∈ B(H), ÷òî w|H2 = 0 è
w|H1 îòîáðàæàåò H1 èçîìåòðè÷åñêè íà H2. Ïîñêîëüêó ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû êîì-
ìóòèðóþò ñ t, òî tp2 > α · 1H2 , ãäå 1H2 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â H2. Êðîìå òîãî,
w∗tw > α · 1H1 , à çíà÷èò, tp2 +w∗tw > α · 1. Ïîýòîìó tp2 +w∗tw ∈ I îáðàòèì, òàê ÷òî
I = B(H). �


