
Ãëàâà 1

C∗-àëãåáðû

Ëåêöèÿ 1

1.1 Îïðåäåëåíèå è ïåðâûå ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå 1.1. Àëãåáðîé A (íàä ïîëåì K) íàçûâàåòñÿ êîëüöî, ÿâëÿþùååñÿ ëè-
íåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä K, ïðè÷åì ñëîæåíèå â îïðåäåëåíèè êîëüöà è â îïðåäå-
ëåíèè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà îäíî è òî æå, à óìíîæåíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
λ(ab) = (λa)b äëÿ âñÿêèõ λ ∈ K, a, b ∈ A.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü àëãåáðû òîëüêî íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Àëãåáðà A íàä C íàçûâàåòñÿ áàíàõîâîé àëãåáðîé, åñëè ïîäëåæà-
ùåå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì è ‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖ äëÿ
ëþáûõ a, b ∈ A.

Çàäà÷à 1 (ëåãêàÿ). Ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óìíîæåíèå íåïðåðûâíî (êàê îòîá-
ðàæåíèå A× A→ A).

Îïðåäåëåíèå 1.3. Îòîáðàæåíèå ∗ : A→ A, a 7→ a∗ íàçûâàåòñÿ èíâîëþöèåé, åñëè

1. (a∗)∗ = a;

2. (a+ b)∗ = a∗ + b∗;

3. (λa)∗ = λ̄a∗;

4. (ab)∗ = b∗a∗;

5. ‖a∗‖ = ‖a‖

äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A, λ ∈ C. Áàíàõîâà àëãåáðà ñ èíâîëþöèåé íàçûâàåòñÿ èíâîëþòèâ-
íîé áàíàõîâîé àëãåáðîé.
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Îïðåäåëåíèå 1.4. Èíâîëþòèâíàÿ áàíàõîâà àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ C∗-àëãåáðîé, åñëè
èíâîëþöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó ‖a∗a‖ = ‖a‖2 äëÿ âñåõ a ∈ A (ýòî ðàâåíñòâî
íàçûâàåòñÿ C∗-ñâîéñòâîì).

Çàäà÷à 2. Ïðèâåñòè ïðèìåð èíâîëþòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû, íå ÿâëÿþùåéñÿ C∗-
àëãåáðîé.

Çàäà÷à 3 (ëåãêàÿ). Ïîêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâî (5) îïðåäåëåíèÿ 1.3 ñëåäóåò èç ñâîéñòâ
(1 � 4) è C∗-ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ýëåìåíò 1 ∈ A íàçûâàåòñÿ (ëåâûì) åäèíè÷íûì, åñëè 1a = a äëÿ
ëþáîãî a ∈ A. C∗-àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ óíèòàëüíîé èëè àëãåáðîé ñ åäèíèöåé, åñëè
ó íåå èìååòñÿ (ëåâûé) åäèíè÷íûé ýëåìåíò.

Çàäà÷à 4. Ïîêàçàòü, ÷òî ëåâûé åäèíè÷íûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ è ïðàâûì, ÷òî 1∗ = 1,
÷òî åäèíè÷íûé ýëåìåíò åäèíñòâåí è ÷òî ‖1‖ = 1. Îí íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé àëãåáðû.

Çàäà÷à 5. Ïðîâåðüòå, ÷òî àëãåáðà C(X), îáðàçîâàííàÿ âñåìè íåïðåðûâíûìè êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè íà êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå X è àëãåáðà C0(X) âñåõ
íåïðåðûâíûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå
X, ñòðåìÿùèõñÿ ê 0 íà áåñêîíå÷íîñòè (òî åñòü òàêèõ f : X → C, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò K ⊆ X, ÷òî sup{|f(x)| | x ∈ K} < ε) ÿâëÿþò-
ñÿ êîììóòàòèâíûìè C∗-àëãåáðàìè, åñëè â êà÷åñòâå íîðìû áåðåòñÿ ñóïðåìóì-íîðìà:
‖f‖ = supx∈X |f(x)|, à â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ � ïîòî÷å÷íîå óìíîæåíèå. Ïðè ýòîì
àëãåáðà C(X) èìååò åäèíèöó.

Çàäà÷à 6. Ïðîâåðüòå, ÷òî àëãåáðà B(H) âñåõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâó-
þùèõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, ÿâëÿåòñÿ C∗-àëãåáðîé ñ åäèíèöåé. Çäåñü â
êà÷åñòâå íîðìû áåðåòñÿ îïåðàòîðíàÿ íîðìà ‖a‖ = suph∈H, ‖h‖≤1 ‖a(h)‖, à óìíîæåíèå
� êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ.

Ýòè ïðèìåðû C∗-àëãåáð ÿâëÿþòñÿ âàæíåéøèìè, êàê ìû óâèäèì äàëüøå.

1.2 Óíèòàëèçàöèÿ, èëè ïðèñîåäèíåíèå åäèíèöû

Åñëè ó èíâîëþòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû A íåò åäèíèöû, òî åå ìîæíî âëîæèòü â
èíâîëþòèâíóþ áàíàõîâó àëãåáðó A ñ åäèíèöåé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì A+ =
A⊕C êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî (ïðÿìàÿ ñóììà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ). Îïðåäåëèì
ñòðóêòóðó èíâîëþòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû íà A+ ôîðìóëàìè

(a, λ)(b, µ) = (ab+ λb+ µa, λµ), (1.1)

(a, λ)∗ = (a∗, λ̄),

‖(a, λ)‖ = ‖a‖+ |λ|

äëÿ ëþáûõ (a, λ), (b, µ) ∈ A⊕ C.
Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî èñõîäíàÿ àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ C∗-àëãåáðîé.
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Çàäà÷à 7. Ïîêàçàòü, ÷òî ýòà íîðìà ïðåâðàùàåò A+ â èíâîëþòèâíóþ áàíàõîâó àëãåá-
ðó, íî íå C∗-àëãåáðó. (Äëÿ ïðîâåðêè ïîëíîòû âîñïîëüçóéòåñü ïîëíîòîé ïîäïðîñòðàí-
ñòâà A ⊂ A+ êîíå÷íîé (åäèíè÷íîé) êîðàçìåðíîñòè, ÷òî ñëåäóåò èç çàäà÷è 337(á) â
[3].)

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïîäìíîæåñòâî B ⊆ A íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé (áàíàõîâîé) àë-
ãåáðû A, åñëè B ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé (è íîðìû) A.

Ïîäìíîæåñòâî B ⊆ A íàçûâàåòñÿ (C∗-)ïîäàëãåáðîé C∗-àëãåáðû A, åñëè B ÿâ-
ëÿåòñÿ C∗-àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé è íîðìû A. Â ÷àñòíîñòè, B çàìêíóòà â
A.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïîäàëãåáðà I ⊆ A íàçûâàåòñÿ (äâóñòîðîííèì) èäåàëîì, åñëè
aI ⊆ I è Ia ⊆ I äëÿ ëþáîãî a ∈ A.

Çàäà÷à 8. Äîêàçàòü, ÷òî A � èäåàë â A+.

Ëåììà 1.8. Íà A+ èìååòñÿ íîðìà, êîòîðàÿ

1) ýêâèâàëåíòíà îïðåäåëåííîé âûøå;

2) íà A ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé íîðìîé:

3) ÿâëÿåòñÿ C∗-íîðìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ b = (b′, λ) ∈ A+ ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Lb : A→ A
ïî ôîðìóëå Lb(a) = ba, a ∈ A. Äëÿ Lb, òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàòîð-
íóþ íîðìó: ‖Lb‖ := supa∈A, ‖a‖≤1 ‖Lb(a)‖. Åñëè b ∈ A, òî ‖Lb‖ ≤ ‖b‖. Ïîñêîëüêó
‖Lb(b∗)‖ = ‖bb∗‖ = ‖b‖2, òî ‖Lb‖ = ‖b‖. Äëÿ âñÿêîãî b = (b′, λ) ∈ A+ ïîëîæèì
‖b‖new = ‖Lb‖. Çàìåòèì, ÷òî ïðîâåäåííîå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ‖.‖new óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2) èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû.

Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðèì ‖ · ‖new ÿâëÿåòñÿ íîðìîé. Î÷åâèäíî, ÷òî àêñèîìû ëè-
íåéíîñòè è òðåóãîëüíèêà âûïîëíåíû (òî åñòü ýòî � ïîëóíîðìà, èëè ïðåäíîðìà),
òàê ÷òî îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü íåâûðîæäåííîñòü. Ïóñòü ‖b‖new = 0 äëÿ íåêîòîðîãî
b = (b′, λ) ∈ A+. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (b′, λ) · (a, 0) = (b′a + λa, 0) = (0, 0) äëÿ ëþáî-
ãî a ∈ A, òàê ÷òî − 1

λ
b′ · a = a è − 1

λ
b′ ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé A. Íî ó A íåò åäèíèöû.

Çíà÷èò, ‖ · ‖new � íîðìà. Êàê âñÿêàÿ îïåðàòîðíàÿ íîðìà, íîâàÿ íîðìà � íîðìà íà
áàíàõîâîé àëãåáðå, òî åñòü

‖bc‖new ≤ ‖b‖new‖c‖new (1.2)

äëÿ ëþáûõ b, c ∈ A+ (Ëåãêàÿ çàäà÷à: ïðîâåðüòå ýòî). Ïîêà ìû íå óòâåðæäàåì, ÷òî
èíâîëþöèÿ ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé.

Ýòà íîâàÿ íîðìà ýêâèâàëåíòíà îïðåäåëåííîé ðàíåå íîðìå íà A+, ïîñêîëüêó A ⊂
A+ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì êîðàçìåðíîñòè 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïî íåðàâåíñòâó òðå-
óãîëüíèêà, èìååì ‖(a, λ)‖new ≤ ‖a‖+|λ| = ‖(a+λ)‖, òàê ÷òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà c > 0, ÷òî ‖(a, λ)‖new ≥ c‖(a, λ)‖. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:
ñóùåñòâóþò òàêèå ïàðû (an, λn) è ÷èñëà cn > 0, ÷òî limn→∞ cn = 0 è

‖(an, λn)‖new ≤ cn‖(an, λn)‖.
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Ïîñêîëüêó íè îäíî λn íå ðàâíî íóëþ, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü (ïîäåëèâ, ïðè íåîá-
õîäèìîñòè, îáå ñòîðîíû íà λn 6= 0), ÷òî λn = 1. Ñíîâà ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðå-
óãîëüíèêà, ïîëó÷àåì

‖an‖ − 1 ≤ ‖(an, 1)‖new ≤ cn(‖an‖+ 1),

îòêóäà ‖an‖ ≤ 1+cn
1−cn , è äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååì ‖an‖ < 2. Íî òîãäà äëÿ ýòèõ

n èìååì ‖(an, 1)‖new ≤ 3cn, òàê ÷òî

lim
n→∞

(an, 1) = 0. (1.3)

Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî A+/A ∼= C, à âñå íîðìû íà C ýêâèâàëåíòíû (áîëåå òîãî, îíè
îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì). Òàêèì îáðàçîì, ôàêòîð-íîðìà íà A+/A,
çàäàâàåìàÿ ‖(a, λ) + A‖new := infa∈A ‖(a, λ)‖new ýêâèâàëåíòíà îáû÷íîé íîðìå íà C.
Çíà÷èò, infa∈A ‖(a, 1)‖new = α > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (1.3).

Òåïåðü íàì íàäî ïðîâåðèòü C∗-ñâîéñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ ëþáîãî b ∈ A+ è
ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò a ∈ A, ÷òî ‖a‖ = 1 è

‖Lb(a)‖ ≥ (1− ε)‖Lb‖, òî åñòü ‖ba‖new = ‖ba‖ ≥ (1− ε)‖b‖new.

Òàêæå èìååì

‖b∗b‖new ≥ ‖a∗(b∗b)a‖new = ‖a∗(b∗b)a‖ = ‖(ba)∗(ba)‖ = ‖ba‖2 ≥ (1− ε)2‖b‖2
new

(ãäå ïåðâîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ñèëó (1.2), ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî � â ñèëó òîãî,
÷òî A ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â A+, à äàëüøå ïðèìåíÿåì C∗-ñâîéñòâî â A). Ïåðåõîäÿ
ê ïðåäåëó ïðè ε, ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ, ïîëó÷àåì ‖b∗b‖new > ‖b‖2

new. Â ÷àñòíîñòè,
‖b∗‖new · ‖b‖new > ‖b∗b‖new > ‖b‖2

new, òàê ÷òî ‖b∗‖new > ‖b‖new. Ïîýòîìó ‖b‖new =
‖(b∗)∗‖new > ‖b∗‖new. Òàêèì îáðàçîì, èíâîëþöèÿ ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé è, ïî (1.2),
‖b∗b‖new 6 ‖b∗‖new‖b‖new = ‖b‖2

new. Çíà÷èò, ýòî � C∗-íîðìà.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ýëåìåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè a∗ = a,
óíèòàðíûì, åñëè a∗a = aa∗ = 1 (òóò àëãåáðà A ïðåäïîëàãàåòñÿ óíèòàëüíîé), íîð-
ìàëüíûì, åñëè a∗a = aa∗.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Â óíèòàëüíîé C∗-àëãåáðå ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a′ ∈ A, ÷òî aa′ = a′a = 1. Ýëåìåíò a′ ñ òàêèì ñâîé-
ñòâîì åäèíñòâåí (ïðîâåðüòå!), îí íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê a è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç a−1.
Ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ G(A) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

Çàäà÷à 9. Ïðîâåðüòå ýòî.

Ëåììà 1.11. Åñëè ‖1 − a‖ < 1, òî a−1 ñóùåñòâóåò è ðàâåí a′ =
∑∞

n=0(1 − a)n,
ïðè÷åì ðÿä ñõîäèòñÿ ïî íîðìå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõîäèìîñòü ñðàçó ñëåäóåò èç îöåíêè ÷åðåç ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðî-
ãðåññèþ. Äàëåå âû÷èñëÿåì: a′a = aa′ = −(1− a)a′ + a′ = −

∑∞
n=1(1− a)n +

∑∞
n=0(1−

a)n = 1.
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Çàäà÷à 10. Äîêàçàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ÷òî åñëè a0 ∈ A îáðàòèì è ‖a − a0‖ <
1

‖a−1
0 ‖

, òî a òîæå îáðàòèì, ïðè÷åì a−1 =
∑∞

n=0[a−1
0 (a0 − a)]na−1

0 .

Ñëåäñòâèå 1.12. Ïîäìíîæåñòâî G(A) ⊂ A ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.
Âçÿòèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà a 7→ a−1 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì G(A)
â ñåáÿ.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå ñëåäñòâèå, èñïîëüçóÿ óñòàíîâëåííûå âûøå ôîðìóëû.


