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2.7 Êîíå÷íîìåðíûå C∗-àëãåáðû

Ðàññìîòðèì ∗-ñëàáóþ òîïîëîãèþ íà A, çàäàâàåìóþ ñèñòåìîé ïîëóíîðì a 7→ |ϕ(a)|
äëÿ âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ ϕ. Èç ëåììû 2.20 è òåîðåìû 2.22 ñëåäóåò, ÷òî òó
æå òîïîëîãèþ ìîæíî ïîëó÷èòü, îãðàíè÷èâàÿñü òîëüêî ïîëóíîðìàìè, ñâÿçàííûìè ñ
ñîñòîÿíèÿìè.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ËÒÏ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãîìîòåòèè 2.27.

Ëåììà 2.32. Êîíå÷íîìåðíàÿ C∗-àëãåáðà âñåãäà èìååò åäèíèöó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A êîíå÷íîìåðíà, òî òîïîëîãèÿ íîðìû ñîâïàäàåò ñ ∗-ñëàáîé
òîïîëîãèåé ïî òåîðåìå 2.31. Ïóñòü un � àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà àëãåáðû A. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ϕ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕ(un) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé è îãðàíè-
÷åííîé è ïîýòîìó èìååò ïðåäåë.. Ïåðåõîäÿ ê ëèíåéíûì êîìáèíàöèÿì, ïîëó÷àåì ñõî-
äèìîñòü äëÿ ëþáîãî ôóíêöèîíàëà íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå A, â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ôóíêöèîíàëîâ ϕ1, . . . ϕk äâîéñòâåííîãî áàçèñà ê íåêîòîðîìó áàçèñó a1, . . . , ak.
Òîãäà èìååòñÿ ýëåìåíò a ∈ A c ϕi(a) = limn ϕi(un). Ðàññìàòðèâàÿ ëèíåéíûå êîìáè-
íàöèè ϕi, ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ(a) = limn ϕ(un) äëÿ ëþáîãî ϕ. Ïîýòîìó un ñõîäèòñÿ ê a â
∗-ñëàáîé òîïîëîãèè, à çíà÷èò, è ïî íîðìå. Òîãäà ax = xa = x äëÿ ëþáîãî x ∈ A, òàê
÷òî a = 1.

Ëåììà 2.33. Ïóñòü I ⊂ A � èäåàë â êîíå÷íîìåðíîé C∗-àëãåáðå A. Òîãäà I = Ap
äëÿ íåêîòîðîãî öåíòðàëüíîãî ïðîåêòîðà (=èäåìïîòåíòà èç öåíòðà) p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó I êîíå÷íîìåðåí, òî óíèòàëåí ïî ëåììå 2.32. Ïóñòü p ∈ I
� åäèíèöà I. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî x ∈ A âûïîëíÿåòñÿ xp ∈ I, òàê ÷òî p(xp) = xp.
Ïîýòîìó px∗p = x∗p äëÿ ëþáîãî x ∈ A, îòêóäà xp = pxp = px è p ïðèíàäëåæèò
öåíòðó A. Î÷åâèäíî, ÷òî p2 = p.

Ëåììà 2.34. Ïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ C∗-àëãåáðà A èçîìåòðè÷åñêè ∗-èçîìîðôíà
ìàòðè÷íîé àëãåáðå Mn äëÿ íåêîòîðîãî n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî aAb 6= 0 äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ a, b ∈
A. Äåéñòâèòåëüíî, AaA ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì èäåàëîì (òàê êàê A ñ åäèíèöåé è 0 6= a =
1 ·a ·1 ∈ A), òàê ÷òî â ñèëó ïðîñòîòû, AaA = A. Ïîýòîìó 1 =

∑
i xiayi è b =

∑
i xiayib.

Ïîýòîìó, åñëè ayb = 0 äëÿ ëþáîãî y ∈ A, òî b =
∑

i xi(ayib) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ.

Ïóñòü B � íåêîòîðàÿ ìàêñèìàëüíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà A. Òîãäà îíà ìî-
æåò áûòü îòîæäåñòâëåíà ñ C(X) = Cn = C · e1 ⊕ . . .⊕C · en äëÿ íåêîòîðîãî n, ãäå X
ñîñòîèò èç n òî÷åê, à ei ∈ B îáîçíà÷àåò ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè â òî÷êå i. Ïðè ýòîì ei ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè ñ ñîîòíîøåíèÿìè eiej = 0
äëÿ i 6= j è

∑n
i=1 ei = 1. Ïîñêîëüêó eiAei · ej = ej · eiAei = 0 à B ìàêñèìàëüíàÿ, òî

eiAei ⊂ B. Ïîýòîìó eiAei = C · ei (ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, 0 6= eiAei 3 ei, èëè ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì èç íà÷àëà äîêàçàòåëüñòâà).



46 Ãëàâà 2. Ïðåäñòàâëåíèÿ C∗-àëãåáð

Äëÿ ëþáûõ i, j íàéäåòñÿ òàêîé x = xij ∈ A, ÷òî x = eixej 6= 0, ‖x‖ = 1. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ èç íà÷àëà äîêàçàòåëüñòâà, eiAej 6= 0, òàê ÷òî èìå-
åòñÿ x = eiyej c ‖x‖ = 1. Ïðè ýòîì eixej = eieiyejej = eiyej = x. Òîãäà x∗x =
ejx
∗eieixej ∈ ejAej, à çíà÷èò, ïî äîêàçàííîìó, èìååò âèä αej, α ∈ C. Òàê êàê x∗x

� ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò, ïî íîðìå ðàâíûé åäèíèöå, òî α = 1, òàê ÷òî x∗x = ej.
Àíàëîãè÷íî, xx∗ = ei. Îáîçíà÷èì òàêîé x = xij äëÿ j = 1 ÷åðåç ui, òàê ÷òî ui =
eixe1 = eiuie1. Òîãäà u

∗
iui = e1, uiu

∗
i = ei, i = 1, . . . , n. Ïîëîæèì uij := uiu

∗
j . Ïðè

ýòîì uie1u
∗
i = uiu

∗
iuiu

∗
i = eiei = ei, òàê ÷òî uijuji = uiu

∗
juju

∗
i = uie1u

∗
i = ei. Òàêæå

ejuji = uju
∗
juju

∗
i = uje1u

∗
i = uju

∗
iuiu

∗
i = ujiei, è eiuij = uiu

∗
iuiu

∗
j = uie1u

∗
j = uiu

∗
juju

∗
j .

Åñëè x ∈ eiAej, òî åñòü x = eiaej, òî xuji = eiaejuji = eiaujiei ∈ eiAei, òàê ÷òî
xuji = λei äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ C. Òîãäà x = xej = xujiuij = λeiuij = λuij, òàê
÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ A ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî λij(x) ∈ C, ÷òî eixej = λij(x)uij.
Òàêèì îáðàçîì, x =

∑
i,j eixej =

∑
ij λij(x)uij. Ñîîòâåòñòâèå x 7→ (λij(x)) îïðåäåëÿåò

èçîìîðôèçì κ : A→Mn (çàäà÷à 47).

Çàäà÷à 47. Ïðîâåðèòü áèåêòèâíîñòü è íåîáõîäèìûå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà κ.

Òåîðåìà 2.35. Åñëè A êîíå÷íîìåðíà, òî A = ⊕kApk, ãäå pk � öåíòðàëüíûå ïðîåê-
òîðû, à êàæäàÿ Apk � ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà Mn(k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîé àëãåáðû ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ëåììû 2.34. Åñëè A íå
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, òî I = Ap ïî ëåììå 2.33, ãäå p � öåíòðàëüíûé ïðîåêòîð. Òîãäà
A = I ⊕ J , ãäå J := A(1 − p). Òîãäà J � òîæå èäåàë, ïîñêîëüêó (1 − p) � òîæå
öåíòðàëüíûé ïðîåêòîð, òàê ÷òî A(1 − p)A = AA(1 − p) ⊆ A(1 − p). Ïðè ýòîì öåíòð
A, áóäó÷è êîíå÷íîìåðíîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé, èçîìîðôåí Cm (ôóíêöèÿì íà
êîíå÷íîì ìíîæåñòâå), à ïðîåêòîðàì ñîîòâåòñòâóþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè.
Äàëåå ðàññóæäàåì ïî èíäóêöèè, óìåíüøàÿ ðàçìåðíîñòü, ïîêà íå ïðèäåì ê ñóììå
ïðîñòûõ àëãåáð.

2.8 Íåâûðîæäåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.36. Ïóñòü π � ïðåäñòàâëåíèå C∗-àëãåáðû A â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π(A)H (âîçìîæíî íåçàìêíóòîå) ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âèäà

∑
i π(ai)ξi, ãäå a1, . . . , an ∈ A, ξ1, . . . , ξn ∈

H. Ïðåäñòàâëåíèå π íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè π(A)H ïëîòíî â H.

Çàäà÷à 48. Åñëè ó A åñòü åäèíèöà, òî π ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà π(1) = 1.


