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Ëåêöèÿ 11

Ëåììà 2.37. Ïóñòü I ⊂ A � èäåàë, à π � íåâûðîæäåííîå ïðåäñòàâëåíèå I â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïðîäîëæåíèå π
äî ïðåäñòàâëåíèÿ π̃ âñåé àëãåáðû A â H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì π̃ ñíà÷àëà íà âåêòîðàõ èç ïëîòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
π(I)H ⊂ H ôîðìóëîé
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ñèìàòèâíàÿ åäèíèöà I. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäíèõ ïðåäåëîâ â öåïî÷êå
ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäïîñëåäíèõ � òî åñòü, òåì ñàìûì, äëÿ êàæäîãî èç äâóõ
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òî π̃ îãðàíè÷åíî, à çíà÷èò, π̃(a) ïðîäîëæàåòñÿ äî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà â H.

Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, π̃(ab) = π̃(a)π̃(b) è π̃(a∗) = π̃(a)∗ äëÿ ëþáûõ
a, b ∈ A, òàê ÷òî π̃ ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì A. Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
ëþáîå ïðîäîëæåíèå π äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü (2.3).

Ëåììà 2.38. Â óñëîâèÿõ ëåììû 2.37 ïðåäñòàâëåíèå π íåïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà π̃ íåïðèâîäèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π ïðèâîäèòñÿ ñîáñòâåííûì èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñò-
âîì L ⊂ H. Òîãäà, â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè, H = π(I)(L+ L⊥) ⊆ π(I)L + π(I)L⊥.
Ïîñêîëüêó L⊥ òîæå èíâàðèàíòíî, òî π(I)L⊥ ⊂ L⊥, òàê ÷òî π(I)L = L. Then π̃(A)L =
π̃(A)π(I)L = π(I)L = L è L ïðèâîäèò π̃. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó óòâåðæäåíèå òðèâèàëü-
íî.

Ëåììà 2.39. Ïóñòü π � ïðåäñòàâëåíèå A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, à I ⊂
A � èäåàë. Òîãäà îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð p íà π(I)H ëåæèò â öåíòðå π(A)′′. Åñëè
π íåïðèâîäèìî è π(I) 6= 0, òî π|I òàêæå íåïðèâîäèìî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó π(A)π(I)H = π(I)H, òî π(I)H èíâàðèàíòíîå ïðîñòðàí-
ñòâî äëÿ π(A), à çíà÷èò, p ∈ π(A)′ (ñì. êîíåö äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.3). Åñëè
x ∈ π(I)′, òî xπ(j)ξ = π(j)xξ ∈ π(I)H äëÿ ëþáûõ j ∈ I, ξ ∈ H, òàê ÷òî pH �
èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî π(I)′ è, çíà÷èò, p ∈ π(I)′′. Ïîýòîìó

p ∈ π(I)′′ ∩ π(A)′ ⊂ π(A)′′ ∩ π(A)′,

÷òî ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì π(A)′′.
Åñëè π íåïðèâîäèìî, òî p � ñêàëÿðíûé îïåðàòîð (òî åñòü 0 èëè 1) (ñì. ëåììó

2.3), à ïîñêîëüêó π(I) 6= 0, òî p = 1. Çíà÷èò, π|I ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì. Çíà÷èò,
ïî ëåììå 2.38 îíî íåïðèâîäèìî.



Ãëàâà 3

Ñïåöèàëüíûå êëàññû C∗-àëãåáð

3.1 C∗-àëãåáðà êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ

Ìû ðàññìîòðèì â ýòîì ïàðàãðàôå C∗-ïîäàëãåáðû C∗-àëãåáðû K(H) êîìïàêòíûõ îïå-
ðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî C∗-ïîäàëãåáðà àë-
ãåáðû B(H) íåïðèâîäèìà, åñëè åå òîæäåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå íåïðèâîäèìî.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïðîåêòîð p íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî
ïðîåêòîðà q 6= 0, q 6= p, ÷òî qp = q. Äðóãèìè ñëîâàìè, p íå äîìèíèðóåò íèêàêîãî
íåòðèâèàëüíîãî ïðîåêòîðà.

Ëåììà 3.2. Ëþáàÿ íåíóëåâàÿ C∗-àëãåáðà A, ñîñòîÿùàÿ èç êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ,
ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé ïðîåêòîð e è eAe = C · e. Åñëè A íåïðèâîäèìà, òî e �
ïðîåêòîð ðàíãà 1 (êàê ïðîåêòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó A íåíóëåâàÿ, òî îíà ñîäåðæèò íåíóëåâîé ïîëîæèòåëü-
íûé îïåðàòîð (ñì. (1.7)), êîòîðûé (êàê èçâåñòíî èç îñíîâíîãî êóðñà ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà (ñì. [9, òåîðåìà 1, ñòð. 360]) , èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð (êðîìå 0) ñ ñîá-
ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè êîíå÷íûõ êðàòíîñòåé. Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð,
ñîîòâåòñòâóþùèé íåíóëåâîé òî÷êå ñïåêòðà. Ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ ýòîé èçîëèðîâàííîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ñïåêòðå, òî ýòîò ïðîåêòîð
ïðèíàäëåæèò A. Òîãäà ñðåäè äîìèíèðóåìûõ èì íåíóëåâûõ ïðîåêòîðîâ èìååòñÿ íåêî-
òîðûé ïðîåêòîð e ∈ A ìèíèìàëüíîãî ðàíãà ñðåäè äîìèíèðóåìûõ (ïîñêîëüêó ó íèõ
êîíå÷íûå ðàíãè). Òîãäà e � ìèíèìàëüíûé (åäèíñòâåííîñòü ìèíèìàëüíîãî è äàæå
ðàâåíñòâî ðàíãîâ ó ðàçíûõ ìèíèìàëüíûõ íå óòâåðæäàåòñÿ). Åñëè eAe ñîñòîèò íå
òîëüêî èç C · e, òî òåì æå ñïîñîáîì ìû ñìîæåì ïîñòðîèòü ïðîåêòîð, äîìèíèðóåìûé
e è ïðèéòè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî A íåïðèâîäèìà, íî ðàíã e áîëüøå 1. Âûáåðåì ïàðó
íåíóëåâûõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ ξ, η â îáðàçå e. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî a ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ÷èñëî λ ∈ C, ÷òî eae = λe, òî (ξ, aη) = (eξ, aeη) = (ξ, eaeη) = λ(ξ, η), òî
åñòü aη ⊥ ξ äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Ðàññìàòðèâàÿ âñå ξ èç îáðàçà e, ïåðïåíäèêóëÿðíûå η,
âèäèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî Aη ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì. Ïðîòèâîðå÷èå.
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