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Ëåììà 3.3. Åäèíñòâåííîé íåïðèâîäèìîé C∗-ïîäàëãåáðîé K(H) ÿâëÿåòñÿ îíà ñàìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � íåïðèâîäèìàÿ C∗-ïîäàëãåáðà K(H), à e ∈ A � ìèíè-
ìàëüíûé ïðîåêòîð ðàíãà 1. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð ξ ∈ H åäèíè÷íîé äëèíû,
÷òî eη = ξ(ξ, η) äëÿ ëþáîãî η (áåðåì ξ èç îáðàçà e). Â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè, äëÿ
ëþáûõ η, ζ ∈ H íàéäóòñÿ òàêèå ýëåìåíòû a, b ∈ A, ÷òî aξ = η, bξ = ζ (ñì. ëåììó 2.5).
Ïðè ýòîì A 3 aeb∗ è aeb∗(κ) = aξ(ξ, b∗κ) = η(ζ, κ), κ ∈ H. Òàêèì îáðàçîì, A ñîäåð-
æèò âñå îïåðàòîðû ðàíãà 1. Òàêèå îïåðàòîðû ïîðîæäàþò K(H) (ëþáîé êîìïàêòíûé
ïðèáëèæàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè), òàê ÷òî A = K(H).

Ñëåäñòâèå 3.4. Àëãåáðà K(H) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó K(H) íåïðèâîäèìà, òî ëþáîé åå íåíóëåâîé èäåàë òîæå
íåïðèâîäèì (ïî ëåììå 2.39), òàê ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ K(H) (ïî ëåììå 3.3).

Ñëåäñòâèå 3.5. Ïóñòü A � íåïðèâîäèìàÿ C∗-ïîäàëãåáðà B(H), ñîäåðæàùàÿ íåíó-
ëåâîé êîìïàêòíûé îïåðàòîð. Òîãäà K(H) ⊆ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó A ∩ K(H) � íåíóëåâîé èäåàë A, òî îí íåïðèâîäèì ïî
ëåììå 2.39. Ïî ëåììå 3.3 ýòà ïîäàëãåáðà K(H) äîëæíà ñîâïàäàòü ñî âñåé K(H).

3.2 AF-àëãåáðû

Îïðåäåëåíèå 3.6. Íàçîâåì C∗-àëãåáðó AF-àëãåáðîé (àïïðîêñèìàòèâíî êîíå÷íîìåð-
íîé), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì îáúåäèíåíèÿ âîçðàñòàþùåé ïî âëîæåíèþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñâîèõ êîíå÷íîìåðíûõ C∗-ïîäàëãåáð.

Çàäà÷à 49. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà Mn ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ïðè ëþáîì n
(ýòî íå ñëåäóåò èç ëåììû 2.34, èç êîòîðîé ìîæíî âûâåñòè, ÷òî Mn ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé
ïðè íåêîòîðîì n). Óêàçàíèå: äëÿ ëþáîãî èäåàëà I 6= {0} ðàññìîòðèì ìàòðèöó èç
íåãî ñ aij 6= 0. Ïóòåì óìíîæåíèÿ ñëåâà è ñïðàâà íà ìàòðèöû ñ 1 íà îäíîì ìåñòå è
íóëÿìè íà îñòàëüíûõ, ïîëó÷èòå ìàòðèöó èç I ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì ýëåìåíòîì
aij. Óìíîæàÿ íà ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê, ïîëó÷èòå àíàëîãè÷íûå ìàòðèöû ñî âñåìè
âîçìîæíûìè i, j. Èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè äàþò âñþ àëãåáðó Mn.

Çàäà÷à 50. Âûâåñòè èç çàäà÷è 49 è ëåììû 2.34, ÷òî îáðàç ìàòðè÷íîé àëãåáðû Mn

ïðè ∗-ãîìîìîðôèçìå � ëèáî íóëåâàÿ àëãåáðà, ëèáî àëãåáðà, èçîìîðôíàÿ Mn.

Çàäà÷à 51. Äîêàçàòü ñëåäóþùèé ïî÷òè î÷åâèäíûé ôàêò: åñëè p è q � ïðîåêòîðû
îäèíàêîâîãî ðàíãà â Mn, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà u, ÷òî q = u∗pu.

Ëåììà 3.7. Ïóñòü ϕ : Mn → Mk � íåíóëåâîé ∗-ãîìîìîðôèçì, òàê ÷òî p := ϕ(1n)
� ñàìîñîïðÿæåííûé ïðîåêòîð, ãäå 1n � åäèíèöàMn. Òîãäà rk(p) = Trace(p) äåëèòñÿ
íà n = rk(1n) = Trace(1n).



3.2. AF-àëãåáðû 51

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé îðòîãîíàëüíûé (ñàìîñîïðÿæåííûé) ïðî-
åêòîð e ∈Mn. Òîãäà ϕ(e) � ñàìîñîïðÿæåííûé ïðîåêòîð âMk. Åãî ðàíã íå çàâèñèò îò
âûáîðà e, ïîñêîëüêó ëþáîé äðóãîé e′ ðàâåí u∗eu (ïî çàäà÷å 51), ãäå u � óíèòàðíûé,
òàê ÷òî

Trace(ϕ(e′)) = Trace(ϕ(u∗eu)) = Trace(ϕ(u∗)ϕ(e)ϕ(u)) =

= Trace(ϕ(u)ϕ(u∗)ϕ(e)) = Trace(ϕ(uu∗e)) = Trace(ϕ(e)).

Åñëè áû ýòîò (îäèí äëÿ âñåõ) ðàíã áûë áû íóëåâîé, òî ϕ áûë áû íóëåâûì. Çíà÷èò,
îí ðàâåí c > 1. Ðàññìîòðèì òåïåðü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , en (íàïðèìåð,
êàíîíè÷åñêèé) â Cn è îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìåðíûå îðòîïðîåêòîðû ÷åðåç
[ei], òàê ÷òî [ej] [ei] = 0 ïðè i 6= j. Òîãäà, ïîñêîëüêó ϕ([ei])ϕ([ej]) = ϕ([eiej]) = 0 ïðè
i 6= j, ïîëó÷àåì

Trace(p) = rk(ϕ(1n)) = rk(ϕ([e1]⊕ · · · ⊕ [en])) = rk(ϕ([e1])) + · · ·+ rk(ϕ([en])) = cn.

Îïðåäåëåíèå 3.8. Îòíîøåíèå c := rk(p)
n

íàçîâåì êðàòíîñòüþ ϕ.

Íàðÿäó ñî ñòàíäàðòíûì ëåâûì äåéñòâèåì Mn íà Cn ðàññìîòðèì ëåâîå äåéñòâèå
Mn íà ñåáå óìíîæåíèåì, òàê ÷òî êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

Mn
∼= Cn ⊕ · · · ⊕ Cn︸ ︷︷ ︸

n ðàç

= Mn[e1]⊕ · · · ⊕Mn[en]

ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì íà ïðîñòûå ìîäóëè (=íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ), ãäå [ei] ∈
Mn � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà áàçèñíûé âåêòîð ei ñòàíäàðòíîãî áàçèñà. Ïî-
äðóãîìó ìîæíî çàïèñàòü [ei] = ei ⊗ e∗i (ðàññìàòðèâàÿ ìàòðèöû êàê ýíäîìîðôèçìû),
ãäå e∗ � ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûé ôóíêöèîíàë äëÿ e, òàê ÷òî [ei]v = (ei⊗e∗i )v = ei(ei, v).
Äëÿ ðàçíûõ âåêòîðîâ ïîëó÷àåì ìàòðè÷íóþ åäèíèöó eij = ei⊗ (ej)

∗, òàê ÷òî [ei] = eii.

Ëåììà 3.9. Ëþáîé íåïðèâîäèìûé ëåâûé ìîäóëü M â Mn èìååò âèä Mn(g ⊗ f ∗) =
Cn ⊗ f ∗, ãäå g, f � åäèíè÷íûå (ìîæíî âçÿòü) âåêòîðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëåâîãî äåéñòâèÿ ìîäóëü Mn(g ⊗ f ∗) = Cn ⊗ f ∗ èçîìîðôåí Cn

ñî ñòàíäàðòíûì äåéñòâèåì, à çíà÷èò, íåïðèâîäèì. Ïîýòîìó, åñëè g ⊗ f ∗ ∈ M , òî
M = Mn(g⊗ f ∗). Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî M ñîäåðæèò ýëåìåíò âèäà g⊗ f ∗. Íî ýòî �
ëþáîé îïåðàòîð ðàíãà 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a � îïåðàòîð ðàíãà 1, òî íàäî âçÿòü
â êà÷åñòâå f åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé åãî ÿäðó, à g = a(f). Íàêîíåö,
åñëè M � íåíóëåâîé, è 0 6= b ∈ M , òî âûáåðåì f 6= 0 èç åãî îáðàçà. Òîãäà (f ⊗ f ∗)b
� îïåðàòîð ðàíãà 1 èç M .

Òåîðåìà 3.10. Ïóñòü ϕ � (óíèòàëüíûé) ∗-àâòîìîðôèçì C∗-àëãåáðû Mn. Òîãäà îí
ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì: ϕ(a) = vav∗ äëÿ ëþáîãî a, ãäå v ∈Mn � óíèòàðíûé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìåæäó Mn, ðàññìàòðèâà-
åìûì êàê ëåâûé ìîäóëü íàäMn ñî ñòàíäàðòíûì äåéñòâèåì a ·x, èMn, ðàññìàòðèâàå-
ìûì êàê ìîäóëü ñ äåéñòâèåì a∗x = ϕ(a) ·x, ïîñêîëüêó ϕ(a ·x) = ϕ(a) ·ϕ(x) = a∗ϕ(x).
Òàê êàê ϕ(Mn) = Mn, òî èíâàðèàíòíûå è íåïðèâîäèìûå ìîäóëè äëÿ îáîèõ äåéñòâèé
îäíè è òå æå (ïîñëåäíèå îïèñûâàþòñÿ ëåììîé 3.9), è ϕ(C ⊗ ei) = C ⊗ hi, ïðè÷åì,
ïîñêîëüêó àâòîìîðôèçì ïåðåâîäèò ïðÿìóþ ñóììó â ïðÿìóþ ñóììó, òî hi îáðàçóþò
áàçèñ â Cn è, òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåí èçîìîðôèçì u : Cn → Cn, u : ei → hi (äàæå
åñëè ñ÷èòàòü ‖hi‖ = 1, òî u îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæå-
íèÿ íà äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïî ìîäóëþ ðàâíûõ åäèíèöå).
Òàêèì îáðàçîì, ϕ(eij) = rij ⊗ hj, ãäå rij ∈ Cn � íåêîòîðûå ýëåìåíòû. Àíàëîãè÷íîå
ðàññóæäåíèå ñ ïðàâûìè ìîäóëÿìè ïîêàçûâàåò, ÷òî ϕ(eij) = gi⊗(sij)

∗, ãäå v : Cn → Cn,
v : ei → gi � èçîìîðôèçì, à sij ∈ Cn � íåêîòîðûå ýëåìåíòû. Èç ýòèõ äâóõ ñîîòíî-
øåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ(eij) = λijgi⊗ (hj)

∗, ãäå λij � íåêîòîðûå ÷èñëà. Ïðè ýòîì (ñì.
äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.7) ϕ([ei]) = λiigi⊗(hi)

∗ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì ïðîåêòî-
ðîì, òàê ÷òî hi = µgi è gi = (λijµ)(gi⊗ (gi)

∗)(gi) = (λijµ)gi è λijµ = 1. Òàêèì îáðàçîì,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî hi = gi, u = v è (íîâûå) λij óäîâëåòâîðÿþò λii = 1 äëÿ ëþáîãî
i. Ïðè ýòîì gi îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.7),
òàê ÷òî u : ei 7→ gi ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì. Èç ñîõðàíåíèÿ ðàâåíñòâ eijeji = eii = [ei] è
e∗ij = eji ïðè ãîìîìîðôèçìå ϕ ïîëó÷àåì, ÷òî λijλji = 1, λij = λji, òàê ÷òî, â ÷àñòíîñòè,
λij � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïî ìîäóëþ ðàâíûå 1.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Λ = ‖λij‖. Ïåðåõîäÿ, åñëè íóæíî, îò âåêòîðîâ gi ê (λ1i)
−1gi =

λ1igi ïðè i = 2, . . . , n, ìîæåì ñ÷èòàòü λ1i = λi1 = 1 ïðè i = 2, . . . , n. Ïðè ýòîì îáðàç
ϕ(a) ìàòðèöû a = ‖aij‖ çàïèñûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {gi}
êàê ‖λijaij‖, à åñëè ìàòðèöà a áûëà óíèòàðíàÿ, òî ϕ(a) òîæå äîëæíà áûòü óíèòàðíîé.
Ïóñòü íåêîòîðîå λij 6= 1 (÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè i 6= j, i 6= 1). Áåðÿ äëÿ ýòèõ i, j
óíèòàðíóþ ìàòðèöó a ñ a1i = 1/

√
2, a1j = 1/

√
2, aii = 1/

√
2, aij = −1/

√
2 (è îñòàëüíûå

â ýòèõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ, êîíå÷íî, � íóëè), ïîëó÷èì óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ýòèõ

ñòðîê â âèäå 0 = (1/
√

2 · 1)(1/
√

2 · 1) + (−1/
√

2 · λij)(1/
√

2 · 1) = (1 − λij)/2, òàê ÷òî
λij = 1. Ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, äëÿ ëþáûõ i, j ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ(ei⊗ (ej)
∗) = v(ei)⊗ (v(ej))

∗ = v · (ei⊗ (ej)
∗) ·

v∗. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé òàêèõ ìàòðè÷íûõ
åäèíèö, òî ïî ëèíåéíîñòè ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ϕ(a) = vav∗.


