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Ëåêöèÿ 13

Îáñóæäåíèå ïðîãðàììû è ñïèñêà çàäà÷

Ïðîãðàììà:

1. Ñ*-àëãåáðû � îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû.

2. Ïðèñîåäèíåíèå åäèíèöû ê Ñ*-àëãåáðå.

3. Ñïåêòð ýëåìåíòà Ñ*-àëãåáðû, åãî ñâîéñòâà.

4. Êîììóòàòèâíûå Ñ*-àëãåáðû. Ïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ. Ïðåîáðàçîâà-
íèå Ãåëüôàíäà.

5. Òåîðåìà Ãåëüôàíäà î êîììóòàòèâíûõ Ñ*-àëãåáðàõ.

6. Òåîðåìà Ñòîóíà-Âåéåðøòðàññà.

7. Ñ*-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ íîðìàëüíûì ýëåìåíòîì. Ôóíêöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå
äëÿ íîðìàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

8. Ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû, èõ ñâîéñòâà.

9. Àïïðîêñèìàòèâíûå åäèíèöû, èõ ñóùåñòâîâàíèå.

10. Èäåàëû, ôàêòîð-àëãåáðû, íàñëåäñòâåííûå ïîäàëãåáðû.

11. Àâòîìàòè÷åñêàÿ íåïðåðûâíîñòü *-ãîìîìîðôèçìîâ.

12. Àëãåáðû ôîí Íåéìàíà. Òåîðåìà î áèêîììóòàíòå.

13. Òîïîëîãè÷åñêè íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ.

14. Ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèîíàëû, ñîñòîÿíèÿ.

15. ÃÍÑ-êîíñòðóêöèÿ.

16. Ðåàëèçàöèÿ C*-àëãåáð êàê îïåðàòîðíûõ àëãåáð (òåîðåìà Ãåëüôàíäà-Íàéìàðêà).

17. Ðàçëîæåíèå Æîðäàíà.

18. Êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, åäèíñòâåííîñòü îòäåëè-
ìîé òîïîëîãèè.

19. Êîíå÷íîìåðíûå C*-àëãåáðû, èõ óíèòàëüíîñòü è ñòðóêòóðà.

20. Íåâûðîæäåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ.

21. Àëãåáðà êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ è åå ñâîéñòâà.
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22. AF-àëãåáðû, îïèñàíèå ãîìîìîðôèçìîâ êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð, äèàãðàììû Áðàò-
òåëè.

23. Àëãåáðû ìóëüòèïëèêàòîðîâ è öåíòðàëèçàòîðîâ.

24. Ãèëüáåðòîâû C*-ìîäóëè è àëãåáðû, ñ íèìè ñâÿçàííûå.

25. Àëãåáðà Êàëêèíà è åå ñâîéñòâà.

Äîïîëíèòåëüíûé ñïèñîê çàäà÷ (ê ñôîðìóëèðîâàííûì íà ëåêöèÿõ)

1. Ïóñòü A � C∗-àëãåáðà, a ∈ A, p, q ∈ A � îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû (ò.å. ñà-
ìîñîïðÿæåííûå èäåìïîòåíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå pq = 0). Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè a
ïîëîæèòåëåí è pap = 0, òî paq = 0.

2. Ïóñòü A � C∗-àëãåáðà, a ∈ A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç aAa ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ
âèäà aba, ãäå b ∈ A, à ÷åðåç aAa � çàìûêàíèå ýòîãî ìíîæåñòâà. C∗-ïîäàëãåáðà
B ⊂ A íàñëåäñòâåííà, åñëè èç óñëîâèé 0 ≤ a ≤ b è b ∈ B ñëåäóåò, ÷òî a ∈ B.

(a) Ïðîâåðèòü, ÷òî aAa � C∗-ïîäàëãåáðà äëÿ ëþáîãî a ∈ A.
(b) Ïóñòü p ∈ A � ïðîåêòîð. Ïðîâåðèòü, ÷òî pAp çàìêíóòî.

(c) Ïîêàçàòü, ÷òî pAp íàñëåäñòâåííà äëÿ ëþáîãî ïðîåêòîðà p.

(d) Ïîêàçàòü, ÷òî aAa íàñëåäñòâåííà äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî a ∈ A.

3. Ïóñòü X ⊂ R � ìíîæåñòâî òî÷åê 1, 1/2, 1/3, . . . è 0. Ïóñòü C(X,M2) � ìíî-
æåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà X ñî çíà÷åíèÿìè â ìàòðè÷íîé àëãåáðå
M2. Ïîëîæèì B1 = {f ∈ C(X,M2) : f(0) äèàãîíàëüíà}, B2 = {f ∈ C(X,M2) :
f(0) èìååò âèä ( ∗ 0

0 0 )}.

(a) Ïîêàçàòü, ÷òî C(X,M2), B1, B2 � C∗-àëãåáðû.

(b) Íàéòè âñå (äâóõñòîðîííèå, çàìêíóòûå) èäåàëû â C(X), C(X,M2), B1, B2.

4. Ïóñòü A � C∗-àëãåáðà, J ⊂ A � èäåàë, a ∈ A � ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò.
Ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé j ∈ J , ÷òî ‖[a]‖ = ‖a−j‖, ãäå [a] ∈ A/J � êëàññ
a+J ýëåìåíòà a. Óêàçàíèå: ðàçëîæèòü a−‖[a]‖ ·1 = a+−a− ñ ïîëîæèòåëüíûìè
a+, a− è ïîêàçàòü, ÷òî a+ ∈ J .

5. Ïóñòü A � C∗-àëãåáðà, a ∈ A � ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè
ñïåêòð σ(a) � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî A áåñêîíå÷íîìåðíà.

6. Îïèñàòü ÃÍÑ-êîíñòðóêöèþ äëÿ C∗-àëãåáðû C[0, 1] è äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ëè-
íåéíîãî ôóíêöèîíàëà ϕ

(a) ϕ(f) = f(0),

(b) ϕ(f) = 1
2
(f(0) + f(1)),

(c) ϕ(f) =
∫ 1

0
f(x) dx,
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ãäå f ∈ C[0, 1].

7. Îïèñàòü ÃÍÑ-êîíñòðóêöèþ äëÿ C∗-àëãåáðû Mn êîìïëåêñíûõ n×n-ìàòðèö è
äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ϕ

(a) ϕ(A) = a11,

(b) ϕ(A) = tr(A),

ãäå A = (aij)
n
i,j=1 ∈Mn.

8. Ïóñòü π, σ � ïðåäñòàâëåíèÿ C∗-àëãåáðû A â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Hπ

è Hσ, è ïóñòü ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ U : Hπ → Hσ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
σ(a)U = Uπ(a) äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Ïîêàçàòü, ÷òî îáðàç (ñîîòâ. îðòîãîíàëü-
íîå äîïîëíåíèå ê ÿäðó) U ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì äëÿ σ(A)
(ñîîòâ. äëÿ π(A)). (U � ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ, åñëè U∗U è UU∗ ÿâëÿþòñÿ ïðî-
åêòîðàìè)

9. (a) Ïóñòü Mn(A) � ìíîæåñòâî âñåõ n×n-ìàòðèö ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C∗-
àëãåáðû A. Ïîêàçàòü, ÷òî íà Mn(A) ñóùåñòâóåò C∗-íîðìà.

(b) Ïóñòü A � C∗-àëãåáðà ñ íîðìîé ‖ · ‖, è ïóñòü ‖ · ‖′ � äðóãàÿ íîðìà íà A,
ýêâèâàëåíòíàÿ ïåðâîé íîðìå. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ‖·‖′ � C∗-íîðìà, òî îáå íîðìû
ñîâïàäàþò. Âûâåñòè èç ýòîãî åäèíñòâåííîñòü C∗-íîðìû íà Mn(A).

10. Ïóñòü ϕ � ñîñòîÿíèå íà C∗-àëãåáðå A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ñà-
ìîñîïðÿæåííîãî ýëåìåíòà a ∈ A âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ϕ(a2) = ϕ(a)2. Ïîêàçàòü,
÷òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ϕ(ab) = ϕ(ba) = ϕ(a)ϕ(b) äëÿ ëþáîãî b ∈ A.

11. Ïóñòü A = c � C∗-àëãåáðà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë, c = {(an)n∈N : an ∈ C; limn→∞ an ñóùåñòâóåò}. Ðàññìîòðèì åå êàê C∗-
ïîäàëãåáðó àëãåáðû B(l2) îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà
l2 ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Íàéòè ïåðâûé è âòîðîé êîì-
ìóòàíò, A′ è A′′, è (íåçàâèñèìî) ñëàáîå çàìûêàíèå A â B(l2).

12. (a) Ïîêàçàòü, ÷òî ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ ñòðîãî ñëàáåå ñèëüíîé òîïîëîãèè.

(b) Ïóñòü P ⊂ B(H) � ìíîæåñòâî âñåõ (ñàìîñîïðÿæåííûõ) ïðîåêòîðîâ â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè pλ → p ñëàáî ñõîäèòñÿ, ãäå pλ ∈ P
è p ∈ P , òî pλ → p ñèëüíî ñõîäèòñÿ.

(c) Ïîêàçàòü, ÷òî ñèëüíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñàìîñîïðÿæåííûõ) ïðî-
åêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì.

(d) Íàéòè ïðèìåð ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ íàïðàâëåííîñòè pλ → p ñ pλ ∈ P è p 6∈ P .

13. Ïóñòü Hn ⊂ H � ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H, ïîðîæäåííîå
ïåðâûìè n âåêòîðàìè îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà. Â ìíîæåñòâå âñåõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé (m1,m2, . . .), ãäå mk ∈ B(Hn) ⊂ B(H), ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî
A âñåõ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ÷òî



66 Ãëàâà 3. Ñïåöèàëüíûå êëàññû C∗-àëãåáð

� supk ‖mk‖ <∞;

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (m1,m2, . . .) è (m∗1,m
∗
2, . . .) ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ â

ñèëüíîé òîïîëîãèè.

Ïîêàçàòü, ÷òî A � C∗-àëãåáðà, è ÷òî îòîáðàæåíèå (m1,m2, . . .) 7→
s- limk→∞mk ∈ B(H) ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ∗-ãîìîìîðôèçìîì A→ B(H).

14. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ C∗-àëãåáðà, π � åå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Ïîêàçàòü, ÷òî dimH = 1.

15. Ïóñòü {ei}∞i=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâàH, è ïóñòü
îïåðàòîðû a, b çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè aei = e2i; bei = e2i−1. Ïóñòü E = C∗(a, b) ⊂
B(H) � C∗-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ a è b.

(a) Ïðîâåðèòü îãðàíè÷åííîñòü a è b è äîêàçàòü ðàâåíñòâà a∗a = b∗b = 1, aa∗ +
bb∗ = 1.

(b) Äîêàçàòü, ÷òî E íå èçîìîðôíà ïîëíîé ãðóïïîâîé C∗-àëãåáðå C∗(G) íè äëÿ
êàêîé ãðóïïû G.

16. Ðàññìîòðèì C[0, 1] êàê C∗-ïîäàëãåáðó â B(H), ãäå H = L2([0, 1]) (íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè äåéñòâóþò íà H óìíîæåíèåì).

(a) Ïðîâåðèòü, ÷òî C[0, 1] ∩K(H) = 0;

(b) Ïóñòü ϕ � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà C[0, 1], îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì
ϕ(f) = f(0), f ∈ C[0, 1]. Íàéòè òàêóþ ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ â H
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {en}n∈N âåêòîðîâ åäèíè÷íîé äëèíû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
ϕ(f) = limn→∞〈fen, en〉 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C[0, 1].

17. Îïåðàòîðû a, b â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H íàçûâàþòñÿ êîìïàëåíòíûìè,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé óíèòàðíûé îïåðàòîð u ∈ B(H), ÷òî u∗au− b ∈ K(H). Ïî-
êàçàòü, ÷òî åñëè ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû a, b êîìïàëåíòíû, òî ñîâïàäàþò
èõ ñóùåñòâåííûå ñïåêòðû.

18. Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ AF C∗-àëãåáðà áåç åäèíèöû èìååò àïïðîêñèìàòèâíóþ åäè-
íèöó, ñîñòîÿùóþ èç âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîåêòîðîâ.

19. (a) Ïîêàçàòü, ÷òî C[0, 1] íå ÿâëÿåòñÿ AF-àëãåáðîé.

(b) Ïîñòðîèòü èíúåêòèâíûé ∗-ãîìîìîðôèçì C[0, 1] â AF-àëãåáðó C(K) íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé íà Êàíòîðîâîì ìíîæåñòâåK. Óêàçàíèå: ïîñòðîèòü ôóíê-
öèþ f íàK, ïðèíèìàþùóþ âñå ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ èç [0, 1] è ïîêàçàòü,
÷òî C∗(f) èçîìåòðè÷íî ∗-èçîìîðôíà C(Sp(f)) = C[0, 1].

20. Ïóñòü An = M2n(C) ⊕M2n(C), à âëîæåíèå αn : An → An+1 çàäàíî ôîðìóëîé

αn :
(
a1 0
0 a2

)
7→

 a1 0 | 0 0
0 a1 | 0 0
− − − − −
0 0 | a1 0
0 0 | 0 a2

, ãäå a1, a2 ∈M2n(C).
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(a) Îïðåäåëèòü äèàãðàììó Áðàòòåëè äëÿ AF-àëãåáðû A = ∪∞n=1An;

(b) Âûÿñíèòü, åñòü ëè â A åäèíèöà.

21. Íàéòè M(A), ãäå A = {f ∈ C([0, 1];M2) : f(0)11 = f(0)12 = f(0)21 = 0; f(1) = 0}
(çäåñü M2 � àëãåáðà äâóìåðíûõ ìàòðèö).


