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Ëåêöèÿ 2

1.3 Ñïåêòð è ôóíêöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå

Îïðåäåëåíèå 1.13. Ïóñòü A � áàíàõîâà àëãåáðà ñ åäèíèöåé. Äëÿ ëþáîãî a ∈ A
íàçîâåì ìíîæåñòâî Sp(a) = {λ ∈ C : (a − λ1) íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì} ñïåêòðîì
ýëåìåíòà a. Ôóíêöèÿ Ra(λ) = (a − λ1)−1 íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòîé a. Åñëè A �
C∗-àëãåáðà áåç åäèíèöû, òî êâàçèñïåêòð Sp′(a) ýëåìåíòà a ∈ A ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì
ñïåêòðó a êàê ýëåìåíòà àëãåáðû A+.

Çàäà÷à 12. Ïîêàçàòü, ÷òî êâàçèñïåêòð âñåãäà ñîäåðæèò íîëü.

Òåîðåìà 1.14. Ñïåêòð ëþáîãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì íåïóñòûì ìíîæå-
ñòâîì. Ðåçîëüâåíòà ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé âíå ñïåêòðà (òî åñòü äëÿ
ëþáîé òî÷êè ïîïîëíåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè èç äîïîëíåíèÿ ê ñïåêòðó ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì ñ êîýôôèöèåíòàìè èç àëãåáðû, ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-
ùèìñÿ íà íåêîòîðîì çàìêíóòîì äèñêå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè |λ| > ‖a‖, òî ðÿä
∑∞

n=0 λ
−(n+1)an ñõîäèòñÿ ïî íîðìå, ïðè÷åì

ñõîäèòñÿ ê −(a−λ1)−1, ïîñêîëüêó −(a−λ1)
∑k

n=0 λ
−(n+1)an = 1−λ−(k+2)ak+1 ñõîäèòñÿ

ê 1. Òàêèì îáðàçîì, Ra(λ) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè |λ| >
‖a‖ è

lim
λ→∞
‖Ra(λ)‖ ≤ lim

λ→∞

1

|λ|
1

1− ‖a‖|λ|
= 0.

Â ÷àñòíîñòè, Sp(a) ñîäåðæèòñÿ â çàìêíóòîì äèñêå ðàäèóñà ‖a‖ è, òåì ñàìûì, ÿâëÿ-
åòñÿ îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Åñëè a− λ01 ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì (òî åñòü λ0 /∈ Sp(a)) è |λ− λ0| < 1
‖(a−λ01)−1‖ òî,

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,

(a− λ1)−1 =
∞∑
n=0

(λ− λ0)n(a− λ01)−n−1

ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà Ra â îêðåñòíîñòè λ0, òàê ÷òî Ra(λ) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé
âíå Sp(a). Ýòî æå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äîïîëíåíèå ê Sp(a)
îòêðûòî, òî åñòü Sp(a) çàìêíóòî. Òàê êàê ñïåêòð îãðàíè÷åí, òî îí êîìïàêòåí.

Ïîñêîëüêó Ra(λ) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, òî êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ λ 7→
ϕ(Ra(λ)) òîæå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, åñëè ϕ � ïðîèçâîëüíûé îãðàíè÷åííûé ëè-
íåéíûé ôóíêöèîíàë íà A. Åñëè Sp(a) ïóñò, òî ϕ(Ra(λ)) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
íà âñåì C. Ïðè ýòîì îíà îãðàíè÷åíà, ïîñêîëüêó |ϕ(Ra(λ))| 6 ‖ϕ‖ · ‖Ra(λ)‖ à ‖Ra(λ)‖
îãðàíè÷åíî � îöåíèâàåì ïî îòäåëüíîñòè íà êîìïàêòíîì äèñêå ðàäèóñà λ0 > ‖a‖ è
âíå åãî ÷åðåç ïîëó÷åííóþ âûøå îöåíêó

‖Ra(λ)‖ ≤ 1

|λ| − ‖a‖
≤ 1

|λ0| − ‖a‖
.

Çíà÷èò, ϕ(Ra(λ)) = 0 äëÿ ëþáîãî ϕ, ïîýòîìó Ra(λ) = 0 (ñì. çàäà÷ó 13 íèæå) ïðè
âñåõ λ ∈ C, ÷òî íåâîçìîæíî (ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî λ11− λ21 = 0 ïðè λ1 6= λ2).
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Çàäà÷à 13. Åñëè èìååòñÿ ýëåìåíò x 6= 0 â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X, òî èìååò-
ñÿ íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ϕ, íå îáðàùàþùèéñÿ íà x â íîëü. (Ýòî òåîðå-
ìà èç ñòàíäàðòíîãî êóðñà, ñëåäñòâèå òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà, ñì. íàïðèìåð, ñëåäñòâèå
2 íà ñòð. 189 â [4]).

Çàäà÷à 14. Ïóñòü a è b � êîììóòèðóþùèå ýëåìåíòû áàíàõîâîé àëãåáðû. Òîãäà
ïðîèçâåäåíèå ab îáðàòèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé èç ýëåìåíòîâ a è b
ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì.

Òåîðåìà 1.15 (Òåîðåìà îá îòîáðàæåíèè ñïåêòðà). Åñëè p(z) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì,
òî Sp(p(a)) = p(Sp(a)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè α ∈ C ðàçëîæèì p(z)− α íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè p(z)− α =
c
∏

i(z−βi). Òîãäà p(a)−α1 = c
∏

i(a−βi1) è p(a)−α1 îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îáðàòèìû âñå a− βi1 (ïðèìåíÿÿ èíäóêòèâíî çàäà÷ó 14). Ïîýòîìó α ∈ Sp(p(a))
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õîòÿ áû îäíî èç βi ïðèíàäëåæèò Sp(a). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïîäñòàâëÿÿ ýòî βi0 â èñõîäíîå ðàçëîæåíèå, ïîëó÷àåì p(βi0) − α = c

∏
i(βi0 − βi) = 0,

òî åñòü α = p(βi0). Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ëåììà 1.16. Ïóñòü A � C∗-àëãåáðà (ñ åäèíèöåé). Òîãäà Sp(a∗) = Sp(a). Åñëè a �
óíèòàðíûé, òî Sp(a) ⊂ S1, ãäå S1 ⊂ C � åäèíè÷íàÿ ñôåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó a∗(a−1)∗ = (a−1a)∗ = 1∗ = 1, è àíàëîãè÷íî, â äðóãîì
ïîðÿäêå, òî ýëåìåíò îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàòèì åãî ñîïðÿæåííûé.
Ýòî äàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü òåïåðü a � óíèòàðíûé, â ÷àñòíîñòè, îáðàòèìûé. Òîãäà ‖a‖2 = ‖a∗a‖ = 1,
òàê ÷òî ïðè |λ| > 1 èìååì λ /∈ Sp(a). Åñëè æå |λ| < 1, òî 1 − λa∗ îáðàòèì, à çíà÷èò,
îáðàòèì è a(1− λa∗) = a− λ1. Òàêèì îáðàçîì, Sp(a) ⊂ S1.

Îïðåäåëåíèå 1.17. ×èñëî r(a) = sup{|λ| : λ ∈ Sp(a)} íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì
ðàäèóñîì a.

Çàäà÷à 15. Ïîêàçàòü, ÷òî r(a) ≤ ‖a‖ äëÿ ëþáîãî a ∈ A.
Ëåììà 1.18. r(a) = limn→∞ ‖an‖1/n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì ðåçîëüâåíòó Ra â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè: Ra(λ) =∑∞
n=0

an

λn+1 . Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ïðè |λ| > r(a), òàê ÷òî äëÿ ëþáîãî

ρ > r(a) îáùèé ÷ëåí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ: limn→∞ ‖ an

ρn+1‖ = 0. Ïîýòîìó limn→∞‖an‖1/n ≤
ρ äëÿ ëþáîãî ρ > r(a), òàê ÷òî

limn→∞‖an‖1/n ≤ r(a). (1.4)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó êîìïàêòíîñòè ñïåêòðà, íàéäåòñÿ òàêîå α ∈ Sp(a), ÷òî
|α| = r(a). Ïî òåîðåìå îá îòîáðàæåíèè ñïåêòðà, αn ∈ Sp(an), ïîýòîìó |αn| ≤ r(an).
Ïî çàäà÷å 15, r(an) ≤ ‖an‖. Îáúåäèíÿÿ, ïîëó÷àåì

r(a) = |α| = (|αn|)1/n ≤ (r(an))1/n ≤ ‖an‖1/n

äëÿ âñåõ n, òàê ÷òî
r(a) ≤ infn ‖an‖1/n. (1.5)

Ñðàâíèâàÿ (1.4) è (1.5), çàêëþ÷àåì, ÷òî limn→∞ ‖an‖1/n ñóùåñòâóåò è ðàâåí r(a).
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1.4 Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèîíàëû è ìàêñèìàëü-

íûå èäåàëû êîììóòàòèâíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð

Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè ó íåå íåò ñîáñòâåííûõ (ò.å.,
îòëè÷íûõ îò {0} è A) èäåàëîâ.

Ëåììà 1.19. Àëãåáðà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ïðîñòîé êîì-
ìóòàòèâíîé àëãåáðîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÅñëèA 6= C, òî èìååòñÿ íåñêàëÿðíûé ýëåìåíò a ∈ A (òî åñòü a 6= λ1
íè äëÿ êàêîãî λ). Âîçüìåì íåêîòîðîå α ∈ Sp(a) è ïîëîæèì I = (a− α1)A, òàê ÷òî
I 6= {0} � çàìêíóòûé (äâóñòîðîííèé) èäåàë â A. Äëÿ ëþáîãî b ∈ A, ýëåìåíò (a−α1)b
íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì (ñì. çàäà÷ó 14), òàê ÷òî ïî ëåììå 1.11 ‖(a − α1)b − 1‖ ≥ 1.
Ïîýòîìó 1 /∈ I � ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðîñòîòîé A.

Îïðåäåëåíèå 1.20. Ìóëüòèïëèêàòèâíûì ôóíêöèîíàëîì íà A íàçûâàåòñÿ íåòðè-
âèàëüíûé ãîìîìîðôèçì ϕ : A→ C. Èõ ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç MA.

Çàäà÷à 16. Äîêàçàòü, ÷òî ϕ(1) = 1. Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòûì íàáëþäåíèåì
îáùåãî õàðàêòåðà: îáðàç èäåìïîòåíòà (p2 = p) ïðè ãîìîìîðôèçìå � âñåãäà èäåì-
ïîòåíò.

Ëåììà 1.21. Ìóëüòèïëèêàòèâíûé ôóíêöèîíàë íà êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé àë-
ãåáðå A ñ åäèíèöåé èìååò íîðìó 1. Îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ìóëü-
òèïëèêàòèâíîìó ôóíêöèîíàëó åãî ÿäðî, ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé íà ìíîæåñòâî ìàêñè-
ìàëüíûõ èäåàëîâ A, òî åñòü òàêèõ ñîáñòâåííûõ èäåàëîâ, êîòîðûå íå ñîäåðæàòñÿ
íè â êàêîì äðóãîì èäåàëå, êðîìå âñåé àëãåáðû A

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó, ïî çàäà÷å 16, ϕ(1) = 1, ‖ϕ‖ ≥ 1. Ïóñòü ‖ϕ‖ > 1, òàê
÷òî íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò a ∈ A, ÷òî ‖a‖ < 1 è ϕ(a) = 1. Òîãäà ðÿä b =

∑∞
n=1 a

n

ñõîäèòñÿ è a + ab = b. Çíà÷èò, ϕ(b) = ϕ(a)(1 + ϕ(b)) = 1 + ϕ(b) � ïðîòèâîðå÷èå.
Ïîëó÷àåì, ÷òî ‖ϕ‖ = 1.

Ïîñêîëüêó Kerϕ èìååò êîðàçìåðíîñòü 1, òî ýòî � ìàêñèìàëüíûé èäåàë.
Ëþáîé ôóíêöèîíàë ϕ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ÿäðîì è óñëîâèåì ϕ(1) = 1

(ñì. çàäà÷ó 17 íèæå), òàê ÷òî óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé íà îáðàç.
Ïîêàæåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì. Åñëè M ⊂ A ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü-

íûì èäåàëîì, òî dist(M, 1) = 1, ïîñêîëüêó åäèíè÷íûé îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â 1
ñîñòîèò èç îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ (ëåììà 1.11), à M íå ìîæåò ñîäåðæàòü îáðàòèìûõ
ýëåìåíòîâ (åñëè a ∈M îáðàòèì, òî 1 ∈M , à çíà÷èò,M = A). Òîãäà çàìêíóòûé èäåàë
M (çàìûêàíèåM) òîæå íå ñîäåðæèò 1, òàê ÷òî â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòèM = M . Ðàñ-
ñìîòðèì ôàêòîð-àëãåáðó A/M , ÿâëÿþùóþñÿ ïðîñòîé (òàê êàê èíà÷å M íå áûë áû
ìàêñèìàëüíûì) êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðîé ñ åäèíèöåé. Ïîýòîìó, ïî ëåììå
1.19, A/M ∼= C. Ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå ôàêòîðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì
ãîìîìîðôèçìîì, òî åñòü ìóëüòèïëèêàòèâíûì ôóíêöèîíàëîì (ñ ÿäðîì M).

Çàäà÷à 17. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ôóíêöèîíàë ϕ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ÿä-
ðîì è óñëîâèåì ϕ(1) = 1 (ïðîôàêòîðèçîâàòü ïî ÿäðó è ðàññìîòðåòü èíäóöèðîâàííûé
ôóíêöèîíàë íà C).



1.4. Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèîíàëû 15

Ïîñêîëüêó ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèîíàëû îãðàíè÷åíû åäèíèöåé, òî MA ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì åäèíè÷íîãî øàðà â ñîïðÿæåííîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå A′

(ïðîñòðàíñòâå âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûé ôóíêöèîíàëîâ íà A). Ïðîñòðàíñòâî A′

ìîæåò áûòü ñíàáæåíî ∗-ñëàáîé òîïîëîãèåé, çàäàâàåìîé ïðåäáàçîé îêðåñòíîñòåé âèäà
Uϕ0,ε,a = {ϕ ∈ A′ : |(ϕ− ϕ0)(a)| < ε}, ϕ0 ∈ A′, a ∈ A, ε > 0. Â òåðìèíàõ íàïðàâëåííî-
ñòåé, íàïðàâëåííîñòü ϕα ñõîäèòñÿ ê ϕ, åñëè ϕα(a) ñõîäèòñÿ ê ϕ(a) äëÿ êàæäîãî a ∈ A.
Åäèíè÷íûé øàð ïðîñòðàíñòâà A′ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì è õàóñäîðôîâûì îòíîñèòåëü-
íî ∗-ñëàáîé òîïîëîãèè (òåîðåìà Áàíàõà-Àëàîãëó, ñì. [9, òåîðåìà 5, ñòð. 325]).

Çàäà÷à 18. Ïðîâåðèòü, ÷òî MA ÿâëÿåòñÿ ∗-ñëàáî çàìêíóòûì.

Ïîýòîìó MA òîæå ∗-ñëàáî êîìïàêòíî.

Çàäà÷à 19. Ñëåäóþùèé ïðèìåð îïèñûâàåò òèïè÷íóþ ñèòóàöèþ, êàê ñòàíåò ÿñíî
÷óòü äàëüøå. Ïóñòü A = C[0, 1], òàê ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèîíàëû ñîîòâåò-
ñòâóþò òî÷êàì [0, 1]. Èìåííî, ϕ(g) = g(t). Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ �îáû÷íîé� íîðìû ñîïðÿ-
æåííîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê t 6= s, ðàññòîÿíèå ìåæäó ϕt è ϕs ðàâíî
1. Òî åñòü ìíîæåñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèîíàëîâ äèñêðåòíî, íåêîìïàêòíî,
íèêàêèõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê íåò, â îòëè÷èå îò ñèòóàöèè ñî ∗-ñëàáîé òîïîëîãèåé.

Åñëè æå A íå èìååò åäèíèöû, ðàññìîòðèì áàíàõîâó àëãåáðó A+ = A⊕C (ñ ïåðâî-
íà÷àëüíîé íîðìîé (1.2), à íå C∗-íîðìîé èç ëåììû 1.8). Â íåé A ñàìî ÿâëÿåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíûì èäåàëîì, îòâå÷àþùèì ìóëüòèïëèêàòèâíîìó ôóíêöèîíàëó ϕ0((a, λ)) = λ.
Ëþáîé äðóãîé ìàêñèìàëüíûé èäåàë I àëãåáðû A+ äîëæåí èìåòü ñîáñòâåííîå ïåðå-
ñå÷åíèå ñ A. Òîãäà I ∩A � èäåàë êîðàçìåðíîñòè 1, ïîñêîëüêó I èìåë êîðàçìåðíîñòü
1 â A+. Òàêèì îáðàçîì, I ∩ A � ìàêñèìàëüíûé èäåàë â A. Ïîñêîëüêó åãî êîðàçìåð-
íîñòü 1, òî îïðåäåëåíî ôàêòîðîòîáðàæåíèå � íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì â C. Îáðàòíî,
åñëè ϕ : A → C � (íåíóëåâîé) ìóëüòèïëèêàòèâíûé ôóíêöèîíàë íà A, òî ôîðìóëà
ϕ̃((a, λ)) = ϕ(a) + λ çàäàåò åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå ϕ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî
ôóíêöèîíàëà íà A+ (çàäà÷à 21). Ïîëó÷àåì áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó MA è
MA+ \ {ϕ0}.

Çàäà÷à 20. Äîêàçàòü, ÷òî MA � ëîêàëüíî-êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî,
à MA+ � åãî îäíîòî÷å÷íàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ.

Çàäà÷à 21. Ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ϕ : A → C � (íåíóëåâîé) ìóëüòèïëèêàòèâíûé
ôóíêöèîíàë íà A, òî ôîðìóëà ϕ̃((a, λ)) = ϕ(a)+λ çàäàåò åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå
ϕ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ôóíêöèîíàëà íà A+.


