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Ëåêöèÿ 5

1.9 Èäåàëû, ôàêòîðû è ãîìîìîðôèçìû

Ïîä èäåàëîì C∗-àëãåáðû ìû âñåãäà áóäåì ïîäðàçóìåâàòü äâóñòîðîííèé èäåàë, çà-
ìêíóòûé ïî íîðìå (äëÿ ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå ýòî ïîëó-
÷àëîñü àâòîìàòè÷åñêè).

Ëåììà 1.44. Âñÿêèé èäåàë I â C∗-àëãåáðå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì: I = I∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè I ⊂ A � èäåàë, òî B := I ∩ I∗ ⊆ A ÿâëÿåòñÿ C∗-ïîäàëãåáðîé.
Ïðè ýòîì B ⊃ I · I∗. Ïóñòü (uλ) � àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà â B, à j ∈ I. Òîãäà

lim
λ∈Λ
‖j∗uλ − j∗‖2 = lim

λ∈Λ
‖uλ(jj∗uλ − jj∗)− (jj∗uλ − jj∗)‖ 6 2 lim

λ∈Λ
‖jj∗uλ − jj∗‖ = 0.

Ïîñêîëüêó uλ ∈ I, òî j∗uλ ∈ I, òàê ÷òî j∗ ∈ I, ïîñêîëüêó I çàìêíóò.

Ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ.

Ëåììà 1.45. Åñëè x∗x 6 a â A, òî ñóùåñòâóåò òàêîé b ∈ A, ÷òî ‖b‖ 6 ‖a‖1/4 è
x = ba1/4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì bn := x(a + 1
n
1)−1/2a1/4 (ýòîò ýëåìåíò ëåæèò â A, äàæå

åñëè ó A íåò åäèíèöû, íî íàì óäîáíî â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ â A+).
Ïóñòü òàêæå
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Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn(t)} ñõîäèòñÿ ê f(t) := t1/4 ðàâíîìåðíî íà
[0, ‖a‖], ïîñêîëüêó â ñèëó u2 + v2 > 2uv èìååì(
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Îöåíèì:

‖bn − bm‖2 = ‖xdnma1/4‖2 = ‖a1/4dnmx
∗xdnma

1/4‖ 6 ‖a1/4dnmadnma
1/4‖ =

= ‖dnma3/4‖2 = ‖fn(a)− fm(a)‖2 = sup
t∈[0,‖a‖]

|fn(t)− fm(t)|.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó fn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè, òî è bn � òîæå. Ïîëîæèì
b := limn→∞ bn. Òîãäà ba

1/4 = limn→∞ bna
1/4 = limn→∞ x(a+ 1

n
1)−1/2a1/2 = x.
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Çàäà÷à 32. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîñëåäíèé ïðåäåë, äåéñòâèòåëüíî, ðàâåí x. Ýòî äåëàåòñÿ
àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ äëÿ fn â äîêàçàòåëüñòâå, ñ èñïîëüçîâàíèåì x∗x 6 a.

Îïðåäåëåíèå 1.46. Ïîäàëãåáðà B ⊂ A íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííîé, åñëè äëÿ ëþáûõ
ïîëîæèòåëüíûõ b ∈ B è a ∈ A, èç óñëîâèÿ 0 6 a 6 b ñëåäóåò, ÷òî a ∈ B.

Çàäà÷à 33. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò ïðîèçâîëüíîé C∗-ïîäàëãåáðû
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ýëåìåíòîì âñåé àëãåáðû.

Ëåììà 1.47. Ïóñòü I ⊂ A � èäåàë, à j ∈ I � ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò. Åñëè
a∗a 6 j, òî a ∈ I. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé èäåàë � íàñëåäñòâåííàÿ ïîäàëãåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì a = bj1/4 â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1.45. Ïðè ýòîì j1/4 ∈
C∗(j) ⊂ I, à çíà÷èò, a ∈ I.

Åñëè I ⊂ A� èäåàë, òî ìîæíî îïðåäåëèòü áàíàõîâó ôàêòîð-àëãåáðó A/I ñ íîðìîé
‖a+I‖ := infj∈I ‖a+j‖. Ýòî � èíâîëþòèâíàÿ àëãåáðà: òàê êàê I � ñàìîñîïðÿæåííûé,
òî ‖(a+I)∗‖ = ‖a∗+I‖ = ‖a+I‖. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü a+I ÷åðåç ȧ ∈ A/I.

Òåîðåìà 1.48. Èíâîëþòèâíàÿ àëãåáðà A/I ÿâëÿåòñÿ C∗-àëãåáðîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü òîëüêî C∗-ñâîéñòâî. Ïóñòü (uλ)λ∈Λ � àï-
ïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà I (çàìåòèì, ÷òî èäåàëû, êàê ïðàâèëî, íå èìåþò åäèíèöû, è
óæ âî âñÿêîì ñëó÷àå, ñîáñòâåííûé èäåàë íå ñîäåðæèò åäèíèöó A, äàæå åñëè òàêîâàÿ
èìååòñÿ). Ïîêàæåì ïðåæäå âñåãî, ÷òî

‖ȧ‖ = lim
λ∈Λ
‖a− auλ‖. (1.8)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó uλ ∈ I, òî ‖ȧ‖ ≤ ‖a−auλ‖. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî
íåðàâåíñòâà âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ε > 0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò j ∈ I, ÷òî
‖ȧ‖ > ‖a− j‖ − ε. Èìååì

lim
λ∈Λ
‖a− auλ‖ 6 lim

λ∈Λ
(‖a− auλ − (j − juλ)‖+ ‖j − juλ‖) = lim

λ∈Λ
‖a− auλ − (j − juλ)‖.

Çàïèñûâàÿ â A+, ãäå èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî a − auλ − (j − juλ) = (a − j)(1 − uλ),
ïîëó÷àåì îöåíêó ‖(a− j)(1− uλ)‖ 6 ‖a− j‖ < ‖ȧ‖+ ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0
ïîëó÷àåì (1.8).

Òåïåðü, âû÷èñëÿÿ â A+, íàõîäèì îöåíêó

‖ȧ∗ȧ‖ = lim
λ∈Λ
‖a∗a(1− uλ)‖ > lim

λ∈Λ
‖(1− uλ)a∗a(1− uλ)‖ =

= lim
λ∈Λ
‖(a(1− uλ)‖2 = ‖ȧ‖2.

Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî ‖ȧ∗ȧ‖ 6 ‖ȧ‖2 âåðíî â ëþáîé èíâîëþòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðå.

Îïðåäåëåíèå 1.49. Ïóñòü A è B � C∗-àëãåáðû. Íàçîâåì ∗-ãîìîìîðôèçìîì èç A â
B ëþáîé ãîìîìîðôèçì ϕ, ñîõðàíÿþùèé èíâîëþöèþ: ϕ(a∗) = ϕ(a)∗. Åñëè îáå àëãåáðû
èìåþò åäèíèöû, òî ϕ íàçûâàåòñÿ óíèòàëüíûì, åñëè ϕ(1A) = 1B.
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Çàäà÷à 34. Ïóñòü ϕ : A→ B � ∗-ãîìîìîðôèçì àëãåáð áåç åäèíèöû. Äîêàçàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé óíèòàëüíûé ∗-ãîìîìîðôèçì ϕ+ : A+ → B+, ïðîäîëæà-
þùèé ϕ. Óêàçàíèå: åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ϕ+ çàêëþ÷àåòñÿ â
òðåáîâàíèè óíèòàëüíîñòè: ϕ+(1) = 1.

Çàäà÷à 35. Ïóñòü ϕ : A→ B � ∗-ãîìîìîðôèçì àëãåáð, ïðè÷åì A áåç åäèíèöû, à B
� ñ åäèíèöåé. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé óíèòàëüíûé ∗-ãîìîìîðôèçì
ϕ(+) : A+ → B, ïðîäîëæàþùèé ϕ. Óêàçàíèå � òî æå, ÷òî è âûøå.

Òåîðåìà 1.50. Ïóñòü ϕ : A → B � íåíóëåâîé ∗-ãîìîìîðôèçì. Òîãäà ‖ϕ‖ = 1 (â
÷àñòíîñòè, îí íåïðåðûâåí) è ϕ(A) ÿâëÿåòñÿ C∗-ïîäàëãåáðîé B. Åñëè ϕ èíúåêòèâåí,
òî îí ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì (íà îáðàç).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ó àëãåáðû A íåò åäèíèöû, òî áóäåì ðàññìàòðèâàòü ϕ+ èç
çàäà÷è 34 èëè ϕ(+) èç çàäà÷è 35. Åñëè ó àëãåáðû A åñòü åäèíèöà, òî ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî è ó B � òîæå åñòü (åñëè íåò � òî ïðèñîåäèíèì, íå òðåáóÿ óíèòàëüíîñòè
ãîìîìîðôèçìà). Ïðè ýòîì ϕ(1A) = p � ñàìîñîïðÿæåííûé èäåìïîòåíò (p2 = p), ïðî-
ñòðàíñòâî Bp := pBp � ïîäàëãåáðà B (ñì. çàäà÷ó 36) ñ åäèíèöåé p = p · 1B · p, à ϕ,
ðàññìàòðèâàåìûé êàê ãîìîìîðôèçì â Bp, ÿâëÿåòñÿ óíèòàëüíûì.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì óíèòàëüíîãî
ãîìîìîðôèçìà ϕ : A→ B àëãåáð ñ åäèíèöåé.

×òîáû ðàçëè÷àòü ñïåêòð ýëåìåíòà â A è B, áóäåì çàïèñûâàòü SpA (ñîîòâ., SpB)
äëÿ ñïåêòðà ýëåìåíòîâ â A (ñîîòâ., â B).

Ïóñòü a = a∗ ∈ A. Òîãäà SpB(ϕ(a)) ⊂ SpA(a), ïîñêîëüêó ϕ ÿâëÿåòñÿ óíèòàëüíûì
∗-ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð è ‖ϕ(a)‖ = r(ϕ(a)) 6 r(a) = ‖a‖. Äëÿ ýëåìåíòà a ∈ A
îáùåãî âèäà èìååì ‖ϕ(a)‖2 = ‖ϕ(a∗a)‖ 6 ‖a∗a‖ = ‖a‖2, òàê ÷òî ‖ϕ‖ 6 1, òî åñòü ϕ
íåïðåðûâåí è íå óâåëè÷èâàåò íîðìó.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ϕ èíúåêòèâåí, íî íå èçîìåòðè÷åí. Òîãäà íàéäåòñÿ òà-
êîé ýëåìåíò a ∈ A, ÷òî ‖ϕ(a)‖ < ‖a‖. Çíà÷èò, ‖ϕ(b)‖ < ‖b‖ ïðè b := a∗a. Îáîçíà÷èì
‖ϕ(b)‖ =: r è ‖b‖ =: s. Ïóñòü h � íåïðåðûâíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðûé óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì h(t) = 0 ïðè t ∈ [0, r] è h(s) = 1. Òîãäà ‖ϕ(h(b))‖ = ‖h(ϕ(b))‖ =
supλ∈SpB(ϕ(b)) |h(λ)| = 0, â òî âðåìÿ êàê ‖h(b)‖ = supλ∈SpA(b) |h(λ)| > 1. Ïðîòèâîðå÷èå
ñ èíúåêòèâíîñòüþ. (Óñëîâèå êîììóòèðîâàíèÿ î÷åâèäíî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ, hn, ðàâíî-
ìåðíî ïðèáëèæàþùèõ h, à â ïðåäåëå ïîëó÷àåì äëÿ h.)

Â ñëó÷àå îáùåãî (íå îáÿçàòåëüíî èíúåêòèâíîãî) ∗-ãîìîìîðôèçìà, çàìåòèì, ÷òî
I = Kerϕ çàìêíóò, ïîñêîëüêó ϕ íåïðåðûâåí, òàê ÷òî I � èäåàë â A. Ïîýòîìó ϕ
èíäóöèðóåò èíúåêòèâíûé ∗-ãîìîìîðôèçì ϕ̇ : A/I → B ïî ïðàâèëó ϕ̇(ȧ) = ϕ(a).
Òîãäà, ïî äîêàçàííîìó, ϕ̇ ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì, à ϕ(A) = ϕ̇(A/I) çàìêíóòà â
B, òàê ÷òî ÿâëÿåòñÿ C∗-ïîäàëãåáðîé. Ïîñêîëüêó ϕ � íåíóëåâîé, òî èìååòñÿ a ∈ A ñ
ϕ(a) 6= 0. Â ñèëó èçîìåòðè÷íîñòè ϕ̇, èìååì ðàâåíñòâî ‖ȧ‖ = ‖ϕ̇(ȧ)‖ = ‖ϕ(a)‖. Ïðè
ýòîì äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò c ∈ A, ÷òî ċ = ȧ è ‖c‖ < ‖ȧ‖ + ε.
Çíà÷èò, ‖ϕ(c)‖ > ‖c‖ − ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε, ïîëó÷àåì ‖ϕ‖ > 1, òàê ÷òî
‖ϕ‖ = 1.

Çàäà÷à 36. Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà Bp çàìêíóòà, ïîëó÷èâ ïðåäâàðèòåëüíî ðàâåíñòâî
pBp = Ker(L1−p)∩Ker(R1−p), ãäå L1−p è R1−p � ëèíåéíûå îïåðàòîðû ëåâîãî è ïðàâîãî
óìíîæåíèÿ íà 1− p â B, çàäàííûå L1−p : b 7→ (1− p)b è R1−p : b 7→ b(1− p).
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Çàäà÷à 37. Ðàçâèòü ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ïðîâåðèâ ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ
ñóììó çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ B = pBp⊕ pB(1− p)⊕ (1− p)Bp⊕ (1− p)B(1− p),
ïðè÷åì, åñëè çàïèñûâàòü ÷åòâåðêó (a, b, c, d), ïðåäñòàâëÿþùóþ ýëåìåíò äàííîé ïðÿ-

ìîé ñóììû â âèäå ìàòðèöû

(
a b
c d

)
, òî óìíîæåíèå â B ïåðåéäåò ïðè èçîìîðôèçìå

â óìíîæåíèå ìàòðèö ïî ñòàíäàðòíîìó ïðàâèëó.

Çàäà÷à 38. Âûâåñòè èç òåîðåìû 1.50 óòâåðæäåíèå ϕ(f(a)) = f(ϕ(a)) äëÿ ëþáîãî
íîðìàëüíîãî a è íåïðåðûâíîé íà íóæíîì ìíîæåñòâå f (à íå òîëüêî äëÿ ìíîãî÷ëåíà).

Çàäà÷à 39. Ïðîäóìàòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.50 ÷åðåç ðåäóêöèþ ê îòîáðàæåíèþ
êîììóòàòèâíûõ ïîäàëãåáð.

Ñëåäñòâèå 1.51. Ïóñòü I ⊂ A � èäåàë, à B ⊂ A � C∗-ïîäàëãåáðà. Òîãäà I + B
ñîâïàäàåò ñ C∗-ïîäàëãåáðîé C∗(I, B), ïîðîæäåííîé I è B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî I + B ⊂ C∗(I, B) è ÿâëÿåòñÿ èíâîëþòèâíîé ïîäàë-
ãåáðîé. Ïóñòü q : A → A/I � ∗-ãîìîìîðôèçì ôàêòîðèçàöèè. Ìû çíàåì èç ïðåäû-
äóùåé òåîðåìû, ÷òî q(B) çàìêíóò â A/I, òàê ÷òî I + B = q−1(q(B)) çàìêíóòî â A.
Çíà÷èò, I +B ÿâëÿåòñÿ C∗-àëãåáðîé, ñîäåðæàùåéñÿ â C∗(I, B).

Äî ñèõ ïîð ìû ïðîÿâëÿëè áîëüøóþ îñòîðîæíîñòü ïðè ðàññìîòðåíèè ñïåêòðà ýëå-
ìåíòà â C∗-àëãåáðå è åå C∗-ïîäàëãåáðå. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî íå òàê
âàæíî.

Ëåììà 1.52. Ïóñòü B ⊂ A � C∗-ïîäàëãåáðà ñ åäèíèöåé C∗-àëãåáðû ñ åäèíèöåé,
ïðè÷åì 1A = 1B, à a ∈ B. Òîãäà SpB(a) = SpA(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ýëåìåíò èìååò îáðàòíûé â B, òî è â A òîæå,
îòêóäà SpA(a) ⊂ SpB(a). Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ, ÷òî åñëè a
îáðàòèì â A, òî åãî îáðàòíûé ïðèíàäëåæèò B. ×òîáû äîêàçàòü ýòî, ðàññìîòðèì ñíà-
÷àëà ñëó÷àé a = a∗. Òîãäà C∗-àëãåáðà C = C∗(a, a−1), ïîðîæäåííàÿ a è a−1, ÿâëÿåòñÿ
êîììóòàòèâíîé óíèòàëüíîé C∗-ïîäàëãåáðîé A, à çíà÷èò, îíà èçîìîðôíà íåêîòîðîé
àëãåáðå ôóíêöèé C(X). Ïóñòü â îáîçíà÷àåò îáðàç a ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå. Òîãäà
0 /∈ SpC(X)(â) ⊂ R. Âûáåðåì òàêèå ìíîãî÷ëåíû pn, ÷òî pn(t) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê

t−1 íà SpC(X)(â). Òîãäà â−1 = limn→∞ pn(â), òàê ÷òî a−1 = limn→∞ pn(a) ∈ C∗(a) ⊂ B.
Äëÿ ýëåìåíòà a îáùåãî âèäà, åñëè a−1 ñóùåñòâóåò â A, òî a−1(a∗)−1 = (a∗a)−1 ∈ B

ïî äîêàçàííîìó. Ïîýòîìó a−1 = (a∗a)−1a∗ ∈ B.

Çàäà÷à 40. Ïîêàçàòü íà ïðèìåðå, ÷òî áåç óñëîâèÿ 1A = 1B ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà íå
èìååò ìåñòà.


