
2.2. Ïîëîæèòåëüíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû 37

Ëåêöèÿ 7

Ëåììà 2.5. Ïóñòü π � òîïîëîãè÷åñêè íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå C∗-àëãåáðû
A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà äëÿ ëþáûõ t ∈ B(H), êîíå÷íîìåðíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ H è ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé a ∈ A, ÷òî π(a)|L = t|L è ‖a‖ 6
‖t‖+ ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò a0 ∈ A, ÷òî ‖a0‖ 6
‖t‖ è ‖(π(a0)− t)|L‖ < ε/2. Ïî èíäóêöèè ìîæåì íàéòè äëÿ êàæäîãî n òàêîé ýëåìåíò
an ∈ A, ÷òî ‖an‖ 6 2−nε è ‖(

∑n
k=0 π(an)− t)pL|‖ < 2−n−1ε. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ýëåìåíòû íàéäåíû äëÿ íåêîòîðîãî n è âñåõ ìåíüøèõ. Ïðèìåíÿÿ ïðåäûäó-
ùóþ ëåììó ê s = −

∑n
k=0 π(ak) + t, òîìó æå ïîäïðîñòðàíñòâó L è 2−n−2ε, íàõîäèì

òàêîé ýëåìåíò an+1, ÷òî ‖an+1‖ 6 2−n−1ε è ‖(
∑n+1

k=1 π(ak) − t)pL‖ < 2−n−2ε. Òåïåðü
ïîëîæèì a =

∑∞
k=0 ak. Òîãäà a ∈ A è î÷åâèäíî, ÷òî ‖a‖ 6 ‖t‖+ ε è a|L = t|L.

Òåîðåìà 2.6. Âñÿêîå òîïîëîãè÷åñêè íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå C∗-àëãåáðû ÿâëÿ-
åòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåïðèâîäèìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå Ïóñòü V ⊂ H � íåçàìêíóòîå èíâàðèàíò-
íîå ïðîñòðàíñòâî, à V � åãî çàìûêàíèå. Îíî òîæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì (òàê êàê äåéñòâèå íåïðåðûâíî), òàê ÷òî V = H. Âîçüìåì η ∈ H \ V , äëÿ
îïðåäåëåííîñòè íîðìû 1. Ïóñòü ξ ∈ V � íåíóëåâîé âåêòîð, à t � òàêîé îïåðàòîð â
H, ÷òî tξ = η. Òîãäà ïî ïðåäûäóùåé ëåììå íàéäåòñÿ òàêîé a ∈ A, ÷òî π(a)ξ = η.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ èíâàðèàíòíîñòüþ V .

2.2 Ïîëîæèòåëüíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë (ïîêà íå òðåáóåì íåïðåðûâíîñòè, ñì. ëåì-
ìó 2.10 íèæå) ϕ íà C∗-àëãåáðå A íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè ϕ(a) > 0 äëÿ
ëþáîãî a > 0. Åñëè ïîëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íåïðåðûâåí è èìååò íîð-
ìó 1, òî îí íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿíèåì.

Ïðèìåð 2.8. Åñëè π � ïðåäñòàâëåíèå A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, à ξ ∈ H, òî
ôóíêöèîíàë ϕ(a) := (ξ, π(a)ξ) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Åñëè ó A èìååòñÿ åäèíèöà
è ‖ξ‖ = 1, òî òàêîå ϕ ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì.

Ñ êàæäûì ïîëîæèòåëüíûì ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì ϕ ìîæíî ñâÿçàòü ïîëóòîðà-
ëèíåéíóþ ôîðìó íà A, çàäàííóþ ôîðìóëîé 〈a, b〉 := ϕ(a∗b), òî åñòü ôîðìà 〈·, ·〉 ëè-
íåéíà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, ñîïðÿæåííî ëèíåéíà ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèîíàëà 〈a, a〉 = ϕ(a∗a) > 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Ïîýòîìó
ïî ñëåäóþùåé ëåììå îíà ýðìèòîâî ñèììåòðè÷íà: 〈b, a〉 = 〈a, b〉.

Ëåììà 2.9 (èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû). Åñëè ó ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìû 〈a, a〉 ∈
R äëÿ ëþáîãî a, òî îíà ýðìèòîâî ñèììåòðè÷íà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ïîëÿðèçàöèîííûå òîæäåñòâà

〈a+ b, a+ b〉 = 〈a, a〉+ 〈a, b〉+ 〈b, a〉+ 〈b, b〉, (2.1)

〈a+ ib, a+ ib〉 = 〈a, a〉+ 〈a, ib〉+ 〈ib, a〉+ 〈ib, ib〉 = 〈a, a〉+ i(〈a, b〉− 〈b, a〉) + 〈b, b〉. (2.2)

Èç ïåðâîãî ïîëó÷àåì, ÷òî 〈a, b〉 + 〈b, a〉 ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì, à èç âòîðîãî � ÷òî
〈a, b〉 − 〈b, a〉 ÿâëÿåòñÿ ìíèìûì. Çíà÷èò, 〈a, b〉 = 〈b, a〉.

Òàêèì îáðàçîì, 〈a, b〉 � ïîëîæèòåëüíàÿ ýðìèòîâà ôîðìà è, çíà÷èò, äëÿ íåå âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-(Øâàðöà-Áóíÿêîâñêîãî): |〈a, b〉|2 ≤ 〈a, a〉〈b, b〉, òî åñòü
|ϕ(a∗b)|2 6 ϕ(a∗a)ϕ(b∗b).

Ëåììà 2.10. Ïîëîæèòåëüíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íåïðåðûâíû. Åñëè uλ � àï-
ïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà â A, òî ‖ϕ‖ = limλ∈Λ ϕ(uλ). Â ÷àñòíîñòè, åñëè A èìååò
åäèíèöó, òî ‖ϕ‖ = ϕ(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà óíèòàëüíûé ñëó÷àé. Åñëè 0 6 a 6 1, òî, ïî-
ñêîëüêó ϕ ïîëîæèòåëåí, ïîëó÷àåì, ÷òî 0 6 ϕ(a) 6 ϕ(1). Äëÿ x ∈ A ñ ‖x‖ 6 1 èìååì
0 6 x∗x 6 1, òàê ÷òî |ϕ(x)|2 = |ϕ(1 · x)|2 6 ϕ(1) · ϕ(x∗x) 6 ϕ(1)2 ïî íåðàâåíñòâó
Êîøè-Øâàðöà-Áóíÿêîâñêîãî. Çíà÷èò, ‖ϕ‖ 6 ϕ(1) 6 ‖ϕ‖.

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåóíèòàëüíûé ñëó÷àé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ íå îãðàíè÷åí íà
åäèíè÷íîì øàðå A. Òîãäà îí íå îãðàíè÷åí íà ïîäìíîæåñòâå åäèíè÷íîãî øàðà, ñî-
ñòîÿùåì èç ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ (ïîñêîëüêó ëþáîé ýëåìåíò a ðàçëàãàåòñÿ â
ëèíåéíóþ êîìáèíàöèÿ èç ÷åòûðåõ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ íîðìàìè, íå ïðåâîñ-
õîäÿùèìè ‖a‖, ñì. (1.7)). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî k ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîé ïî-
ëîæèòåëüíûé ýëåìåíò ak ∈ A, ÷òî ‖ak‖ ≤ 1 è ϕ(ak) > 2k. Ïîëîæèì a :=

∑∞
k=1

ak
2k
∈ A.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N èìååì a >
∑n

k=1
ak
2k

è

ϕ(a) > ϕ

(
n∑
k=1

ak
2k

)
=

n∑
k=1

ϕ(ak)

2k
> n,

÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, ϕ îãðàíè÷åí è â íåóíèòàëüíîì ñëó÷àå.
Ïîëîæèì m := limλ∈Λ ϕ(u2

λ), ïðè÷åì ïðåäåë ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó íàïðàâëåí-
íîñòü ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé è îãðàíè÷åííîé ‖ϕ‖ ñâåðõó. Òîãäà, äëÿ ëþáîãî x ∈ A ñ
‖x‖ 6 1 èìååì |ϕ(x)| = limλ∈Λ |ϕ(uλx)| â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ϕ. Ïîýòîìó, ïî íåðàâåí-
ñòâó Êîøè-Øâàðöà-Áóíÿêîâñêîãî èìååì |ϕ(x)|2 6 ϕ(u2

λ)ϕ(x∗x) 6 m‖ϕ‖. Äëÿ ëþáîãî
ε > 0 âûáåðåì òàêîé ýëåìåíò x ∈ A, ÷òî ‖ϕ‖2 < |ϕ(x)|2 + ε. Òîãäà ‖ϕ‖2 < m‖ϕ‖ + ε.
Ñëåäîâàòåëüíî, ‖ϕ‖2 6 m‖ϕ‖ è ‖ϕ‖ 6 m. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ε > 0 èìååòñÿ
uλ0 , äëÿ êîòîðîãî ϕ(u2

λ0
) > m + ε, òî ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó ‖ϕ‖ = m. Ïîñêîëüêó

m 6 limλ∈Λ ϕ(uλ) 6 ‖ϕ‖ = m, òî limλ∈Λ ϕ(uλ) = ‖ϕ‖.

Ñëåäñòâèå 2.11. Åñëè ϕ � ñîñòîÿíèå íà C∗-àëãåáðå ñ åäèíèöåé, òî ϕ(1) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, 1 = ‖ϕ‖ = ϕ(1).
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Îïðåäåëåíèå 2.12. Âåêòîð ξ ∈ H íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì äëÿ π : A→ B(H), åñëè
π(A)ξ ïëîòíî â H.

Òåîðåìà 2.13. Ïóñòü ϕ � ïîëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà C∗-àëãåáðå A.
Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ïðåäñòàâëåíèå πϕ àëãåáðû A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
H è öèêëè÷åñêèé âåêòîð ξϕ ∈ H, ÷òî ‖ξϕ‖2 = ‖ϕ‖ è (ξϕ, πϕ(a)ξϕ) = ϕ(a) äëÿ âñåõ
a ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N := {a ∈ A : ϕ(a∗a) = 0}. Òîãäà N = {a ∈ A : ϕ(b∗a) =
0 äëÿ âñåõ b ∈ A} ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Øâàðöà-Áóíÿêîâñêîãî. Ïîýòîìó N çàìêíóòî
êàê ïåðåñå÷åíèå ÿäåð íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ a 7→ ϕ(b∗a)). Êðîìå òîãî, N �
ëåâûé èäåàë, ïîñêîëüêó ϕ(b∗an) = ϕ((a∗b)∗n) = 0 äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A ïðè n ∈ N , òàê
÷òî an ∈ N .

Îïðåäåëèì ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà áàíàõîâîì ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå
A/N ôîðìóëîé (ȧ, ḃ) = ϕ(a∗b), ãäå ÷åðåç ȧ îáîçíà÷åí êëàññ ñìåæíîñòè a + N . Ýòî
ïðîèçâåäåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî, ïîñêîëüêó, åñëè n1, n2 ∈ N , òî ϕ((a + n1)∗(b +
n2)) = ϕ(a∗b) + ϕ((a + n1)∗n2) + ϕ(b∗n1) = ϕ(a∗b). Òàêæå âûïîëíÿåòñÿ (ȧ, ȧ) > 0 ïðè
ȧ 6= 0. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå èç A/N ïîïîëíåíèåì ïî
íîðìå, çàäàííîé ýòèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π0 ïðåäñòàâëåíèå
A â A/N (òóò ìû íåñêîëüêî ðàñøèðÿåì ïîíÿòèå ïðåäñòàâëåíèÿ íà ïðåäãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî) ïî ôîðìóëå π0(a)ẋ = (ax)·, ãäå ẋ ∈ A/N . Åñëè n ∈ N , òî (a(x+ n))· =
(ax)·, òàê ÷òî π0 êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Îíî ÿâëÿåòñÿ èíâîëþòèâíûì, ïîñêîëüêó
(π0(a)ẋ, ẏ) = ϕ((ax)∗y) = ϕ(x∗(a∗y)) = (ẋ, π0(a∗)ẏ) = (π0(a∗)∗ẋ, ẏ) è π0(a∗)∗ = π0(a).
Ïðè ýòîì ‖π0‖ 6 1. Äåéñòâèòåëüíî,

‖π0(a)‖2 = sup
‖ẋ‖61

‖π0(a) · x‖2 = sup
‖ẋ‖61

ϕ(x∗a∗ax) 6

6 sup
‖ẋ‖61

‖a∗a‖ϕ(x∗x) 6 ‖a‖2.

Ïîýòîìó π0 ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî ïðåäñòàâëåíèÿ πϕ àëãåáðû A â H.
Åñëè àëãåáðà A óíèòàëüíà, òî ïîëîæèì ξϕ := 1̇. Òîãäà (ξϕ, πϕ(a)ξϕ) = ϕ(a) è

ξϕ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, ïîñêîëüêó πϕ(A)ξϕ = A/N ïëîòíî â H. Íàêîíåö, ‖ϕ‖ =
ϕ(1) = ‖ξϕ‖2.

Äëÿ àëãåáðû A îáùåãî âèäà ðàññìîòðèì åå àïïðîêñèìàòèâíóþ åäèíèöó uλ. Ïîêà-
æåì, ÷òî u̇λ ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåííîñòüþ Êîøè. Âûáåðåì ε > 0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé
èíäåêñ α ∈ Λ, ÷òî ϕ(uα) > ‖ϕ‖ − ε (ïîñêîëüêó ‖ϕ‖ = limλ∈Λ ϕ(uλ) ïî ëåììå 2.10).
Òåïåðü íàéäåì òàêîé èíäåêñ β ∈ Λ, ÷òî β > α è ‖uλuα − uα‖ < ε äëÿ ëþáîãî λ > β.
Òîãäà

Re(ϕ(uλuα)) = ϕ(uα) + Re(ϕ(uλuα − uα)) > ‖ϕ‖ − 2ε.

Ïîýòîìó

‖u̇λ − u̇α‖2 = ϕ((uλ − uα)2) = ϕ(u2
λ) + ϕ(u2

α)− 2Re(ϕ(uλuα)) 6

6 ϕ(u2
λ) + ϕ(u2

α)− 2(‖ϕ‖ − 2ε) 6 4ε.
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Çíà÷èò, ïðè λ, µ > β, èìååì

‖u̇λ − u̇µ‖ 6 ‖u̇λ − u̇α‖+ ‖u̇α − u̇µ‖ 6 4ε1/2.

Òàêèì îáðàçîì, u̇λ � íàïðàâëåííîñòü Êîøè. Ïóñòü ξϕ := limλ∈Λ u̇λ ∈ H. Òîãäà
(ξϕ, πϕ(a)ξϕ) = limλ∈Λ ϕ(uλauλ) = ϕ(a). Ïîñêîëüêó πϕ(A)ξϕ = A/N , òî ξϕ � öèê-
ëè÷åñêèé. Èç ȧ = πϕ(a)ξϕ ñëåäóåò, ÷òî

lim
λ∈Λ

πϕ(uλ)ȧ = lim
λ∈Λ

πϕ(uλ)πϕ(a)ξϕ = πϕ(a)ξϕ = ȧ

äëÿ ëþáîãî ȧ ∈ A/N , òàê ÷òî íàïðàâëåííîñòü πϕ(uλ) ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê 1. Ïîýòîìó
‖ϕ‖ = limλ∈Λ ϕ(uλ) = limλ∈Λ(ξϕ, πϕ(uλ)ξϕ) = ‖ξϕ‖2.

2.4 Ðåàëèçàöèÿ C∗-àëãåáð êàê îïåðàòîðíûõ àëãåáð â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ñëåäñòâèå 2.14. Ëþáîå ñîñòîÿíèå ϕ íà C∗-àëãåáðå A áåç åäèíèöû äîïóñêàåò åäèí-
ñòâåííîå ïðîäîëæåíèå äî ñîñòîÿíèÿ íà A+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü πϕ � ïðåäñòàâëåíèå A, çàäàííîå ÃÍÑ-êîíñòðóêöèåé. Ïîëî-
æèì πϕ(1) = 1. Òîãäà πϕ ïðîäîëæàåòñÿ äî ïðåäñòàâëåíèÿ A+ è ϕ̃(a) := (ξϕ, π(a)ξϕ)
ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì. Îíî åäèíñòâåííî, ïîñêîëüêó äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ϕ̃(1) = 1
(ñëåäñòâèå 2.11).

Çàäà÷à 45. Ïóñòü uλ, λ ∈ Λ, � íåêîòîðàÿ àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà â óíèòàëüíîé
àëãåáðå. Äîêàçàòü, ÷òî 1 = limλ∈Λ uλ.

Ëåììà 2.15. Ïóñòü ϕ : A → C � òàêîé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, ÷òî
‖ϕ‖ = 1 = limλ∈Λ ϕ(uλ) äëÿ íåêîòîðîé àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöû uλ. Òîãäà ϕ �
ñîñòîÿíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ñâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ê óíèòàëüíîìó ñëó÷àþ. Ïóñòü ϕ̃ �
íåêîòîðîå ïðîäîëæåíèå (ïî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà) ôóíêöèîíàëà ϕ äî íåïðåðûâíîãî
ôóíêöèîíàëà íà A+. Ïóñòü ϕ̃(1) =: α. Ïîñêîëüêó ‖ϕ̃‖ = 1, òî |α| 6 1. Èç íåðàâåíñòâà
‖2uλ − 1‖ 6 1 ñëåäóåò, ÷òî |2 − α| = limλ∈Λ |ϕ(2uλ − 1)| 6 1. Òàêèì îáðàçîì, α = 1.
Çíà÷èò, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî A óíèòàëüíà è ϕ(1) = 1 (åñëè A ñ ñàìîãî íà÷àëà áûëà
óíèòàëüíîé, òî ïîëüçóåìñÿ çàäà÷åé 45).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ϕ(a) ∈ R, åñëè a = a∗ (à çíà÷èò, ñîäåðæèòñÿ â [−‖a‖, ‖a‖]).
Ïóñòü a � ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò íîðìû 1. Òîãäà ‖a ± in1‖2 = ‖a2 + n21‖ =
n2 + 1, òàê ÷òî |ϕ(a) ± in| 6

√
n2 + 1 äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Çíà÷èò, ϕ(a) ñîäåðæèòñÿ

â ïåðåñå÷åíèè âñåõ äèñêîâ ñ öåíòðàìè â ±in è ðàäèóñîâ
√
n2 + 1. Ýòî ïåðåñå÷åíèå

ðàâíî âåùåñòâåííîìó èíòåðâàëó [−1, 1].
Åñëè 0 ≤ a ≤ 1, òî ‖2a − 1‖ ≤ 1. Ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå ê ñàìîñî-

ïðÿæåííîìó ýëåìåíòó 2a− 1, ïîëó÷àåì, ÷òî −1 6 2ϕ(a)− 1 6 1, òàê ÷òî ϕ(a) > 0 è
ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.


