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Ïðåäñòàâëåíèÿ C∗-àëãåáð

Ëåêöèÿ 7

2.1 Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïðåäñòàâëåíèåì C∗-àëãåáðû A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H
íàçûâàåòñÿ ∗-ãîìîìîðôèçì èç A â B(H).

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïðåäñòàâëåíèå C∗-àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåïðèâî-
äèìûì, åñëè â H íåò ñîáñòâåííûõ èíâàðèàíòíûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (ïðè äåé-
ñòâèè îïåðàòîðàìè èç îáðàçà ïðåäñòàâëåíèÿ). Ïðåäñòàâëåíèå òîïîëîãè÷åñêè íåïðè-
âîäèìî, åñëè íåò çàìêíóòûõ ñîáñòâåííûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ñêîðî ìû óâèäèì, ÷òî äëÿ C∗-àëãåáð ýòè äâà ïîíÿòèÿ ñîâïàäàþò.

Ëåììà 2.3. Ïðåäñòàâëåíèå π òîïîëîãè÷åñêè íåïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà π(A)′ = C1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè π(A)′ ñîäåðæèò ÷òî-òî, êðîìå ñêàëÿðîâ, òî îíî ñîäåðæèò è ñà-
ìîñîïðÿæåííûé íåñêàëÿðíûé îïåðàòîð (ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ðàçëîæåíèÿ íåñêàëÿð-
íîãî îïåðàòîðà â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äâóõ ñàìîñîïðÿæåííûõ a = a+a∗

2
+ i · a−a∗

2i
,

êîòîðûå òîæå ïðèíàäëåæàò êîììóòàíòó, è õîòÿ áû îäèí èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ñêà-
ëÿðíûì). Ïðèìåíÿÿ áîðåëåâñêîå ôóíêöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå (ñì. çàìå÷àíèå 1.65) ê
ýòîìó ñàìîñîïðÿæåííîìó îïåðàòîðó b, ìîæåì ïîëó÷èòü ñîáñòâåííûé ïðîåêòîð p â
π(A)′. Èìåííî, åñëè îïåðàòîð íåñêàëÿðíûé, òî ó íåãî, ïî êðàéíåé ìåðå, äâå ðàçëè÷-
íûå òî÷êè â ñïåêòðå, ñêàæåì, t0 è t1, è íàäî ðàññìîòðåòü áîðåëåâñêóþ ôóíêöèþ f ,
ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ 0 è 1, ïðè÷åì f(t0) = 0, f(t1) = 1 (çàäà÷à 44). (Ìîæíî òàê-
æå íå ïðèìåíÿòü èñ÷èñëåíèå, à ïðîñòî âçÿòü ïîäõîäÿùèå ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû èç
ñòàíäàðòíîé ñïåêòðàëüíîé òåîðåìû, êîòîðûå ïî ïîñòðîåíèþ îáëàäàþò íåîáõîäèìû-
ìè óñëîâèÿìè êîììóòèðîâàíèÿ). Òîãäà pH � çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî, òàê êàê p ∈ π(A)′.

Îáðàòíî, ïóñòü L ⊂ H � çàìêíóòîå π(A)-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, à p ∈
B(H) � ïðîåêòîð íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà π(a)p = pπ(a)p äëÿ ëþáîãî a ∈ A.
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Ïîýòîìó pπ(a) = (π(a∗)p)∗ = (pπ(a∗)p)∗ = pπ(a)p = π(a)p è p ∈ π(A)′. Ïðè ýòîì p íå
ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì.

Çàäà÷à 44. Ïðîâåðèòü â äîêàçàòåëüñòâå âûøå, ÷òî f(b) � ñîáñòâåííûé ïðîåêòîð,
ïîñêîëüêó f 2 = f è Sp(f(b)) = {0, 1}.

Çàäà÷à 45. Äîêàçàòü áîëåå îáùèé ôàêò: åñëè ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò a â C∗-
àëãåáðå ñ åäèíèöåé èìååò Sp(a) = {0, 1}, òî a � íåñêàëÿðíûé èäåìïîòåíò.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü π � òîïîëîãè÷åñêè íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå C∗-àëãåáðû
A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà äëÿ ëþáûõ t ∈ B(H), êîíå÷íîìåðíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ H è ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a ∈ A, ÷òî ‖a‖ 6 ‖t|L‖
è ‖(π(a)− t)|L‖ < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê π òîïîëîãè÷åñêè íåïðèâîäèìî, òî ïî ëåììå 2.3 π(A)′ ñîâ-
ïàäàåò ñî ñêàëÿðàìè, à çíà÷èò, π(A)′′ = B(H). Ïîýòîìó π(A) ïëîòíî â B(H) â ñëàáîé
(ñèëüíîé) òîïîëîãèè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ‖t|L‖ = 1. Ïî-
ëîæèì s = tpL, ãäå pL � ïðîåêòîð íà L. Ïîñêîëüêó L êîíå÷íîìåðíî, òî, ïî òåîðåìå
Êàïëàíñêîãî î ïëîòíîñòè, íàéäåòñÿ òàêîé b ∈ A, ÷òî ‖π(b)‖ 6 1 è ‖(π(b)−s)|L‖ < ε/2.
Òîãäà èìååòñÿ òàêîé ýëåìåíò c ∈ A, ÷òî π(c) = π(b) è ‖c‖ < ‖π(b)‖(1+ε/2). Ïîëîæèì
a := c

1+ε/2
(ñì. òåîðåìó 1.51). Òîãäà ‖a‖ 6 1 è

‖(π(a)− t)|L‖ 6 ‖(π(c)− t)|L‖+ ‖π(a)− π(c)‖ < ε/2 + ε/2 = ε.

Ëåììà 2.5. Ïóñòü π � òîïîëîãè÷åñêè íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå C∗-àëãåáðû
A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà äëÿ ëþáûõ t ∈ B(H), êîíå÷íîìåðíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ H è ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé a ∈ A, ÷òî π(a)|L = t|L è ‖a‖ 6
‖t‖+ ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò a0 ∈ A, ÷òî ‖a0‖ 6
‖t‖ è ‖(π(a0)− t)|L‖ < ε/2. Ïî èíäóêöèè ìîæåì íàéòè äëÿ êàæäîãî n òàêîé ýëåìåíò
an ∈ A, ÷òî ‖an‖ 6 2−nε è ‖(

∑n
k=0 π(an)− t)pL|‖ < 2−n−1ε. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ýëåìåíòû íàéäåíû äëÿ íåêîòîðîãî n è âñåõ ìåíüøèõ. Ïðèìåíÿÿ ïðåäûäó-
ùóþ ëåììó ê s = −

∑n
k=0 π(ak) + t, òîìó æå ïîäïðîñòðàíñòâó L è 2−n−2ε, íàõîäèì

òàêîé ýëåìåíò an+1, ÷òî ‖an+1‖ 6 2−n−1ε è ‖(
∑n+1

k=1 π(ak) − t)pL‖ < 2−n−2ε. Òåïåðü
ïîëîæèì a =

∑∞
k=0 ak. Òîãäà a ∈ A è î÷åâèäíî, ÷òî ‖a‖ 6 ‖t‖+ ε è a|L = t|L.

Òåîðåìà 2.6. Âñÿêîå òîïîëîãè÷åñêè íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå C∗-àëãåáðû ÿâëÿ-
åòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåïðèâîäèìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå Ïóñòü V ⊂ H � íåçàìêíóòîå èíâàðèàíò-
íîå ïðîñòðàíñòâî, à V � åãî çàìûêàíèå. Îíî òîæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì (òàê êàê äåéñòâèå íåïðåðûâíî), òàê ÷òî V = H. Âîçüìåì η ∈ H \ V , äëÿ
îïðåäåëåííîñòè íîðìû 1. Ïóñòü ξ ∈ V � íåíóëåâîé âåêòîð, à t � òàêîé îïåðàòîð â
H, ÷òî tξ = η. Òîãäà ïî ïðåäûäóùåé ëåììå íàéäåòñÿ òàêîé a ∈ A, ÷òî π(a)ξ = η.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ èíâàðèàíòíîñòüþ V .
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2.2 Ïîëîæèòåëüíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë (ïîêà íå òðåáóåì íåïðåðûâíîñòè, ñì. ëåì-
ìó 2.10 íèæå) ϕ íà C∗-àëãåáðå A íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè ϕ(a) > 0 äëÿ
ëþáîãî a > 0. Åñëè ïîëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íåïðåðûâåí è èìååò íîð-
ìó 1, òî îí íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿíèåì.

Ïðèìåð 2.8. Åñëè π � ïðåäñòàâëåíèå A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, à ξ ∈ H, òî
ôóíêöèîíàë ϕ(a) := (ξ, π(a)ξ) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Åñëè ó A èìååòñÿ åäèíèöà
è ‖ξ‖ = 1, òî òàêîå ϕ ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì.

Ñ êàæäûì ïîëîæèòåëüíûì ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì ϕ ìîæíî ñâÿçàòü ïîëóòîðà-
ëèíåéíóþ ôîðìó íà A, çàäàííóþ ôîðìóëîé 〈a, b〉 := ϕ(a∗b), òî åñòü ôîðìà 〈·, ·〉 ëè-
íåéíà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, ñîïðÿæåííî ëèíåéíà ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèîíàëà 〈a, a〉 = ϕ(a∗a) > 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Ïîýòîìó
ïî ñëåäóþùåé ëåììå îíà ýðìèòîâî ñèììåòðè÷íà: 〈b, a〉 = 〈a, b〉.

Ëåììà 2.9 (èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû). Åñëè ó ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìû 〈a, a〉 ∈
R äëÿ ëþáîãî a, òî îíà ýðìèòîâî ñèììåòðè÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ïîëÿðèçàöèîííûå òîæäåñòâà

〈a+ b, a+ b〉 = 〈a, a〉+ 〈a, b〉+ 〈b, a〉+ 〈b, b〉, (2.1)

〈a+ ib, a+ ib〉 = 〈a, a〉+ 〈a, ib〉+ 〈ib, a〉+ 〈ib, ib〉 = 〈a, a〉+ i(〈a, b〉− 〈b, a〉) + 〈b, b〉. (2.2)

Èç ïåðâîãî ïîëó÷àåì, ÷òî 〈a, b〉 + 〈b, a〉 ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì, à èç âòîðîãî � ÷òî
〈a, b〉 − 〈b, a〉 ÿâëÿåòñÿ ìíèìûì. Çíà÷èò, 〈a, b〉 = 〈b, a〉.

Òàêèì îáðàçîì, 〈a, b〉 � ïîëîæèòåëüíàÿ ýðìèòîâà ôîðìà è, çíà÷èò, äëÿ íåå âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-(Øâàðöà-Áóíÿêîâñêîãî): |〈a, b〉|2 6 〈a, a〉〈b, b〉, òî åñòü
|ϕ(a∗b)|2 6 ϕ(a∗a)ϕ(b∗b).

Ëåììà 2.10. Ïîëîæèòåëüíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íåïðåðûâíû. Åñëè uλ � àï-
ïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà â A, òî ‖ϕ‖ = limλ∈Λ ϕ(uλ). Â ÷àñòíîñòè, åñëè A èìååò
åäèíèöó, òî ‖ϕ‖ = ϕ(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà óíèòàëüíûé ñëó÷àé. Åñëè 0 6 a 6 1, òî, ïî-
ñêîëüêó ϕ ïîëîæèòåëåí, ïîëó÷àåì, ÷òî 0 6 ϕ(a) 6 ϕ(1). Äëÿ x ∈ A ñ ‖x‖ 6 1 èìååì
0 6 x∗x 6 1, òàê ÷òî |ϕ(x)|2 = |ϕ(1 · x)|2 6 ϕ(1) · ϕ(x∗x) 6 ϕ(1)2 ïî íåðàâåíñòâó
Êîøè-Øâàðöà-Áóíÿêîâñêîãî. Çíà÷èò, ‖ϕ‖ 6 ϕ(1) 6 ‖ϕ‖.

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåóíèòàëüíûé ñëó÷àé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ íå îãðàíè÷åí íà
åäèíè÷íîì øàðå A. Òîãäà îí íå îãðàíè÷åí íà ïîäìíîæåñòâå åäèíè÷íîãî øàðà, ñî-
ñòîÿùåì èç ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ (ïîñêîëüêó ëþáîé ýëåìåíò a ðàçëàãàåòñÿ â
ëèíåéíóþ êîìáèíàöèÿ èç ÷åòûðåõ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ íîðìàìè, íå ïðåâîñ-
õîäÿùèìè ‖a‖, ñì. (1.7)). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî k ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîé ïî-
ëîæèòåëüíûé ýëåìåíò ak ∈ A, ÷òî ‖ak‖ 6 1 è ϕ(ak) > 2k. Ïîëîæèì a :=

∑∞
k=1

ak
2k
∈ A.
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N èìååì a >
∑n

k=1
ak
2k

è

ϕ(a) > ϕ
( n∑
k=1

ak
2k

)
=

n∑
k=1

ϕ(ak)

2k
> n,

÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, ϕ îãðàíè÷åí è â íåóíèòàëüíîì ñëó÷àå.
Ïîëîæèì m := limλ∈Λ ϕ(uλ), ïðè÷åì ïðåäåë ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó íàïðàâëåí-

íîñòü ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé è îãðàíè÷åííîé ‖ϕ‖ ñâåðõó. Òîãäà, äëÿ ëþáîãî x ∈ A
ñ ‖x‖ 6 1 èìååì |ϕ(x)| = limλ∈Λ |ϕ(uλx)| â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ϕ. Ïîýòîìó, ïî íåðà-
âåíñòâó Êîøè-Øâàðöà-Áóíÿêîâñêîãî èìååì

|ϕ(x)|2 = lim
λ∈Λ
|ϕ(uλx)|2 6 sup

λ
ϕ(u2

λ)ϕ(x∗x) 6 sup
λ
ϕ(uλ)ϕ(x∗x) 6 m‖ϕ‖.

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûáåðåì òàêîé ýëåìåíò x ∈ A, ÷òî ‖ϕ‖2 < |ϕ(x)|2 + ε. Òîãäà
‖ϕ‖2 < m‖ϕ‖ + ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖ϕ‖2 6 m‖ϕ‖ è ‖ϕ‖ 6 m. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî
ε > 0 èìååòñÿ uλ0 , äëÿ êîòîðîãî ϕ(uλ0) > m − ε, òî ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó ‖ϕ‖ = m.

Ñëåäñòâèå 2.11. Åñëè ϕ � ñîñòîÿíèå íà C∗-àëãåáðå ñ åäèíèöåé, òî ϕ(1) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, 1 = ‖ϕ‖ = ϕ(1).


