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Ëåêöèÿ 8

2.3 ÃÍÑ-êîíñòðóêöèÿ (Ãåëüôàíä�Íàéìàðê�Ñåãàë)

Îïðåäåëåíèå 2.12. Âåêòîð ξ ∈ H íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì äëÿ π : A→ B(H), åñëè
π(A)ξ ïëîòíî â H.

Òåîðåìà 2.13. Ïóñòü ϕ � ïîëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà C∗-àëãåáðå A.
Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ïðåäñòàâëåíèå πϕ àëãåáðû A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
H è öèêëè÷åñêèé âåêòîð ξϕ ∈ H, ÷òî ‖ξϕ‖2 = ‖ϕ‖ è (ξϕ, πϕ(a)ξϕ) = ϕ(a) äëÿ âñåõ
a ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N := {a ∈ A : ϕ(a∗a) = 0}. Òîãäà N = {a ∈ A : ϕ(b∗a) =
0 äëÿ âñåõ b ∈ A} ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Øâàðöà�Áóíÿêîâñêîãî. ÏîýòîìóN çàìêíóòî
êàê ïåðåñå÷åíèå ÿäåð íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ a 7→ ϕ(b∗a)). Êðîìå òîãî, N �
ëåâûé èäåàë, ïîñêîëüêó ϕ(b∗an) = ϕ((a∗b)∗n) = 0 äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A ïðè n ∈ N , òàê
÷òî an ∈ N .

Îïðåäåëèì ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà áàíàõîâîì ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå
A/N ôîðìóëîé (ȧ, ḃ) = ϕ(a∗b), ãäå ÷åðåç ȧ îáîçíà÷åí êëàññ ñìåæíîñòè a + N . Ýòî
ïðîèçâåäåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî, ïîñêîëüêó, åñëè n1, n2 ∈ N , òî ϕ((a + n1)∗(b +
n2)) = ϕ(a∗b) + ϕ((a + n1)∗n2) + ϕ(b∗n1) = ϕ(a∗b). Òàêæå âûïîëíÿåòñÿ (ȧ, ȧ) > 0 ïðè
ȧ 6= 0. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå èç A/N ïîïîëíåíèåì ïî
íîðìå, çàäàííîé ýòèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π0 ïðåäñòàâëåíèå
A â A/N (òóò ìû íåñêîëüêî ðàñøèðÿåì ïîíÿòèå ïðåäñòàâëåíèÿ íà ïðåäãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî) ïî ôîðìóëå π0(a)ẋ = (ax)·, ãäå ẋ ∈ A/N . Åñëè n ∈ N , òî (a(x+ n))· =
(ax)·, òàê ÷òî π0 êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Îíî ÿâëÿåòñÿ èíâîëþòèâíûì, ïîñêîëüêó
(π0(a)ẋ, ẏ) = ϕ((ax)∗y) = ϕ(x∗(a∗y)) = (ẋ, π0(a∗)ẏ) = (π0(a∗)∗ẋ, ẏ) è π0(a∗)∗ = π0(a).
Ïðè ýòîì ‖π0‖ 6 1. Äåéñòâèòåëüíî,

‖π0(a)‖2 = sup
‖ẋ‖61

‖π0(a)ẋ‖2 = sup
‖ẋ‖61

ϕ(x∗a∗ax) 6

6 sup
‖ẋ‖61

‖a∗a‖ϕ(x∗x) 6 ‖a‖2.

Ïîýòîìó π0 ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî ïðåäñòàâëåíèÿ πϕ àëãåáðû A â H.

Åñëè àëãåáðà A óíèòàëüíà, òî ïîëîæèì ξϕ := 1̇. Òîãäà (ξϕ, πϕ(a)ξϕ) = ϕ(a) è
ξϕ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, ïîñêîëüêó πϕ(A)ξϕ = A/N ïëîòíî â H. Íàêîíåö, ‖ϕ‖ =
ϕ(1) = ‖ξϕ‖2.

Äëÿ àëãåáðû A îáùåãî âèäà ðàññìîòðèì åå àïïðîêñèìàòèâíóþ åäèíèöó uλ. Ïîêà-
æåì, ÷òî u̇λ ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåííîñòüþ Êîøè. Âûáåðåì ε > 0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé
èíäåêñ α ∈ Λ, ÷òî ϕ(uα) > ‖ϕ‖ − ε (ïîñêîëüêó ‖ϕ‖ = limλ∈Λ ϕ(uλ) ïî ëåììå 2.10).
Òåïåðü íàéäåì òàêîé èíäåêñ β ∈ Λ, ÷òî β > α è ‖uλuα − uα‖ < ε äëÿ ëþáîãî λ > β.
Òîãäà

Re(ϕ(uλuα)) = ϕ(uα) + Re(ϕ(uλuα − uα)) > ‖ϕ‖ − 2ε.
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Ïîýòîìó

‖u̇λ − u̇α‖2 = ϕ((uλ − uα)2) = ϕ(u2
λ) + ϕ(u2

α)− 2Re(ϕ(uλuα)) 6

6 ϕ(u2
λ) + ϕ(u2

α)− 2(‖ϕ‖ − 2ε) 6 4ε.

Çíà÷èò, ïðè λ, µ > β, èìååì

‖u̇λ − u̇µ‖ 6 ‖u̇λ − u̇α‖+ ‖u̇α − u̇µ‖ 6 4ε1/2.

Òàêèì îáðàçîì, u̇λ � íàïðàâëåííîñòü Êîøè. Ïóñòü ξϕ := limλ∈Λ u̇λ ∈ H. Òîãäà
(ξϕ, πϕ(a)ξϕ) = limλ∈Λ ϕ(uλauλ) = ϕ(a). Ïîñêîëüêó πϕ(A)ξϕ = A/N , òî ξϕ � öèê-
ëè÷åñêèé. Èç ȧ = πϕ(a)ξϕ ñëåäóåò, ÷òî

lim
λ∈Λ

πϕ(uλ)ȧ = lim
λ∈Λ

πϕ(uλ)πϕ(a)ξϕ = πϕ(a)ξϕ = ȧ

äëÿ ëþáîãî ȧ ∈ A/N , òàê ÷òî íàïðàâëåííîñòü πϕ(uλ) ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê 1. Ïîýòîìó
‖ϕ‖ = limλ∈Λ ϕ(uλ) = limλ∈Λ(ξϕ, πϕ(uλ)ξϕ) = ‖ξϕ‖2.

2.4 Ðåàëèçàöèÿ C∗-àëãåáð êàê îïåðàòîðíûõ àëãåáð â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ñëåäñòâèå 2.14. Ëþáîå ñîñòîÿíèå ϕ íà C∗-àëãåáðå A áåç åäèíèöû äîïóñêàåò åäèí-
ñòâåííîå ïðîäîëæåíèå äî ñîñòîÿíèÿ íà A+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü πϕ � ïðåäñòàâëåíèå A, çàäàííîå ÃÍÑ-êîíñòðóêöèåé. Ïîëî-
æèì πϕ(1) = 1. Òîãäà πϕ ïðîäîëæàåòñÿ äî ïðåäñòàâëåíèÿ A+ è ϕ̃(a) := (ξϕ, π(a)ξϕ)
ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì. Îíî åäèíñòâåííî, ïîñêîëüêó äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ϕ̃(1) = 1
(ñëåäñòâèå 2.11).

Çàäà÷à 46. Ïóñòü uλ, λ ∈ Λ, � íåêîòîðàÿ àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà â óíèòàëüíîé
àëãåáðå. Äîêàçàòü, ÷òî 1 = limλ∈Λ uλ.

Ëåììà 2.15. Ïóñòü ϕ : A → C � òàêîé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, ÷òî
‖ϕ‖ = 1 = limλ∈Λ ϕ(uλ) äëÿ íåêîòîðîé àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöû uλ. Òîãäà ϕ �
ñîñòîÿíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ñâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ê óíèòàëüíîìó ñëó÷àþ. Ïóñòü ϕ̃ �
íåêîòîðîå ïðîäîëæåíèå (ïî òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà) ôóíêöèîíàëà ϕ äî íåïðåðûâíîãî
ôóíêöèîíàëà íà A+. Ïóñòü ϕ̃(1) =: α. Ïîñêîëüêó ‖ϕ̃‖ = 1, òî |α| 6 1. Èç íåðàâåíñòâà
‖2uλ − 1‖ 6 1 ñëåäóåò, ÷òî |2 − α| = limλ∈Λ |ϕ(2uλ − 1)| 6 1. Òàêèì îáðàçîì, α = 1.
Çíà÷èò, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî A óíèòàëüíà è ϕ(1) = 1 (åñëè A ñ ñàìîãî íà÷àëà áûëà
óíèòàëüíîé, òî ïîëüçóåìñÿ çàäà÷åé 46).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ϕ(a) ∈ R, åñëè a = a∗ (à çíà÷èò, ñîäåðæèòñÿ â [−‖a‖, ‖a‖]).
Ïóñòü a � ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò íîðìû 1. Òîãäà ‖a ± in1‖2 = ‖a2 + n21‖ =
n2 + 1, òàê ÷òî |ϕ(a) ± in| 6

√
n2 + 1 äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Çíà÷èò, ϕ(a) ñîäåðæèòñÿ
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â ïåðåñå÷åíèè âñåõ äèñêîâ ñ öåíòðàìè â ±in è ðàäèóñîâ
√
n2 + 1. Ýòî ïåðåñå÷åíèå

ðàâíî âåùåñòâåííîìó èíòåðâàëó [−1, 1].
Åñëè 0 6 a 6 1, òî ‖2a − 1‖ 6 1. Ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå ê ñàìîñî-

ïðÿæåííîìó ýëåìåíòó 2a− 1, ïîëó÷àåì, ÷òî −1 6 2ϕ(a)− 1 6 1, òàê ÷òî ϕ(a) > 0 è
ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.

Ëåììà 2.16. Ïóñòü a ∈ A � ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò. Òîãäà èìååòñÿ òàêîå
ñîñòîÿíèå ϕ íà A, ÷òî |ϕ(a)| = ‖a‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A áåç åäèíèöû, òî áóäåì ðàáîòàòü â A+. Ðàññìîòðèì êîì-
ìóòàòèâíóþ C∗-àëãåáðó C∗(a). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ìóëüòèïëèêàòèâíûé ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë ϕ0 íà C∗(a), ÷òî |ϕ0(a)| = ‖a‖ (íàäî âçÿòü â êà÷åñòâå ϕ0 îòîáðàæåíèå
âçÿòèÿ çíà÷åíèÿ â òîé òî÷êå Sp(a), ãäå ôóíêöèÿ â äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà).
Òîãäà ϕ0(1) = 1 = ‖ϕ0‖. Ðàññìîòðèì ïðîäîëæåíèå ϕ0 ïî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà äî
ôóíêöèîíàëà ϕ íà A+. Òîãäà, ïîñêîëüêó ‖ϕ‖ = 1 = ϕ(1), òî ϕ � ñîñòîÿíèå ïî ëåììå
2.15.

Ñëåäñòâèå 2.17. Äëÿ ëþáîãî a ∈ A ñóùåñòâóþò òàêèå ïðåäñòàâëåíèå π è åäèíè÷-
íûé âåêòîð ξ â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ, ÷òî ‖π(a)ξ‖ = ‖a‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, íàéäåì òàêîå ñîñòîÿíèå ϕ, ÷òî ϕ(a∗a) =
‖a‖2. Ïóñòü π = πϕ è ξ = ξϕ ïîëó÷åíû äëÿ ϕ ïî ÃÍÑ-êîíñòðóêöèè. Òîãäà

‖π(a)ξ‖2 = (ξ, π(a∗a)ξ) = ϕ(a∗a) = ‖a‖2.

Òåîðåìà 2.18 (Ãåëüôàíäà-Íàéìàðêà). Ëþáàÿ C∗-àëãåáðà èçîìåòðè÷åñêè ∗-èçîìîð-
ôíà C∗-ïîäàëãåáðå B(H) äëÿ íåêîòîðîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H. Åñëè A ñå-
ïàðàáåëüíà, òî è H ìîæåò áûòü âûáðàíî ñåïàðàáåëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì π = ⊕ϕπϕ, ãäå ïðÿìàÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì
A. Òî÷íåå, ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèëüáåðòîâà ïðÿìàÿ ñóììà H := ⊕ϕHϕ (ïîïîëíåíèå ïî `2

íîðìå ïðîñòðàíñòâà ôèíèòíûõ îòîáðàæåíèé ϕ 7→ hϕ ∈ Hϕ, òî åñòü íàáîðîâ h = {hϕ},
hϕ ∈ Hϕ, ïðè÷åì ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî hϕ îòëè÷íî îò íóëÿ, à íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ‖h‖2 =

∑
ϕ ‖hϕ‖2) ñ äèàãîíàëüíûì äåéñòâèåì π(a)({hϕ}) = {πϕ(a)(hϕ)}. Òîãäà,

êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ, ‖π(a)‖ = supϕ ‖πϕ(a)‖ = ‖a‖.
Åñëè æå A ñåïàðàáåëüíà, òî äîñòàòî÷íî áðàòü ñóììó ïî ñ÷åòíîìó íàáîðó ϕn, ãäå
‖πϕn(an)‖ = ‖an‖, äëÿ ýëåìåíòîâ an, îáðàçóþùèõ ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â A. Òîãäà
π = ⊕n∈Nπϕn , à ñîîòâåòñòâóþùåå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñåïàðàáåëüíî, ïîñêîëüêó
êàæäîå Hϕn ñåïàðàáåëüíî (êàê ïîïîëíåíèå ôàêòîðà ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà).

Îïðåäåëåíèå 2.19. Ïîñòðîåííîå â òåîðåìå (â ïåðâîé åå ÷àñòè) ïðåäñòàâëåíèå íà-
çûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì A. Àëãåáðà ôîí Íåéìàíà π(A)′′, ãäå π �
óíèâåðñàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, ñîäåðæèò π(A) ∼= A â êà÷åñòâå ñëàáî ïëîòíîãî ïîä-
ìíîæåñòâà è íàçûâàåòñÿ îáåðòûâàþùåé àëãåáðîé ôîí Íåéìàíà äëÿ A.
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Îòìåòèì, ÷òî óíèâåðñàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé öèêëè÷å-
ñêèõ. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2.20. Ïóñòü π � òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå C∗-àëãåáðû A. Òîãäà ñóùåñòâó-
þò òàêèå öèêëè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ πλ, λ ∈ Λ, ÷òî ‖π(a)‖ = supλ∈Λ ‖πλ(a)‖ äëÿ
ëþáîãî a ∈ A.

2.5 Ðàçëîæåíèå Æîðäàíà

Ëåììà 2.21. Ïóñòü ϕ � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà A. Òîãäà ϕ = ψ1 + iψ2, ãäå ψ1 è
ψ2 � ñàìîñîïðÿæåííûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì, êàê äåëàëè è äëÿ ýëåìåíòîâ àëãåáðû,

ψ1(a) = (ϕ(a) + ϕ(a∗))/2 è ψ2(a) = (ϕ(a)− ϕ(a∗))/2i.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Asa ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ A. Òîãäà, î÷å-
âèäíî, ÷òî Asa ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 47. Èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ ìåæäó ñàìîñîïðÿæåííûìè ëèíåéíûìè
ôóíêöèîíàëàìè íà A è (âåùåñòâåííûìè) ëèíåéíûìè ôóíêöèîíàëàìè íà Asa.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ðàçëîæåíèèÆîðäàíà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Òåîðåìà 2.22 (î ïðîäîëæåíèè ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ). Ïóñòü B ⊂ A �
C∗-ïîäàëãåáðà, à ϕ : B → C � ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé
ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë ϕ′ : A→ C, ÷òî ϕ′|B = ϕ è ‖ϕ′‖ = ‖ϕ‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

(a) îáå àëãåáðû èìåþò îáùóþ åäèíèöó,

(b) A èìååò åäèíèöó, à B � íåò,

(c) îáå àëãåáðû íå èìåþò åäèíèöû,

(d) B èìååò åäèíèöó, à A � íåò.

(e) îáå àëãåáðû ñ 1, íî 1A 6= 1B.

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.14, (c) è (b) ñâîäÿòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì åäèíèöû ê (a) (äëÿ (b)
íóæíî çàìåòèòü, ÷òî B+ ∼= B ⊕C 1A). Â ñâîþ î÷åðåäü, (d), î÷åâèäíî, ñâîäèòñÿ ê (e).

Â ñëó÷àå (a) ïðîäîëæèì ïî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà ϕ äî íåêîòîðîãî ϕ′ : A→ C òîé
æå íîðìû. Òîãäà ïî ëåììå 2.10, ‖ϕ′‖ = ‖ϕ‖ = ϕ(1) = ϕ′(1) è ϕ′ � ïîëîæèòåëüíûé ïî
ëåììå 2.15.
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Â ñëó÷àå (e) ðàññìîòðèì C∗-ïîäàëãåáðó B1 := B ⊕ C 1A = B ⊕ C (1A − 1B) è
ïðîäîëæèì ϕ äî ϕ1 : B1 → C, ïîëîæèâ ϕ1(1A − 1B) = 0. Òîãäà ϕ1(a) = ϕ(1B · a), ãäå
a ∈ B1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a ∈ B, òî ϕ1(a) = ϕ(1B ·a) = ϕ(a), à åñëè a = 1A−1B, òî
ϕ1(a) = ϕ(1B(1A−1B)) = ϕ(0) = 0. Ïðè ýòîì åäèíèöà B1 � ýòî 1A. Êðîìå òîãî, ‖ϕ1‖ 6
‖ϕ‖ · ‖1B‖ = ‖ϕ‖, à ϕ1(1A) = ϕ(1B) = ‖ϕ‖. Çíà÷èò, ‖ϕ1‖ = ‖ϕ‖ = ϕ1(1A) = ϕ1(1B1)
è, ïî ëåììå 2.15, ϕ1 � ïîëîæèòåëüíûé. Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé (e) òîæå ñâåëñÿ ê
äîêàçàííîìó ñëó÷àþ (a).

Òåîðåìà Æîðäàíà î ðàçëîæåíèè ìåðû â ñóììó ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé
[6, ãë. VI, �5, òåîðåìà 1] íà ÿçûêå ôóíêöèîíàëîâ (â ñìûñëå òåîðåìû Ðèññà-Ìàðêîâà-
Êàêóòàíè [9, ãë. I, �6, òåîðåìà 4]) ìîæåò áûòü çàïèñàíà òàê: äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åí-
íîãî âåùåñòâåííîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà τ : C(Ω,R) → R èìåþòñÿ òàêèå ïîëî-
æèòåëüíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû τ+ è τ−, ÷òî τ = τ+− τ− è ‖τ‖ = ‖τ+‖+ ‖τ−‖, ãäå
Ω � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, à C(Ω,R) � âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà âñåõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà Ω.

Òåîðåìà 2.23 (Ðàçëîæåíèå Æîðäàíà). Ïóñòü ψ � ñàìîñîïðÿæåííûé ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë íà A. Òîãäà ψ = ϕ+ − ϕ−, ãäå ϕ+ è ϕ− � ïîëîæèòåëüíûå ëèíåéíûå
ôóíêöèîíàëû íà A, ïðè÷åì ‖ψ‖ = ‖ϕ+‖+ ‖ϕ−‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ íîðìû 6 1, òî åñòü K ⊂ (A∗)sa. Òîãäà K � ∗-ñëàáî çàìêíóòîå ïîä-
ìíîæåñòâî åäèíè÷íîãî øàðà è, òàêèì îáðàçîì, ∗-ñëàáî êîìïàêòíî. Îïðåäåëèì R-
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

θ : Asa → C(K,R), θ(a)(τ) = τ(a),

òàê ÷òî åñëè a ∈ A, a > 0, òî θ(a) > 0 íà K. Â ñèëó ëåììû 2.16 îòîáðàæåíèå θ
ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé íà îáðàç.

Èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ èçîìåòðèÿ τ 7→ τ ′ âåùåñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ (A∗)sa è (Asa)
∗
R

(âåùåñòâåííûå ôóíêöèîíàëû) (ñì. çàäà÷ó 47). Ïî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà íàéäåòñÿ òà-
êîé ôóíêöèîíàë ρ ∈ (C(K,R))∗R, ÷òî ρ ◦ θ = ψ′ è ‖ρ‖ = ‖ψ′‖ (ïðîäîëæåíèå ôóíêöèî-
íàëà ñ çàìêíóòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà θ(Asa)). Òîãäà ïî òåîðåìå Æîðäàíà äëÿ ìåð (êàê
îáúÿñíåíî âûøå ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé) íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèîíà-
ëû ρ+ è ρ−, ÷òî ρ = ρ+−ρ− è ‖ρ‖ = ‖ρ+‖+‖ρ−‖. Ïîëîæèì ϕ′+ := ρ+ ◦θ è ϕ′− := ρ− ◦θ.
Ýòî ôóíêöèîíàëû èç (Asa)

∗
R. Ïóñòü ϕ+ è ϕ− ñîîòâåòñòâóþò èì ïðè îòîæäåñòâëåíèè

ñ (A∗)sa. Î÷åâèäíî, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò âñåì òðåáîâàíèÿì, êðîìå, áûòü ìîæåò,
óñëîâèÿ íà íîðìó. Ïðîâåðèì åãî:

‖ψ‖ = ‖ψ′‖ = ‖ρ‖ = ‖ρ+‖+ ‖ρ−‖ > ‖ϕ′+‖+ ‖ϕ′−‖ = ‖ϕ+‖+ ‖ϕ−‖ > ‖ψ‖.


