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2.7 Êîíå÷íîìåðíûå C∗-àëãåáðû

Ðàññìîòðèì ∗-ñëàáóþ òîïîëîãèþ íà A, çàäàâàåìóþ ñèñòåìîé ïîëóíîðì a 7→ |ϕ(a)|
äëÿ âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ ϕ. Èç ëåììû 2.20 è òåîðåìû 2.22 ñëåäóåò, ÷òî òó
æå òîïîëîãèþ ìîæíî ïîëó÷èòü, îãðàíè÷èâàÿñü òîëüêî ïîëóíîðìàìè, ñâÿçàííûìè ñ
ñîñòîÿíèÿìè.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ËÒÏ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãîìîòåòèè 2.27.

Ëåììà 2.32. Êîíå÷íîìåðíàÿ C∗-àëãåáðà âñåãäà èìååò åäèíèöó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A êîíå÷íîìåðíà, òî òîïîëîãèÿ íîðìû ñîâïàäàåò ñ ∗-ñëàáîé
òîïîëîãèåé ïî òåîðåìå 2.31. Ïóñòü un � àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà àëãåáðû A. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ϕ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕ(un) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé è îãðàíè-
÷åííîé. Ïîýòîìó un ñõîäèòñÿ â ∗-ñëàáîé òîïîëîãèè, à çíà÷èò, è ïî íîðìå. Òàêèì
îáðàçîì, èìååòñÿ ïðåäåë limn un = a. Òîãäà ax = xa = x äëÿ ëþáîãî x ∈ A, òàê ÷òî
a = 1.

Ëåììà 2.33. Ïóñòü I ⊂ A � èäåàë â êîíå÷íîìåðíîé C∗-àëãåáðå A. Òîãäà I = Ap
äëÿ íåêîòîðîãî öåíòðàëüíîãî ïðîåêòîðà (=èäåìïîòåíòà èç öåíòðà) p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó I êîíå÷íîìåðåí, òî óíèòàëåí ïî ëåììå 2.32. Ïóñòü p ∈ I
� åäèíèöà I. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî x ∈ A âûïîëíÿåòñÿ xp ∈ I, òàê ÷òî p(xp) = xp.
Ïîýòîìó px∗p = x∗p äëÿ ëþáîãî x ∈ A, îòêóäà xp = pxp = px è p ïðèíàäëåæèò
öåíòðó A. Î÷åâèäíî, ÷òî p2 = p.

Ëåììà 2.34. Ïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ C∗-àëãåáðà A èçîìåòðè÷åñêè ∗-èçîìîðôíà
ìàòðè÷íîé àëãåáðå Mn äëÿ íåêîòîðîãî n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî aAb 6= 0 äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ a, b ∈
A. Äåéñòâèòåëüíî, AaA ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì èäåàëîì (òàê êàê A ñ åäèíèöåé è 0 6= a =
1 ·a ·1 ∈ A), òàê ÷òî â ñèëó ïðîñòîòû, AaA = A. Ïîýòîìó 1 =

∑
i xiayi è b =

∑
i xiayib.

Ïîýòîìó, åñëè ayb = 0 äëÿ ëþáîãî y ∈ A, òî b =
∑

i xi(ayib) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ.

Ïóñòü B � íåêîòîðàÿ ìàêñèìàëüíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà A. Òîãäà îíà ìî-
æåò áûòü îòîæäåñòâëåíà ñ C(X) = Cn = C · e1 ⊕ . . .⊕C · en äëÿ íåêîòîðîãî n, ãäå X
ñîñòîèò èç n òî÷åê, à ei ∈ B îáîçíà÷àåò ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè â òî÷êå i. Ïðè ýòîì ei ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè ñ ñîîòíîøåíèÿìè eiej = 0
äëÿ i 6= j è

∑n
i=1 ei = 1. Ïîñêîëüêó eiAei · ej = ej · eiAei = 0 à B ìàêñèìàëüíàÿ, òî

eiAei ⊂ B. Ïîýòîìó eiAei = C · ei (ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, 0 6= eiAei 3 ei, èëè ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì èç íà÷àëà äîêàçàòåëüñòâà).

Äëÿ ëþáûõ i, j íàéäåòñÿ òàêîé x = xij ∈ A, ÷òî x = eixej 6= 0, ‖x‖ = 1. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ èç íà÷àëà äîêàçàòåëüñòâà, eiAej 6= 0, òàê ÷òî èìå-
åòñÿ x = eiyej c ‖x‖ = 1. Ïðè ýòîì eixej = eieiyejej = eiyej = x. Òîãäà x∗x =
ejx
∗eieixej ∈ ejAej, à çíà÷èò, ïî äîêàçàííîìó, èìååò âèä αej, α ∈ C. Òàê êàê x∗x
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� ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò, ïî íîðìå ðàâíûé åäèíèöå, òî α = 1, òàê ÷òî x∗x = ej.
Àíàëîãè÷íî, xx∗ = ei. Îáîçíà÷èì òàêîé x = xij äëÿ j = 1 ÷åðåç ui, òàê ÷òî ui =
eixe1 = eiuie1. Òîãäà u

∗
iui = e1, uiu

∗
i = ei, i = 1, . . . , n. Ïîëîæèì uij := uiu

∗
j . Ïðè

ýòîì uie1u
∗
i = uiu

∗
iuiu

∗
i = eiei = ei, òàê ÷òî uijuji = uiu

∗
juju

∗
i = uie1u

∗
i = ei. Òàêæå

ejuji = uju
∗
juju

∗
i = uje1u

∗
i = uju

∗
iuiu

∗
i = ujiei, è eiuij = uiu

∗
iuiu

∗
j = uie1u

∗
j = uiu

∗
juju

∗
j .

Åñëè x ∈ eiAej, òî åñòü x = eiaej, òî xuji = eiaejuji = eiaujiei ∈ eiAei, òàê ÷òî
xuji = λei äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ C. Òîãäà x = xej = xujiuij = λeiuij = λuij, òàê
÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ A ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî λij(x) ∈ C, ÷òî eixej = λij(x)uij.
Òàêèì îáðàçîì, x =

∑
i,j eixej =

∑
ij λij(x)uij. Ñîîòâåòñòâèå x 7→ (λij(x)) îïðåäåëÿåò

èçîìîðôèçì κ : A→Mn (çàäà÷à 47).

Çàäà÷à 47. Ïðîâåðèòü áèåêòèâíîñòü è íåîáõîäèìûå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà κ.

Òåîðåìà 2.35. Åñëè A êîíå÷íîìåðíà, òî A = ⊕kApk, ãäå pk � öåíòðàëüíûå ïðîåê-
òîðû, à êàæäàÿ Apk � ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà Mn(k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîé àëãåáðû ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ëåììû 2.34. Åñëè A íå
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, òî I = Ap ïî ëåììå 2.33, ãäå p � öåíòðàëüíûé ïðîåêòîð. Òîãäà
A = I ⊕ J , ãäå J := A(1 − p). Òîãäà J � òîæå èäåàë, ïîñêîëüêó (1 − p) � òîæå
öåíòðàëüíûé ïðîåêòîð, òàê ÷òî A(1 − p)A = AA(1 − p) ⊆ A(1 − p). Ïðè ýòîì öåíòð
A, áóäó÷è êîíå÷íîìåðíîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé, èçîìîðôåí Cm (ôóíêöèÿì íà
êîíå÷íîì ìíîæåñòâå), à ïðîåêòîðàì ñîîòâåòñòâóþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè.
Äàëåå ðàññóæäàåì ïî èíäóêöèè, óìåíüøàÿ ðàçìåðíîñòü, ïîêà íå ïðèäåì ê ñóììå
ïðîñòûõ àëãåáð.

2.8 Íåâûðîæäåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.36. Ïóñòü π � ïðåäñòàâëåíèå C∗-àëãåáðû A â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π(A)H (âîçìîæíî íåçàìêíóòîå) ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âèäà

∑
i π(ai)ξi, ãäå a1, . . . , an ∈ A, ξ1, . . . , ξn ∈

H. Ïðåäñòàâëåíèå π íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè π(A)H ïëîòíî â H.

Çàäà÷à 48. Åñëè ó A åñòü åäèíèöà, òî π ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà π(1) = 1.

Ëåììà 2.37. Ïóñòü I ⊂ A � èäåàë, à π � íåâûðîæäåííîå ïðåäñòàâëåíèå I â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïðîäîëæåíèå π
äî ïðåäñòàâëåíèÿ π̃ âñåé àëãåáðû A â H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì π̃ ñíà÷àëà íà âåêòîðàõ èç ïëîòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
π(I)H ⊂ H ôîðìóëîé

π̃(a)

(∑
i

π(ji)ξi

)
:=
∑
i

π(aji)ξi. (2.4)
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Îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ïîñêîëüêó, åñëè
∑

i π(ji)ξi =
∑

i π(j′i)ξ
′
i, òî

π̃(a)

(∑
i

π(ji)ξi

)
= lim

λ∈Λ
π̃(a)

(∑
i

π(uλji)ξi

)
= lim

λ∈Λ
π(auλ)

(∑
i

π(ji)ξi

)

è, àíàëîãè÷íî, π̃(a)(
∑

i π(j′i)ξ
′
i) = limλ∈Λ π(auλ)(

∑
i π(j′i)ξ

′
i), ãäå uλ ∈ I � àïïðîê-

ñèìàòèâíàÿ åäèíèöà I. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäíèõ ïðåäåëîâ â öåïî÷êå
ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäïîñëåäíèõ � òî åñòü, òåì ñàìûì, äëÿ êàæäîãî èç äâóõ
ñëó÷àåâ îáîñíîâûâàåòñÿ îòäåëüíî. Ïîñêîëüêó∥∥∥∥∥π̃(a)

(∑
i

π(ji)ξi

)∥∥∥∥∥ = lim
λ∈Λ

∥∥∥∥∥π(auλ)

(∑
i

π(ji)ξi

)∥∥∥∥∥ 6 sup
λ∈Λ
‖π(auλ)‖ ·

∥∥∥∥∥∑
i

π(ji)ξi

∥∥∥∥∥ 6

6 ‖a‖ · sup
λ∈Λ
‖uλ‖ ·

∥∥∥∥∥∑
i

π(ji)ξi

∥∥∥∥∥ = ‖a‖ ·

∥∥∥∥∥∑
i

π(ji)ξi

∥∥∥∥∥ ,
òî π̃ îãðàíè÷åíî, à çíà÷èò, π̃(a) ïðîäîëæàåòñÿ äî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà â H.

Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, π̃(ab) = π̃(a)π̃(b) è π̃(a∗) = π̃(a)∗ äëÿ ëþáûõ
a, b ∈ A, òàê ÷òî π̃ ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì A. Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
ëþáîå ïðîäîëæåíèå π äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü (2.4).

Ëåììà 2.38. Â óñëîâèÿõ ëåììû 2.37 ïðåäñòàâëåíèå π íåïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà π̃ íåïðèâîäèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π ïðèâîäèòñÿ ñîáñòâåííûì èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñò-
âîì L ⊂ H. Òîãäà, â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè, H = π(I)(L+ L⊥) ⊆ π(I)L + π(I)L⊥.
Ïîñêîëüêó L⊥ òîæå èíâàðèàíòíî, òî π(I)L⊥ ⊂ L⊥, òàê ÷òî π(I)L = L. Then π̃(A)L =
π̃(A)π(I)L = π(I)L = L è L ïðèâîäèò π̃. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó óòâåðæäåíèå òðèâèàëü-
íî.

Ëåììà 2.39. Ïóñòü π � ïðåäñòàâëåíèå A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, à I ⊂
A � èäåàë. Òîãäà îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð p íà π(I)H ëåæèò â öåíòðå π(A)′′. Åñëè
π íåïðèâîäèìî è π(I) 6= 0, òî π|I òàêæå íåïðèâîäèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó π(A)π(I)H = π(I)H, òî π(I)H èíâàðèàíòíîå ïðîñòðàí-
ñòâî äëÿ π(A), à çíà÷èò, p ∈ π(A)′ (ñì. êîíåö äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.3). Åñëè
x ∈ π(I)′, òî xπ(j)ξ = π(j)xξ ∈ π(I)H äëÿ ëþáûõ j ∈ I, ξ ∈ H, òàê ÷òî pH �
èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî π(I)′ è, çíà÷èò, p ∈ π(I)′′. Ïîýòîìó

p ∈ π(I)′′ ∩ π(A)′ ⊂ π(A)′′ ∩ π(A)′,

÷òî ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì π(A)′′.
Åñëè π íåïðèâîäèìî, òî p � ñêàëÿðíûé îïåðàòîð (òî åñòü 0 èëè 1) (ñì. ëåììó

2.3), à ïîñêîëüêó π(I) 6= 0, òî p = 1. Çíà÷èò, π|I ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì. Çíà÷èò,
ïî ëåììå 2.38 îíî íåïðèâîäèìî.



Ãëàâà 3

Ñïåöèàëüíûå êëàññû C∗-àëãåáð

3.1 C∗-àëãåáðà êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ

Ìû ðàññìîòðèì â ýòîì ïàðàãðàôå C∗-ïîäàëãåáðû C∗-àëãåáðû K(H) êîìïàêòíûõ îïå-
ðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî C∗-ïîäàëãåáðà àë-
ãåáðû B(H) íåïðèâîäèìà, åñëè åå òîæäåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå íåïðèâîäèìî.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïðîåêòîð p íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî
ïðîåêòîðà q 6= 0, q 6= p, ÷òî qp = q. Äðóãèìè ñëîâàìè, p íå äîìèíèðóåò íèêàêîãî
íåòðèâèàëüíîãî ïðîåêòîðà.

Ëåììà 3.2. Ëþáàÿ íåíóëåâàÿ C∗-àëãåáðà A, ñîñòîÿùàÿ èç êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ,
ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé ïðîåêòîð e è eAe = C · e. Åñëè A íåïðèâîäèìà, òî e �
ïðîåêòîð ðàíãà 1 (êàê ïðîåêòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó A íåíóëåâàÿ, òî îíà ñîäåðæèò íåíóëåâîé ïîëîæèòåëü-
íûé îïåðàòîð (ñì. (1.7)), êîòîðûé (êàê èçâåñòíî èç îñíîâíîãî êóðñà ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà (ñì. [9, òåîðåìà 1, ñòð. 360]) , èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð (êðîìå 0) ñ ñîáñòâåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè êîíå÷íûõ êðàòíîñòåé. Ðàññìîòðèì ïðîåêòîð íà íåíóëåâóþ òî÷êó
ñïåêòðà. Ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ýòîé èçîëèðîâàííîé òî÷êè ÿâëÿåò-
ñÿ íåïðåðûâíîé íà ñïåêòðå, òî ýòîò ïðîåêòîð ïðèíàäëåæèò A. Òîãäà ñðåäè äîìèíè-
ðóåìûõ èì íåíóëåâûõ ïðîåêòîðîâ èìååòñÿ íåêîòîðûé ïðîåêòîð e ∈ A ìèíèìàëüíîãî
ðàíãà ñðåäè äîìèíèðóåìûõ (ïîñêîëüêó ó íèõ êîíå÷íûå ðàíãè). Òîãäà e � ìèíèìàëü-
íûé (åäèíñòâåííîñòü ìèíèìàëüíîãî è äàæå ðàâåíñòâî ðàíãîâ ó ðàçíûõ ìèíèìàëüíûõ
íå óòâåðæäàåòñÿ). Åñëè eAe ñîñòîèò íå òîëüêî èç C·e, òî òåì æå ñïîñîáîì ìû ñìîæåì
ïîñòðîèòü ïðîåêòîð, äîìèíèðóåìûé e è ïðèéòè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî A íåïðèâîäèìà, íî ðàíã e áîëüøå 1. Âûáåðåì ïàðó
íåíóëåâûõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ ξ, η â îáðàçå e. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî a ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ÷èñëî λ ∈ C, ÷òî eae = λe, òî (ξ, aη) = (eξ, aeη) = (ξ, eaeη) = λ(ξ, η), òî
åñòü aη ⊥ ξ äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Ðàññìàòðèâàÿ âñå ξ èç îáðàçà e, ïåðïåíäèêóëÿðíûå η,
âèäèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî Aη ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 3.3. Åäèíñòâåííîé íåïðèâîäèìîé C∗-ïîäàëãåáðîé K(H) ÿâëÿåòñÿ îíà ñàìà.
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50 Ãëàâà 3. Ñïåöèàëüíûå êëàññû C∗-àëãåáð

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � íåïðèâîäèìàÿ C∗-ïîäàëãåáðà K(H), à e ∈ A � ìèíè-
ìàëüíûé ïðîåêòîð ðàíãà 1. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð ξ ∈ H åäèíè÷íîé äëèíû,
÷òî eη = ξ(ξ, η) äëÿ ëþáîãî η (áåðåì ξ èç îáðàçà e). Â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè, äëÿ
ëþáûõ η, ζ ∈ H íàéäóòñÿ òàêèå ýëåìåíòû a, b ∈ A, ÷òî aξ = η, bξ = ζ (ñì. ëåììó 2.5).
Ïðè ýòîì A 3 aeb∗ è aeb∗(κ) = aξ(ξ, b∗κ) = η(ζ, κ), κ ∈ H. Òàêèì îáðàçîì, A ñîäåð-
æèò âñå îïåðàòîðû ðàíãà 1. Òàêèå îïåðàòîðû ïîðîæäàþò K(H) (ëþáîé êîìïàêòíûé
ïðèáëèæàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè), òàê ÷òî A = K(H).

Ñëåäñòâèå 3.4. Àëãåáðà K(H) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó K(H) íåïðèâîäèìà, òî ëþáîé åå íåíóëåâîé èäåàë òîæå
íåïðèâîäèì (ïî ëåììå 2.39), òàê ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ K(H) (ïî ëåììå 3.3).

Ñëåäñòâèå 3.5. Ïóñòü A � íåïðèâîäèìàÿ C∗-ïîäàëãåáðà B(H), ñîäåðæàùàÿ íåíó-
ëåâîé êîìïàêòíûé îïåðàòîð. Òîãäà K(H) ⊆ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó A ∩ K(H) � íåíóëåâîé èäåàë A, òî îí íåïðèâîäèì ïî
ëåììå 2.39. Ïî ëåììå 3.3 ýòà ïîäàëãåáðà K(H) äîëæíà ñîâïàäàòü ñî âñåé K(H).




