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Ëåêöèÿ 9

Òåîðåìà 2.22 (Ðàçëîæåíèå Æîðäàíà). Ïóñòü ψ � ñàìîñîïðÿæåííûé ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë íà A. Òîãäà ψ = ϕ+ − ϕ−, ãäå ϕ+ è ϕ− � ïîëîæèòåëüíûå ëèíåéíûå
ôóíêöèîíàëû íà A, ïðè÷åì ‖ψ‖ = ‖ϕ+‖+ ‖ϕ−‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ íîðìû 6 1, òî åñòü K ⊂ (A∗)sa. Òîãäà K � ∗-ñëàáî çàìêíóòîå ïîä-
ìíîæåñòâî åäèíè÷íîãî øàðà è, òàêèì îáðàçîì, ∗-ñëàáî êîìïàêòíî. Îïðåäåëèì R-
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

θ : Asa → C(K,R), θ(a)(τ) = τ(a),

òàê ÷òî åñëè a ∈ A, a > 0, òî θ(a) > 0 íà K. Â ñèëó ëåììû 2.16 îòîáðàæåíèå θ
ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé íà îáðàç.

Èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ èçîìåòðèÿ τ 7→ τ ′ âåùåñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ (A∗)sa è (Asa)
∗
R

(âåùåñòâåííûå ôóíêöèîíàëû) (ñì. çàäà÷ó 46). Ïî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà íàéäåòñÿ òà-
êîé ôóíêöèîíàë ρ ∈ (C(K,R))∗R, ÷òî ρ ◦ θ = ψ′ è ‖ρ‖ = ‖ψ′‖ (ïðîäîëæåíèå ôóíêöèî-
íàëà ñ çàìêíóòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà θ(Asa)). Òîãäà ïî òåîðåìå Æîðäàíà äëÿ ìåð (êàê
îáúÿñíåíî âûøå ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé) íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèîíà-
ëû ρ+ è ρ−, ÷òî ρ = ρ+−ρ− è ‖ρ‖ = ‖ρ+‖+‖ρ−‖. Ïîëîæèì ϕ′+ := ρ+ ◦θ è ϕ′− := ρ− ◦θ.
Ýòî ôóíêöèîíàëû èç (Asa)

∗
R. Ïóñòü ϕ+ è ϕ− ñîîòâåòñòâóþò èì ïðè îòîæäåñòâëåíèè

ñ (A∗)sa. Î÷åâèäíî, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò âñåì òðåáîâàíèÿì, êðîìå, áûòü ìîæåò,
óñëîâèÿ íà íîðìó. Ïðîâåðèì åãî:

‖ψ‖ = ‖ψ′‖ = ‖ρ‖ = ‖ρ+‖+ ‖ρ−‖ > ‖ϕ′+‖+ ‖ϕ′−‖ = ‖ϕ+‖+ ‖ϕ−‖ > ‖ψ‖.

2.6 Ëèíåéíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 2.23. Ïîäìíîæåñòâî M ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ óðàâíî-
âåøåííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî v ∈M âåêòîð λv ïðèíàäëåæèò M ïðè ëþáîì |λ| 6 1. Â
÷àñòíîñòè, M � çâåçäíîå ìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíî íóëÿ ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2.24. Ïîäìíîæåñòâî M ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ïîãëî-
ùàþùèì, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ïðîñòðàíñòâà íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî α > 0, ÷òî
v ∈ βM ïðè |β| > α.

Îïðåäåëåíèå 2.25. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ñíàáæåííîå òîïîëîãèåé, íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì (ËÒÏ), åñëè îïåðàöèè ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íåïðåðûâíû.

Â îñíîâíîì êóðñå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå íåñëîæ-
íûå óòâåðæäåíèÿ (ñì. [4, ãë. III, �5]):
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Ïðåäëîæåíèå 2.26. 1). Áàçà ËÒÏ ñîñòîèò èç ñäâèãîâ îêðåñòíîñòåé íóëÿ.
2). Ëþáîé âåêòîð ËÒÏ è íå ñîäåðæàùåå åãî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èìåþò íåïå-

ðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.27. ËÒÏ L óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ãîìîòåòèè, åñëè äëÿ ëþáîé
îêðåñòíîñòü íóëÿ W åå ãîìîòåòèÿ λW � òîæå îêðåñòíîñòü íóëÿ äëÿ ëþáîãî λ 6= 0 èç
îñíîâíîãî ïîëÿ.

Çàìå÷àíèå 2.28. Î÷åâèäíî, ÷òî òîïîëîãèÿ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ ãîìîòåòèè.

Ïðåäëîæåíèå 2.29. Äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ U ËÒÏ L ñ óñëîâèåì ãîìîòå-
òèè ñóùåñòâóåò óðàâíîâåøåííàÿ îêðåñòíîñòü, â íåé ñîäåðæàùàÿñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå C × L → L (óìíîæåíèå),
îòîáðàæàþùåå (0, 0L) 7→ 0L. Òîãäà, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè, íàéäóòñÿ òàêèå δ > 0 è
îêðåñòíîñòü íóëÿ W , ÷òî λW ⊆ U ïðè |λ| 6 δ (äîáèòüñÿ íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà
ìîæíî, óìåíüøèâ δ èç ñòàíäàðòíîãî îïðåäåëåíèÿ). Ïîëîæèì W ′ := ∪0<|λ|61λW . Â
ñèëó 2.27, ýòî W ′ � èñêîìîå.

Çàìå÷àíèå 2.30. Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî áàçó îêðåñòíîñòåé íóëÿ ËÒÏ
L ìîæíî âûáðàòü èç ïîãëîùàþùèõ óðàâíîâåøåííûõ ìíîæåñòâ, à òàêæå, ÷òî óñëîâèå
ãîìîòåòèè ôàêòè÷åñêè íå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì, íî íàì ýòî íå ïîíàäîáèòñÿ (ñì. [5, ãë.
II, �4]).

Íàì áóäåò íóæåí ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.31. Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, dimL = n. Òîãäà ëþ-
áàÿ õàóñäîðôîâà òîïîëîãèÿ τ , ïðåâðàùàþùàÿ L â ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî Lτ c óñëîâèåì ãîìîòåòèè, ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé åâêëèäîâîé íîðìû
‖v‖2 =

∑n
i=1 |vi|2, ãäå e1, . . . , en � íåêîòîðûé áàçèñ L, à v = v1e1 + · · · vnen.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâî L ñ åâêëèäîâîé (èëè óíèòàðíîé) òîïîëîãèåé áóäåì
îáîçíà÷àòü Lu, à îêðåñòíîñòè íóëÿ äâóõ òîïîëîãèé � τ è åâêëèäîâîé � îáîçíà÷èì
÷åðåç T è U , ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ T . Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü T0, ÷òî T0 + · · ·+
T0 ⊂ T (n ñëàãàåìûõ) â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ. Äëÿ êàæäîãî k
íàéäåòñÿ òàêîå εk > 0, ÷òî vkek ∈ T0 ïðè |vk| < εk (k = 1, . . . , n). Ïóñòü ε := mink εk, à
U := {v ∈ L | ‖v‖ < ε}. Òîãäà vkek ∈ T0 äëÿ ëþáîãî v ∈ U è ëþáîãî k = 1, . . . , n. Çíà-
÷èò, U ⊂ T . Èç äîêàçàííîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
ι : Lu → Lτ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Îáðàòíî, ïóñòü U � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U = B(0, ε)
� îòêðûòûé øàð ðàäèóñà ε ñ ãðàíèöåé (ñôåðîé) S, ÿâëÿþùåéñÿ êîìïàêòíûì ìíîæå-
ñòâîì. Òîãäà S = ι(S) êîìïàêòíî â Lτ . Çíà÷èò, îíî çàìêíóòî, ïîñêîëüêó òîïîëîãèÿ
õàóñäîðôîâà. Òîãäà íàéäåòñÿ çâåçäíàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ T (íàïðèìåð, óðàâíîâåøåí-
íàÿ), íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ S â ñèëó ïðåäëîæåíèé 2.26 è 2.29. Ïðè ýòîì T ⊆ U ,
ïîñêîëüêó èíà÷å ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð v ∈ T , ÷òî ‖v‖ > ε, è åñëè ïîëîæèòü
α := ε/‖v‖, w := αv, òî α 6 1, òàê ÷òî w ∈ T â ñèëó çâåçäíîñòè. Íî ‖w‖ = ε, òàê ÷òî
w ∈ T ∩ S = ∅. Ïðîòèâîðå÷èå.



2.7. Êîíå÷íîìåðíûå C∗-àëãåáðû 45

2.7 Êîíå÷íîìåðíûå C∗-àëãåáðû

Ðàññìîòðèì ∗-ñëàáóþ òîïîëîãèþ íà A, çàäàâàåìóþ ñèñòåìîé ïîëóíîðì a 7→ |ϕ(a)|
äëÿ âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ ϕ. Èç ëåììû 2.20 è òåîðåìû 2.22 ñëåäóåò, ÷òî òó
æå òîïîëîãèþ ìîæíî ïîëó÷èòü, îãðàíè÷èâàÿñü òîëüêî ïîëóíîðìàìè, ñâÿçàííûìè ñ
ñîñòîÿíèÿìè.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ËÒÏ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãîìîòåòèè 2.27.

Ëåììà 2.32. Êîíå÷íîìåðíàÿ C∗-àëãåáðà âñåãäà èìååò åäèíèöó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A êîíå÷íîìåðíà, òî òîïîëîãèÿ íîðìû ñîâïàäàåò ñ ∗-ñëàáîé
òîïîëîãèåé ïî òåîðåìå 2.31. Ïóñòü un � àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà àëãåáðû A. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ϕ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕ(un) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé è îãðàíè-
÷åííîé. Ïîýòîìó un ñõîäèòñÿ â ∗-ñëàáîé òîïîëîãèè, à çíà÷èò, è ïî íîðìå. Òàêèì
îáðàçîì, èìååòñÿ ïðåäåë limn un = a. Òîãäà ax = xa = x äëÿ ëþáîãî x ∈ A, òàê ÷òî
a = 1.

Ëåììà 2.33. Ïóñòü I ⊂ A � èäåàë â êîíå÷íîìåðíîé C∗-àëãåáðå A. Òîãäà I = Ap
äëÿ íåêîòîðîãî öåíòðàëüíîãî ïðîåêòîðà (=èäåìïîòåíòà èç öåíòðà) p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó I êîíå÷íîìåðåí, òî óíèòàëåí ïî ëåììå 2.32. Ïóñòü p ∈ I
� åäèíèöà I. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî x ∈ A âûïîëíÿåòñÿ xp ∈ I, òàê ÷òî p(xp) = xp.
Ïîýòîìó px∗p = x∗p äëÿ ëþáîãî x ∈ A, îòêóäà xp = pxp = px è p ïðèíàäëåæèò
öåíòðó A. Î÷åâèäíî, ÷òî p2 = p.

Ëåììà 2.34. Ïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ C∗-àëãåáðà A èçîìåòðè÷åñêè ∗-èçîìîðôíà
ìàòðè÷íîé àëãåáðå Mn äëÿ íåêîòîðîãî n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî aAb 6= 0 äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ a, b ∈
A. Äåéñòâèòåëüíî, AaA ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì èäåàëîì (òàê êàê A ñ åäèíèöåé è 0 6= a =
1 ·a ·1 ∈ A), òàê ÷òî â ñèëó ïðîñòîòû, AaA = A. Ïîýòîìó 1 =

∑
i xiayi è b =

∑
i xiayib.

Ïîýòîìó, åñëè ayb = 0 äëÿ ëþáîãî y ∈ A, òî b =
∑

i xi(ayib) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ.

Ïóñòü B � íåêîòîðàÿ ìàêñèìàëüíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà A. Òîãäà îíà ìî-
æåò áûòü îòîæäåñòâëåíà ñ C(X) = Cn = C · e1 ⊕ . . .⊕C · en äëÿ íåêîòîðîãî n, ãäå X
ñîñòîèò èç n òî÷åê, à ei ∈ B îáîçíà÷àåò ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè â òî÷êå i. Ïðè ýòîì ei ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè ñ ñîîòíîøåíèÿìè eiej = 0
äëÿ i 6= j è

∑n
i=1 ei = 1. Ïîñêîëüêó eiAei · ej = ej · eiAei = 0 à B ìàêñèìàëüíàÿ, òî

eiAei ⊂ B. Ïîýòîìó eiAei = C · ei (ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, 0 6= eiAei 3 ei, èëè ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì èç íà÷àëà äîêàçàòåëüñòâà).

Äëÿ ëþáûõ i, j íàéäåòñÿ òàêîé x = xij ∈ A, ÷òî x = eixej 6= 0, ‖x‖ = 1. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ èç íà÷àëà äîêàçàòåëüñòâà, eiAej 6= 0, òàê ÷òî èìå-
åòñÿ x = eiyej c ‖x‖ = 1. Ïðè ýòîì eixej = eieiyejej = eiyej = x. Òîãäà x∗x =
ejx
∗eieixej ∈ ejAej, à çíà÷èò, ïî äîêàçàííîìó, èìååò âèä αej, α ∈ C. Òàê êàê x∗x

� ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò, ïî íîðìå ðàâíûé åäèíèöå, òî α = 1, òàê ÷òî x∗x = ej.
Àíàëîãè÷íî, xx∗ = ei. Îáîçíà÷èì òàêîé x = xij äëÿ j = 1 ÷åðåç ui, òàê ÷òî ui =
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eixe1 = eiuie1. Òîãäà u
∗
iui = e1, uiu

∗
i = ei, i = 1, . . . , n. Ïîëîæèì uij := uiu

∗
j . Ïðè

ýòîì uie1u
∗
i = uiu

∗
iuiu

∗
i = eiei = ei, òàê ÷òî uijuji = uiu

∗
juju

∗
i = uie1u

∗
i = ei. Òàêæå

ejuji = uju
∗
juju

∗
i = uje1u

∗
i = uju

∗
iuiu

∗
i = ujiei, è eiuij = uiu

∗
iuiu

∗
j = uie1u

∗
j = uiu

∗
juju

∗
j .

Åñëè x ∈ eiAej, òî åñòü x = eiaej, òî xuji = eiaejuji = eiaujiei ∈ eiAei, òàê ÷òî
xuji = λei äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ C. Òîãäà x = xej = xujiuij = λeiuij = λuij, òàê
÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ A ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî λij(x) ∈ C, ÷òî eixej = λij(x)uij.
Òàêèì îáðàçîì, x =

∑
i,j eixej =

∑
ij λij(x)uij. Ñîîòâåòñòâèå x 7→ (λij(x)) îïðåäåëÿåò

èçîìîðôèçì κ : A→Mn (çàäà÷à 47).

Çàäà÷à 47. Ïðîâåðèòü áèåêòèâíîñòü è íåîáõîäèìûå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà κ.

Òåîðåìà 2.35. Åñëè A êîíå÷íîìåðíà, òî A = ⊕kApk, ãäå pk � öåíòðàëüíûå ïðîåê-
òîðû, à êàæäàÿ Apk � ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà Mn(k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîé àëãåáðû ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ëåììû 2.34. Åñëè A íå
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, òî I = Ap ïî ëåììå 2.33, ãäå p � öåíòðàëüíûé ïðîåêòîð. Òîãäà
A = I ⊕ J , ãäå J := A(1 − p). Òîãäà J � òîæå èäåàë, ïîñêîëüêó (1 − p) � òîæå
öåíòðàëüíûé ïðîåêòîð, òàê ÷òî A(1 − p)A = AA(1 − p) ⊆ A(1 − p). Ïðè ýòîì öåíòð
A, áóäó÷è êîíå÷íîìåðíîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé, èçîìîðôåí Cm (ôóíêöèÿì íà
êîíå÷íîì ìíîæåñòâå), à ïðîåêòîðàì ñîîòâåòñòâóþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè.
Äàëåå ðàññóæäàåì ïî èíäóêöèè, óìåíüøàÿ ðàçìåðíîñòü, ïîêà íå ïðèäåì ê ñóììå
ïðîñòûõ àëãåáð.


