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Ãëàâà 1

C∗-àëãåáðû

Ëåêöèÿ 1 (14.09.2026)

1.1 Îïðåäåëåíèå è ïåðâûå ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå 1.1. Àëãåáðîé A (íàä ïîëåì K) íàçûâàåòñÿ êîëüöî, ÿâëÿþùååñÿ ëè-
íåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä K, ïðè÷åì ñëîæåíèå â îïðåäåëåíèè êîëüöà è â îïðåäå-
ëåíèè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà îäíî è òî æå, à óìíîæåíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
λ(ab) = (λa)b äëÿ âñÿêèõ λ ∈ K, a, b ∈ A.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü àëãåáðû òîëüêî íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Àëãåáðà A íàä C íàçûâàåòñÿ áàíàõîâîé àëãåáðîé, åñëè ïîäëåæà-
ùåå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì è ‖ab‖ 6 ‖a‖‖b‖ äëÿ
ëþáûõ a, b ∈ A.

Çàäà÷à 1 (ëåãêàÿ). Ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óìíîæåíèå íåïðåðûâíî (êàê îòîá-
ðàæåíèå A× A→ A).

Îïðåäåëåíèå 1.3. Îòîáðàæåíèå ∗ : A→ A, a 7→ a∗ íàçûâàåòñÿ èíâîëþöèåé, åñëè

1. (a∗)∗ = a;

2. (a+ b)∗ = a∗ + b∗;

3. (λa)∗ = λ̄a∗;

4. (ab)∗ = b∗a∗;

5. ‖a∗‖ = ‖a‖

äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A, λ ∈ C. Áàíàõîâà àëãåáðà ñ èíâîëþöèåé íàçûâàåòñÿ èíâîëþòèâ-
íîé áàíàõîâîé àëãåáðîé.
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Îïðåäåëåíèå 1.4. Èíâîëþòèâíàÿ áàíàõîâà àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ C∗-àëãåáðîé, åñëè
èíâîëþöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó ‖a∗a‖ = ‖a‖2 äëÿ âñåõ a ∈ A (ýòî ðàâåíñòâî
íàçûâàåòñÿ C∗-ñâîéñòâîì).

Çàäà÷à 2. Ïðèâåñòè ïðèìåð èíâîëþòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû, íå ÿâëÿþùåéñÿ C∗-
àëãåáðîé.

Çàäà÷à 3 (ëåãêàÿ). Ïîêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâî (5) îïðåäåëåíèÿ 1.3 ñëåäóåò èç ñâîéñòâ
(1 � 4) è C∗-ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ýëåìåíò 1 ∈ A íàçûâàåòñÿ (ëåâûì) åäèíè÷íûì, åñëè 1a = a äëÿ
ëþáîãî a ∈ A. C∗-àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ óíèòàëüíîé èëè àëãåáðîé ñ åäèíèöåé, åñëè
ó íåå èìååòñÿ (ëåâûé) åäèíè÷íûé ýëåìåíò.

Çàäà÷à 4. Ïîêàçàòü, ÷òî ëåâûé åäèíè÷íûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ è ïðàâûì, ÷òî 1∗ = 1,
÷òî åäèíè÷íûé ýëåìåíò åäèíñòâåí è ÷òî ‖1‖ = 1. Îí íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé àëãåáðû.

Çàäà÷à 5. Ïðîâåðüòå, ÷òî àëãåáðà C(X), îáðàçîâàííàÿ âñåìè íåïðåðûâíûìè êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè íà êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå X è àëãåáðà C0(X) âñåõ
íåïðåðûâíûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå
X, ñòðåìÿùèõñÿ ê 0 íà áåñêîíå÷íîñòè (òî åñòü òàêèõ f : X → C, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò K ⊆ X, ÷òî sup{|f(x)| | x ∈ K} < ε) ÿâëÿþò-
ñÿ êîììóòàòèâíûìè C∗-àëãåáðàìè, åñëè â êà÷åñòâå íîðìû áåðåòñÿ ñóïðåìóì-íîðìà:
‖f‖ = supx∈X |f(x)|, à â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ � ïîòî÷å÷íîå óìíîæåíèå. Ïðè ýòîì
àëãåáðà C(X) èìååò åäèíèöó.

Çàäà÷à 6. Ïðîâåðüòå, ÷òî àëãåáðà B(H) âñåõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâó-
þùèõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, ÿâëÿåòñÿ C∗-àëãåáðîé ñ åäèíèöåé. Çäåñü â
êà÷åñòâå íîðìû áåðåòñÿ îïåðàòîðíàÿ íîðìà ‖a‖ = suph∈H, ‖h‖61 ‖a(h)‖, à óìíîæåíèå
� êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ.

Ýòè ïðèìåðû C∗-àëãåáð ÿâëÿþòñÿ âàæíåéøèìè, êàê ìû óâèäèì äàëüøå.

1.2 Óíèòàëèçàöèÿ, èëè ïðèñîåäèíåíèå åäèíèöû

Åñëè ó èíâîëþòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû A íåò åäèíèöû, òî åå ìîæíî âëîæèòü â
èíâîëþòèâíóþ áàíàõîâó àëãåáðó A ñ åäèíèöåé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì A+ =
A⊕C êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî (ïðÿìàÿ ñóììà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ). Îïðåäåëèì
ñòðóêòóðó èíâîëþòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû íà A+ ôîðìóëàìè

(a, λ)(b, µ) = (ab+ λb+ µa, λµ), (1.1)

(a, λ)∗ = (a∗, λ̄),

‖(a, λ)‖ = ‖a‖+ |λ|

äëÿ ëþáûõ (a, λ), (b, µ) ∈ A⊕ C.
Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî èñõîäíàÿ àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ C∗-àëãåáðîé.
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Çàäà÷à 7. Ïîêàçàòü, ÷òî ýòà íîðìà ïðåâðàùàåò A+ â èíâîëþòèâíóþ áàíàõîâó àë-
ãåáðó, íî íå â C∗-àëãåáðó. (Äëÿ ïðîâåðêè ïîëíîòû âîñïîëüçóéòåñü ïîëíîòîé ïîäïðî-
ñòðàíñòâà A ⊂ A+ êîíå÷íîé (åäèíè÷íîé) êîðàçìåðíîñòè, ÷òî ñëåäóåò èç çàäà÷è 257
â [5].)

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïîäìíîæåñòâî B ⊆ A íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé (áàíàõîâîé) àë-
ãåáðû A, åñëè B ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé (è íîðìû) A.

Ïîäìíîæåñòâî B ⊆ A íàçûâàåòñÿ (C∗-)ïîäàëãåáðîé C∗-àëãåáðû A, åñëè B ÿâ-
ëÿåòñÿ C∗-àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé è íîðìû A. Â ÷àñòíîñòè, B çàìêíóòà â
A.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïîäàëãåáðà I ⊆ A íàçûâàåòñÿ (äâóñòîðîííèì) èäåàëîì, åñëè
aI ⊆ I è Ia ⊆ I äëÿ ëþáîãî a ∈ A.

Çàäà÷à 8. Äîêàçàòü, ÷òî A � èäåàë â A+.

Ëåììà 1.8. Íà A+ èìååòñÿ íîðìà, êîòîðàÿ

1) ýêâèâàëåíòíà îïðåäåëåííîé âûøå;

2) íà A ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé íîðìîé:

3) ÿâëÿåòñÿ C∗-íîðìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ b = (b′, λ) ∈ A+ ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Lb : A→ A
ïî ôîðìóëå Lb(a) = ba, a ∈ A. Äëÿ Lb, òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàòîð-
íóþ íîðìó: ‖Lb‖ := supa∈A, ‖a‖61 ‖Lb(a)‖. Åñëè b ∈ A, òî ‖Lb‖ 6 ‖b‖. Ïîñêîëüêó
‖Lb(b∗)‖ = ‖bb∗‖ = ‖b‖2, òî ‖Lb‖ = ‖b‖. Äëÿ âñÿêîãî b = (b′, λ) ∈ A+ ïîëîæèì
‖b‖new = ‖Lb‖. Çàìåòèì, ÷òî ïðîâåäåííîå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ‖.‖new óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2) èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû.

Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðèì ‖ · ‖new ÿâëÿåòñÿ íîðìîé. Î÷åâèäíî, ÷òî àêñèîìû ëèíåé-
íîñòè è òðåóãîëüíèêà âûïîëíåíû (òî åñòü ýòî � ïîëóíîðìà, èëè ïðåäíîðìà), òàê ÷òî
îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü íåâûðîæäåííîñòü.

Ëåêöèÿ 2 (21.09.2026)

Ïóñòü ‖b‖new = 0 äëÿ íåêîòîðîãî b = (b′, λ) ∈ A+. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (b′, λ) · (a, 0) =
(b′a+ λa, 0) = (0, 0) äëÿ ëþáîãî a ∈ A, òàê ÷òî − 1

λ
b′ · a = a è − 1

λ
b′ ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé

A. Íî ó A íåò åäèíèöû. Çíà÷èò, ‖ · ‖new � íîðìà. Êàê âñÿêàÿ îïåðàòîðíàÿ íîðìà,
íîâàÿ íîðìà � íîðìà íà áàíàõîâîé àëãåáðå, òî åñòü

‖bc‖new 6 ‖b‖new‖c‖new (1.2)

äëÿ ëþáûõ b, c ∈ A+ (Ëåãêàÿ çàäà÷à: ïðîâåðüòå ýòî). Ïîêà ìû íå óòâåðæäàåì, ÷òî
èíâîëþöèÿ ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé.

Ýòà íîâàÿ íîðìà ýêâèâàëåíòíà îïðåäåëåííîé ðàíåå íîðìå íà A+, ïîñêîëüêó A ⊂
A+ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì êîðàçìåðíîñòè 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïî íåðàâåíñòâó òðå-
óãîëüíèêà, èìååì ‖(a, λ)‖new 6 ‖a‖+|λ| = ‖(a+λ)‖, òàê ÷òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
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íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà c > 0, ÷òî ‖(a, λ)‖new > c‖(a, λ)‖. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:
ñóùåñòâóþò òàêèå ïàðû (an, λn) è ÷èñëà cn > 0, ÷òî limn→∞ cn = 0 è

‖(an, λn)‖new 6 cn‖(an, λn)‖.

Ïîñêîëüêó íè îäíî λn íå ðàâíî íóëþ, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü (ïîäåëèâ, ïðè íåîá-
õîäèìîñòè, îáå ñòîðîíû íà λn 6= 0), ÷òî λn = 1. Ñíîâà ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðå-
óãîëüíèêà, ïîëó÷àåì

‖an‖ − 1 6 ‖(an, 1)‖new 6 cn(‖an‖+ 1),

îòêóäà ‖an‖ 6 1+cn
1−cn , è äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååì ‖an‖ < 2. Íî òîãäà äëÿ ýòèõ

n èìååì ‖(an, 1)‖new 6 3cn, òàê ÷òî

lim
n→∞

(an, 1) = 0. (1.3)

Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî A+/A ∼= C, à âñå íîðìû íà C ýêâèâàëåíòíû (áîëåå òîãî, îíè
îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì). Òàêèì îáðàçîì, ôàêòîð-íîðìà íà A+/A,
çàäàâàåìàÿ ‖(a, λ) + A‖new := infa∈A ‖(a, λ)‖new ýêâèâàëåíòíà îáû÷íîé íîðìå íà C.
Çíà÷èò, infa∈A ‖(a, 1)‖new = α > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (1.3).

Òåïåðü íàì íàäî ïðîâåðèòü C∗-ñâîéñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ ëþáîãî b ∈ A+ è
ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò a ∈ A, ÷òî ‖a‖ = 1 è

‖Lb(a)‖ > (1− ε)‖Lb‖, òî åñòü ‖ba‖new = ‖ba‖ > (1− ε)‖b‖new.

Òàêæå èìååì

‖b∗b‖new > ‖a∗(b∗b)a‖new = ‖a∗(b∗b)a‖ = ‖(ba)∗(ba)‖ = ‖ba‖2 > (1− ε)2‖b‖2
new

(ãäå ïåðâîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ñèëó (1.2), ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî � â ñèëó òîãî,
÷òî A ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â A+, à äàëüøå ïðèìåíÿåì C∗-ñâîéñòâî â A). Ïåðåõîäÿ
ê ïðåäåëó ïðè ε, ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ, ïîëó÷àåì ‖b∗b‖new > ‖b‖2

new. Â ÷àñòíîñòè,
‖b∗‖new · ‖b‖new > ‖b∗b‖new > ‖b‖2

new, òàê ÷òî ‖b∗‖new > ‖b‖new. Ïîýòîìó ‖b‖new =
‖(b∗)∗‖new > ‖b∗‖new. Òàêèì îáðàçîì, èíâîëþöèÿ ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé è, ïî (1.2),
‖b∗b‖new 6 ‖b∗‖new‖b‖new = ‖b‖2

new. Çíà÷èò, ýòî � C∗-íîðìà.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ýëåìåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè a∗ = a,
óíèòàðíûì, åñëè a∗a = 1 è aa∗ = 1 (òóò àëãåáðà A ïðåäïîëàãàåòñÿ óíèòàëüíîé),
íîðìàëüíûì, åñëè a∗a = aa∗.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Â óíèòàëüíîé C∗-àëãåáðå ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a′ ∈ A, ÷òî aa′ = a′a = 1. Ýëåìåíò a′ ñ òàêèì ñâîé-
ñòâîì åäèíñòâåí (ïðîâåðüòå!), îí íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê a è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç a−1.
Ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ G(A) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

Çàäà÷à 9. Ïðîâåðüòå ýòî.
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Ëåììà 1.11. Åñëè ‖1 − a‖ < 1, òî a−1 ñóùåñòâóåò è ðàâåí a′ =
∑∞

n=0(1 − a)n,
ïðè÷åì ðÿä ñõîäèòñÿ ïî íîðìå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõîäèìîñòü ñðàçó ñëåäóåò èç îöåíêè ÷åðåç ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðî-
ãðåññèþ. Äàëåå âû÷èñëÿåì: a′a = aa′ = −(1− a)a′ + a′ = −

∑∞
n=1(1− a)n +

∑∞
n=0(1−

a)n = 1.

Çàìå÷àíèå 1.12. Î÷åâèäíî, ÷òî âûêëàäêà, à çíà÷èò, è óòâåðæäåíèå ëåììû îñòàåòñÿ
âåðíûì äëÿ ïðîèçâîëüíîé áàíàõîâîé àëãåáðû.

Çàäà÷à 10. Äîêàçàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ÷òî åñëè a0 ∈ A îáðàòèì è ‖a − a0‖ <
1

‖a−1
0 ‖

, òî a òîæå îáðàòèì, ïðè÷åì a−1 =
∑∞

n=0[a−1
0 (a0 − a)]na−1

0 .

Ñëåäñòâèå 1.13. Ïîäìíîæåñòâî G(A) ⊂ A ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.
Âçÿòèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà a 7→ a−1 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì G(A)
â ñåáÿ.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå ñëåäñòâèå, èñïîëüçóÿ óñòàíîâëåííûå âûøå ôîðìóëû.

1.3 Ñïåêòð è ôóíêöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå

Îïðåäåëåíèå 1.14. Ïóñòü A � áàíàõîâà àëãåáðà ñ åäèíèöåé. Äëÿ ëþáîãî a ∈ A
íàçîâåì ìíîæåñòâî Sp(a) = {λ ∈ C : (a − λ1) íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì} ñïåêòðîì
ýëåìåíòà a. Ôóíêöèÿ Ra(λ) = (a − λ1)−1 íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòîé a. Åñëè A �
C∗-àëãåáðà áåç åäèíèöû, òî êâàçèñïåêòð Sp′(a) ýëåìåíòà a ∈ A ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì
ñïåêòðó a êàê ýëåìåíòà àëãåáðû A+.

Çàäà÷à 12. Ïîêàçàòü, ÷òî êâàçèñïåêòð âñåãäà ñîäåðæèò íîëü.

Òåîðåìà 1.15. Ñïåêòð ëþáîãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì íåïóñòûì ìíîæå-
ñòâîì. Ðåçîëüâåíòà ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé âíå ñïåêòðà (òî åñòü äëÿ
ëþáîé òî÷êè ïîïîëíåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè èç äîïîëíåíèÿ ê ñïåêòðó ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì ñ êîýôôèöèåíòàìè èç àëãåáðû, ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-
ùèìñÿ íà íåêîòîðîì çàìêíóòîì äèñêå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè |λ| > ‖a‖, òî ðÿä
∑∞

n=0 λ
−(n+1)an ñõîäèòñÿ ïî íîðìå, ïðè÷åì

ñõîäèòñÿ ê −(a−λ1)−1, ïîñêîëüêó −(a−λ1)
∑k

n=0 λ
−(n+1)an = 1−λ−(k+2)ak+1 ñõîäèòñÿ

ê 1. Òàêèì îáðàçîì, Ra(λ) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè |λ| >
‖a‖ è

lim
λ→∞
‖Ra(λ)‖ 6 lim

λ→∞

1

|λ|
1

1− ‖a‖|λ|
= 0.

Â ÷àñòíîñòè, Sp(a) ñîäåðæèòñÿ â çàìêíóòîì äèñêå ðàäèóñà ‖a‖ è, òåì ñàìûì, ÿâëÿ-
åòñÿ îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì.
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Åñëè a− λ01 ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì (òî åñòü λ0 /∈ Sp(a)) è |λ− λ0| < 1
‖(a−λ01)−1‖ òî,

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,

(a− λ1)−1 =
∞∑
n=0

(λ− λ0)n(a− λ01)−n−1

ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà Ra â îêðåñòíîñòè λ0, òàê ÷òî Ra(λ) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé
âíå Sp(a). Ýòî æå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äîïîëíåíèå ê Sp(a)
îòêðûòî, òî åñòü Sp(a) çàìêíóòî. Òàê êàê ñïåêòð îãðàíè÷åí, òî îí êîìïàêòåí.

Ïîñêîëüêó Ra(λ) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, òî êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ λ 7→
ϕ(Ra(λ)) òîæå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, åñëè ϕ � ïðîèçâîëüíûé îãðàíè÷åííûé ëè-
íåéíûé ôóíêöèîíàë íà A. Åñëè Sp(a) ïóñò, òî ϕ(Ra(λ)) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
íà âñåì C. Ïðè ýòîì îíà îãðàíè÷åíà, ïîñêîëüêó |ϕ(Ra(λ))| 6 ‖ϕ‖ · ‖Ra(λ)‖ à ‖Ra(λ)‖
îãðàíè÷åíî � îöåíèâàåì ïî îòäåëüíîñòè íà êîìïàêòíîì äèñêå ðàäèóñà λ0 > ‖a‖ è
âíå åãî ÷åðåç ïîëó÷åííóþ âûøå îöåíêó

‖Ra(λ)‖ 6 1

|λ| − ‖a‖
6

1

|λ0| − ‖a‖
.

Çíà÷èò, ϕ(Ra(λ)) = 0 äëÿ ëþáîãî ϕ, ïîýòîìó Ra(λ) = 0 (ñì. çàäà÷ó 13 íèæå) ïðè
âñåõ λ ∈ C, ÷òî íåâîçìîæíî (ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî λ11− λ21 = 0 ïðè λ1 6= λ2).

Çàäà÷à 13. Åñëè èìååòñÿ ýëåìåíò x 6= 0 â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X, òî èìååò-
ñÿ íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ϕ, íå îáðàùàþùèéñÿ íà x â íîëü. (Ýòî òåîðå-
ìà èç ñòàíäàðòíîãî êóðñà, ñëåäñòâèå òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà, ñì. íàïðèìåð, ñëåäñòâèå
2 íà ñòð. 189 â [6]).

Çàäà÷à 14. Ïóñòü a è b � êîììóòèðóþùèå ýëåìåíòû áàíàõîâîé àëãåáðû. Òîãäà
ïðîèçâåäåíèå ab îáðàòèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé èç ýëåìåíòîâ a è b
ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì.

Òåîðåìà 1.16 (Òåîðåìà îá îòîáðàæåíèè ñïåêòðà). Åñëè p(z) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì,
òî Sp(p(a)) = p(Sp(a)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè α ∈ C ðàçëîæèì p(z)− α íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè p(z)− α =
c
∏

i(z−βi). Òîãäà p(a)−α1 = c
∏

i(a−βi1) è p(a)−α1 îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îáðàòèìû âñå a− βi1 (ïðèìåíÿÿ èíäóêòèâíî çàäà÷ó 14). Ïîýòîìó α ∈ Sp(p(a))
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õîòÿ áû îäíî èç βi ïðèíàäëåæèò Sp(a). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïîäñòàâëÿÿ ýòî βi0 â èñõîäíîå ðàçëîæåíèå, ïîëó÷àåì p(βi0) − α = c

∏
i(βi0 − βi) = 0,

òî åñòü α = p(βi0). Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ëåììà 1.17. Ïóñòü A � C∗-àëãåáðà (ñ åäèíèöåé). Òîãäà Sp(a∗) = Sp(a). Åñëè a �
óíèòàðíûé, òî Sp(a) ⊂ S1, ãäå S1 ⊂ C � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó a∗(a−1)∗ = (a−1a)∗ = 1∗ = 1, è àíàëîãè÷íî, â äðóãîì
ïîðÿäêå, òî ýëåìåíò îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàòèì åãî ñîïðÿæåííûé.
Ýòî äàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü òåïåðü a � óíèòàðíûé, â ÷àñòíîñòè, îáðàòèìûé. Òîãäà ‖a‖2 = ‖a∗a‖ = 1,
òàê ÷òî ïðè |λ| > 1 èìååì λ /∈ Sp(a). Åñëè æå |λ| < 1, òî 1 − λa∗ îáðàòèì, à çíà÷èò,
îáðàòèì è a(1− λa∗) = a− λ1. Òàêèì îáðàçîì, Sp(a) ⊂ S1.
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Îïðåäåëåíèå 1.18. ×èñëî r(a) = sup{|λ| : λ ∈ Sp(a)} íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì
ðàäèóñîì a.

Çàäà÷à 15. Ïîêàçàòü, ÷òî r(a) 6 ‖a‖ äëÿ ëþáîãî a ∈ A.

Ëåììà 1.19. r(a) = limn→∞ ‖an‖1/n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì ðåçîëüâåíòó Ra â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè: Ra(λ) =∑∞
n=0

an

λn+1 . Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ïðè |λ| > r(a), òàê ÷òî äëÿ ëþáîãî

ρ > r(a) îáùèé ÷ëåí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ: limn→∞ ‖ an

ρn+1‖ = 0. Ïîýòîìó limn→∞‖an‖1/n 6
ρ äëÿ ëþáîãî ρ > r(a), òàê ÷òî

limn→∞‖an‖1/n 6 r(a). (1.4)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó êîìïàêòíîñòè ñïåêòðà, íàéäåòñÿ òàêîå α ∈ Sp(a), ÷òî
|α| = r(a). Ïî òåîðåìå îá îòîáðàæåíèè ñïåêòðà, αn ∈ Sp(an), ïîýòîìó |αn| 6 r(an).
Ïî çàäà÷å 15, r(an) 6 ‖an‖. Îáúåäèíÿÿ, ïîëó÷àåì

r(a) = |α| = (|αn|)1/n 6 (r(an))1/n 6 ‖an‖1/n

äëÿ âñåõ n, òàê ÷òî
r(a) 6 infn ‖an‖1/n. (1.5)

Ñðàâíèâàÿ (1.4) è (1.5), çàêëþ÷àåì, ÷òî limn→∞ ‖an‖1/n ñóùåñòâóåò è ðàâåí r(a).

1.4 Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèîíàëû è ìàêñèìàëü-

íûå èäåàëû êîììóòàòèâíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð

Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè ó íåå íåò ñîáñòâåííûõ (ò.å.,
îòëè÷íûõ îò {0} è A) èäåàëîâ.

Ëåììà 1.20. Àëãåáðà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ïðîñòîé êîì-
ìóòàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A 6= C, òî èìååòñÿ íåñêàëÿðíûé ýëåìåíò a ∈ A (òî åñòü
a 6= λ1 íè äëÿ êàêîãî λ). Âîçüìåì íåêîòîðîå α ∈ Sp(a) è ïîëîæèì I = (a− α1)A,
òàê ÷òî I 6= {0} � çàìêíóòûé (äâóñòîðîííèé) èäåàë â A. Äëÿ ëþáîãî b ∈ A, ýëåìåíò
(a−α1)b íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì (ñì. çàäà÷ó 14), òàê ÷òî ïî çàìå÷àíèþ ïîñëå ëåììû
1.11 èìååì ‖(a− α1)b− 1‖ > 1. Ïîýòîìó 1 /∈ I. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðîñòîòîé
A.

Îïðåäåëåíèå 1.21. Ìóëüòèïëèêàòèâíûì ôóíêöèîíàëîì íà A íàçûâàåòñÿ íåòðè-
âèàëüíûé ãîìîìîðôèçì ϕ : A→ C. Èõ ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç MA.

Çàäà÷à 16. Äîêàçàòü, ÷òî ϕ(1) = 1. Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòûì íàáëþäåíèåì
îáùåãî õàðàêòåðà: îáðàç èäåìïîòåíòà (p2 = p) ïðè ãîìîìîðôèçìå � âñåãäà èäåì-
ïîòåíò.



10 Ãëàâà 1. C∗-àëãåáðû

Ëåììà 1.22. Ìóëüòèïëèêàòèâíûé ôóíêöèîíàë íà êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé àë-
ãåáðå A ñ åäèíèöåé èìååò íîðìó 1. Îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ìóëü-
òèïëèêàòèâíîìó ôóíêöèîíàëó åãî ÿäðî, ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé íà ìíîæåñòâî ìàêñè-
ìàëüíûõ èäåàëîâ A, òî åñòü òàêèõ ñîáñòâåííûõ èäåàëîâ, êîòîðûå íå ñîäåðæàòñÿ
íè â êàêîì äðóãîì èäåàëå, êðîìå âñåé àëãåáðû A

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó, ïî çàäà÷å 16, òî ϕ(1) = 1, ‖ϕ‖ > 1. Ïóñòü ‖ϕ‖ > 1, òàê
÷òî íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò a ∈ A, ÷òî ‖a‖ < 1 è ϕ(a) = 1. Òîãäà ðÿä b =

∑∞
n=1 a

n

ñõîäèòñÿ è a + ab = b. Çíà÷èò, ϕ(b) = ϕ(a)(1 + ϕ(b)) = 1 + ϕ(b) � ïðîòèâîðå÷èå.
Ïîëó÷àåì, ÷òî ‖ϕ‖ = 1.

Ïîñêîëüêó Kerϕ èìååò êîðàçìåðíîñòü 1, òî ýòî � ìàêñèìàëüíûé èäåàë.
Ëþáîé ôóíêöèîíàë ϕ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ÿäðîì è óñëîâèåì ϕ(1) = 1

(ñì. çàäà÷ó 17 íèæå), òàê ÷òî óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé íà îáðàç.
Ïîêàæåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì. ÅñëèM ⊂ A ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì

èäåàëîì, òî dist(M, 1) = 1, ïîñêîëüêó åäèíè÷íûé îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â 1 ñîñòî-
èò èç îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ (çàìå÷àíèå 1.12), à M íå ìîæåò ñîäåðæàòü îáðàòèìûõ
ýëåìåíòîâ (åñëè a ∈M îáðàòèì, òî 1 ∈M , à çíà÷èò,M = A). Òîãäà çàìêíóòûé èäåàë
M (çàìûêàíèåM) òîæå íå ñîäåðæèò 1, òàê ÷òî â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòèM = M . Ðàñ-
ñìîòðèì ôàêòîð-àëãåáðó A/M , ÿâëÿþùóþñÿ ïðîñòîé (òàê êàê èíà÷å M íå áûë áû
ìàêñèìàëüíûì) êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðîé ñ åäèíèöåé. Ïîýòîìó, ïî ëåììå
1.20, A/M ∼= C. Ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå ôàêòîðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì
ãîìîìîðôèçìîì, òî åñòü ìóëüòèïëèêàòèâíûì ôóíêöèîíàëîì (ñ ÿäðîì M).

Çàäà÷à 17. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ôóíêöèîíàë ϕ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ÿä-
ðîì è óñëîâèåì ϕ(1) = 1 (ïðîôàêòîðèçîâàòü ïî ÿäðó è ðàññìîòðåòü èíäóöèðîâàííûé
ôóíêöèîíàë íà C).

Ïîñêîëüêó ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèîíàëû îãðàíè÷åíû ïî íîðìå åäèíèöåé, òî
MA ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì åäèíè÷íîãî øàðà â ñîïðÿæåííîì áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå A′ (ïðîñòðàíñòâå âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûé ôóíêöèîíàëîâ íà A). Ïðîñòðàí-
ñòâî A′ ìîæåò áûòü ñíàáæåíî ∗-ñëàáîé òîïîëîãèåé, çàäàâàåìîé ïðåäáàçîé îêðåñò-
íîñòåé âèäà Uϕ0,ε,a = {ϕ ∈ A′ : |(ϕ − ϕ0)(a)| < ε}, ϕ0 ∈ A′, a ∈ A, ε > 0. Â òåðìèíàõ
íàïðàâëåííîñòåé, íàïðàâëåííîñòü ϕα ñõîäèòñÿ ê ϕ, åñëè ϕα(a) ñõîäèòñÿ ê ϕ(a) äëÿ
êàæäîãî a ∈ A. Åäèíè÷íûé øàð ïðîñòðàíñòâà A′ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì è õàóñäîð-
ôîâûì îòíîñèòåëüíî ∗-ñëàáîé òîïîëîãèè (òåîðåìà Áàíàõà-Àëàîãëó, ñì. [9, òåîðåìà
5, ñòð. 325]).

Çàäà÷à 18. Ïðîâåðèòü, ÷òî MA ÿâëÿåòñÿ ∗-ñëàáî çàìêíóòûì.

Ïîýòîìó MA òîæå ∗-ñëàáî êîìïàêòíî.

Çàäà÷à 19. Ñëåäóþùèé ïðèìåð îïèñûâàåò òèïè÷íóþ ñèòóàöèþ, êàê ñòàíåò ÿñíî
÷óòü äàëüøå. Ïóñòü A = C[0, 1], òàê ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèîíàëû ñîîòâåò-
ñòâóþò òî÷êàì [0, 1]. Èìåííî, ϕ(g) = g(t). Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ �îáû÷íîé� íîðìû ñîïðÿ-
æåííîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê t 6= s, ðàññòîÿíèå ìåæäó ϕt è ϕs ðàâíî
1. Òî åñòü ìíîæåñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèîíàëîâ äèñêðåòíî, íåêîìïàêòíî,
íèêàêèõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê íåò, â îòëè÷èå îò ñèòóàöèè ñî ∗-ñëàáîé òîïîëîãèåé.
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Åñëè æå A íå èìååò åäèíèöû, ðàññìîòðèì áàíàõîâó àëãåáðó A+ = A⊕C (ñ ïåðâî-
íà÷àëüíîé íîðìîé (1.2), à íå C∗-íîðìîé èç ëåììû 1.8). Â íåé A ñàìî ÿâëÿåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíûì èäåàëîì, îòâå÷àþùèì ìóëüòèïëèêàòèâíîìó ôóíêöèîíàëó ϕ0((a, λ)) = λ.
Ëþáîé äðóãîé ìàêñèìàëüíûé èäåàë I àëãåáðû A+ äîëæåí èìåòü ñîáñòâåííîå ïåðå-
ñå÷åíèå ñ A. Òîãäà I ∩A � èäåàë êîðàçìåðíîñòè 1, ïîñêîëüêó I èìåë êîðàçìåðíîñòü
1 â A+. Òàêèì îáðàçîì, I ∩ A � ìàêñèìàëüíûé èäåàë â A. Ïîñêîëüêó åãî êîðàçìåð-
íîñòü 1, òî îïðåäåëåíî ôàêòîðîòîáðàæåíèå � íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì â C. Îáðàòíî,
åñëè ϕ : A → C � (íåíóëåâîé) ìóëüòèïëèêàòèâíûé ôóíêöèîíàë íà A, òî ôîðìóëà
ϕ̃((a, λ)) = ϕ(a) + λ çàäàåò åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå ϕ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî
ôóíêöèîíàëà íà A+ (çàäà÷à 21). Ïîëó÷àåì áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó MA è
MA+ \ {ϕ0}.

Çàäà÷à 20. Äîêàçàòü, ÷òî MA � ëîêàëüíî-êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî,
à MA+ � åãî îäíîòî÷å÷íàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ.

Çàäà÷à 21. Ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ϕ : A → C � (íåíóëåâîé) ìóëüòèïëèêàòèâíûé
ôóíêöèîíàë íà A, òî ôîðìóëà ϕ̃((a, λ)) = ϕ(a)+λ çàäàåò åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå
ϕ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ôóíêöèîíàëà íà A+.

1.5 Ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà

Îïðåäåëåíèå 1.23. Äëÿ êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû A îïðåäåëèì ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà Γ : A → C0(MA) ñîîòíîøåíèåì Γ(a) = â, ãäå â(ϕ) := ϕ(a)
(íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ áóäóò ïðîâåðåíû â ñëåäóþùåé ëåììå).

Ëåììà 1.24. Ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà ÿâëÿåòñÿ (íåñòðîãî) ñæèìàþùèì ãîìî-
ìîðôèçìîì àëãåáð è îáðàç A ðàçäåëÿåò òî÷êè MA, òî åñòü äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê
MA íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ èç îáðàçà, ïðèíèìàþùàÿ â ýòèõ òî÷êàõ ðàçíûå çíà÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèè â íåïðåðûâíû ïî îïðåäåëåíèþ ∗-ñëàáîé òîïîëîãèè. Îòîá-
ðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, ïîñêîëüêó

‖Γ(a)‖ = sup
ϕ∈MA

|ϕ(a)| 6 sup
ϕ∈MA

‖ϕ‖ · ‖a‖ = sup
ϕ∈MA

‖a‖ = ‖a‖.

Ðàçäåëåíèå òî÷åê î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó äâà (ìóëüòèïëèêàòèâíûõ) ôóíêöèîíàëà ðàç-
ëè÷íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçëè÷íû èõ çíà÷åíèÿ íà êàêîì-òî ýëåìåíòå a.
Åñëè ó A íò åäèíèöû, òî çàìåòèì, ÷òî â(0̃) = 0(a) = 0, ãäå MA+ = MA ∪ 0̃. Ïîýòîìó
â ∈ C0(MA).

Çàäà÷à 22. Åñëè ó àëãåáðû åñòü åäèíèöà, òî Γ(1) = 1.

Ñëåäñòâèå 1.25. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ áàíàõîâà àëãåáðà ñ åäèíèöåé. Òîãäà
a ∈ A îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â îáðàòèì, è òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà â(ϕ) 6= 0 äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ MA. Ïîýòîìó Sp(a) = Sp(â) = {ϕ(a) : ϕ ∈ MA} è
‖â‖ = r(a).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a îáðàòèì, òî â îáðàòèì ïî çàäà÷å 22. Åñëè æå a íå ÿâëÿåòñÿ
îáðàòèìûì, òî ðàññìîòðèì èäåàë I = aA. Êàê îáñóæäàëîñü âûøå (ñì. äîêàçàòåëü-
ñòâî ëåììû 1.20), ýòîò èäåàë íå ìîæåò ñîäåðæàòü 1, ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì.
Ïóñòü IM � ìàêñèìàëüíûé èäåàë, ñîäåðæàùèé I (ñì. çàäà÷ó 23 íèæå), à ϕ � ñîîò-
âåòñòâóþùèé IM ìóëüòèïëèêàòèâíûé ôóíêöèîíàë. Òîãäà ϕ(a) = 0 è â íå ÿâëÿåòñÿ
îáðàòèìûì â C(MA).

Îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ ñðàçó ïîëó÷àþòñÿ èç äîêàçàííîãî.

Çàäà÷à 23. Ëþáîé èäåàë I êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû ñ åäèíèöåé ñîäåð-
æèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì èäåàëå. Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü îáúåäèíåíèå J âñåõ
ñîáñòâåííûõ èäåàëîâ Iα, ñîäåðæàùèõ I, ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ. Äëÿ
êàæäîé öåïè (âïîëíå óïîðÿäî÷åííîé ïîäñèñòåìû) Iατ âîñïîëüçîâàâøèñü, êàê è âûøå,
òåì, ÷òî 1 íå ïðèíàäëåæèò êàæäîìó Iατ , óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà íå ïðèíàäëåæèò ∪τIατ ,
òàê ÷òî ýòî � ñîáñòâåííûé èäåàë. Çàòåì ïðèìåíèòü ëåììó Öîðíà.

Òåîðåìà 1.26. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ C∗-àëãåáðà. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëü-
ôàíäà ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì ∗-èçîìîðôèçìîì A íà C0(MA).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ àëãåáðû ñ åäèíèöåé. Íåîáõîäèìàÿ àäàïòà-
öèÿ äëÿ ñëó÷àÿ áåç åäèíèöû îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå çàäà÷è 24.

Ïóñòü ϕ ∈ MA. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò a∗ = a ∈ A. Ïî-
ëîæèì ut =

∑∞
n=0

(ita)n

n!
, t ∈ R. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ðàññìàòðèâàÿ ÷àñòè÷íóþ ñóìó è

ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ÷òî u∗t = u−1
t , òàê ÷òî ut ∈ A � óíèòàðíûé. Òîãäà

1 > |ϕ(ut)| = |
∞∑
n=0

(itϕ(a))n

n!
| = |eitϕ(a)| = e−t Imϕ(a).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè t ∈ R â ýòîé îöåíêå, çàêëþ÷àåì, ÷òî Imϕ(a) = 0, òî åñòü
ϕ(a) ∈ R.

Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò c ∈ A çàïèøåì â âèäå c = a + ib, ãäå a = (a + a∗)/2
è b = (a − a∗)/2i ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè. Ïî äîêàçàííîìó, ϕ(a), ϕ(b) ∈ R, à
çíà÷èò, ϕ(c∗) = ϕ(a) − iϕ(b) = ϕ(c), òàê ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà ñîõðàíÿåò
èíâîëþöèþ è, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ ∗-ãîìîìîðôèçìîì.

Äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî ýëåìåíòà (a = a∗) èìååì ‖a‖2 = ‖a∗a‖ = ‖a2‖, ïîýòîìó

‖â‖ = r(a) = lim
n→∞

‖a2n‖1/2n = lim
n→∞

(‖a‖2n)1/2n = ‖a‖.

Äëÿ ýëåìåíòà b ∈ A îáùåãî âèäà èìååì ‖b‖2 = ‖b∗b‖ = ‖b̂∗b‖ = ‖b̂∗b̂‖ = ‖b̂‖2, òàê ÷òî
ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé (íà îáðàç).

Ïîýòîìó Γ(A) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ïî íîðìå èíâîëþòèâíîé ïîäàëãåáðîé ñ åäè-
íèöåé â C(MA), ðàçäåëÿþùåé òî÷êè. Ïî òåîðåìå Ñòîóíà-Âåéåðøòðàññà1, Γ(A) =
C(MA).

Çàäà÷à 24. Äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ àëãåáðû áåç åäèíèöû.

1Òåîðåìà íå âñåãäà ðàññêàçûâàåòñÿ â ñòàíäàðòíîì êóðñå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ïîýòîìó ìû

ïðèâîäèì åå äîêàçàòåëüñòâî â ïàðàãðàôå 1.6.
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Òàêèì îáðàçîì, â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå äëÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ãåëüôàíäà, êîòîðîå òàê æå ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì ∗-èçîìîðôèçìîì.

Ïóñòü a ∈ A � íîðìàëüíûé ýëåìåíò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C∗(1, a) (ñîîòâ., C∗(a)) C∗-
àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ 1 è a (ñîîòâ., òîëüêî a). Â ñèëó íîðìàëüíîñòè, ýòè àëãåáðû
êîììóòàòèâíû, ïðè÷åì ïåðâîå îïðåäåëåíèå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî A èìååò åäèíèöó.

Óòî÷íèì, ÷òî C∗-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì, ìû íàçûâàåì ìèíèìàëü-
íóþ C∗-ïîäàëãåáðó A, ñîäåðæàùóþ ìíîæåñòâî, òî åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ C∗-ïîäàë-
ãåáð A, ñîäåðæàùèõ ýòî ìíîæåñòâî.

Çàäà÷à 25. Ïðîâåðüòå, ÷òî C∗-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì, � äåéñòâèòåëüíî
C∗-àëãåáðà.

Çàäà÷à 26. Åñëè a � îáðàòèìûé ýëåìåíò, òî àëãåáðà C∗(a) èìååò åäèíèöó. Â ýòîì
ñëó÷àå C∗(a) = C∗(1, a).

Ñëåäñòâèå 1.27. Åñëè a∗ = a, òî Sp(a) ⊂ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû óñòàíîâèëè, Sp(a) = Sp(â), ïðè÷åì ïî äîêàçàííîìó â∗ = â.
Íî ñàìîñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ � ýòî ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ âåùåñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ, â òî âðåìÿ êàê ñïåêòð ôóíêöèè � ýòî ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé.

Ñëåäñòâèå 1.28. Àëãåáðà C∗(1, a) èçîìåòðè÷åñêè ∗-èçîìîðôíà àëãåáðå C(Sp(a)) ïðè
îòîáðàæåíèè, ïåðåâîäÿùåì a â ôóíêöèþ z(t) = t, z : Sp(a) ⊂ C→ C. Àëãåáðà C∗(a)
îòîáðàæàåòñÿ íà C0(Sp(a) \ {0}).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êîììóòàòèâíîé C∗-àëãåáðû C∗(1, a) íàéäåì X = MC∗(1,a). Ëþ-
áîé ìóëüòèïëèêàòèâíûé ôóíêöèîíàë ϕ ∈ X îïðåäåëÿåòñÿ åãî çíà÷åíèåì ϕ(a) = λ
íà a. Ïðè ýòîì â ñèëó ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ϕ(p(a, a∗)) = p(λ, λ̄) äëÿ ëþáîãî ìíîãî-
÷ëåíà p. Òàêèì îáðàçîì, X îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì âîçìîæíûõ çíà÷åíèé λ,
êîòîðûå ïðèíèìàåò ϕ(a) = â(ϕ) ïðè ϕ ∈ X. Ïî ñëåäñòâèþ 1.25, èìååì â(X) = Sp(a).
Ïîëó÷àåì îòîæäåñòâëåíèå Sp(a) ∼= X ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâèÿ Sp(a) 3 λ 7→ ϕλ ∈ X,
ãäå ϕλ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ϕλ(a) = λ.

Ýòî îòîæäåñòâëåíèå ïåðåíîñèòñÿ íà ôóíêöèè: êàæäàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà
X îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà Sp(a), èìåííî, ôóíêöèè b̂ = b̂(ϕ)
ñîïîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà λ ∈ Sp(a), çàäàííàÿ êàê λ 7→ ϕλ(b). Íàïðèìåð,
åñëè ìû âîçüìåì ìíîãî÷ëåí p(a, a∗) = b , òî ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèåé áóäåò λ 7→
ϕλ(p(a, a

∗)) = p(λ, λ̄). Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ â ïåðåõîäèò â λ 7→ ϕλ(a) = λ, òàê ÷òî
ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà îòîæäåñòâëÿåò â ñ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì X. Ïî
òåîðåìå 1.26, ýòî îòîáðàæåíèå � èçîìåòðè÷åñêèé ∗-èçîìîðôèçì.

Åñëè a îáðàòèì, òî ïî çàäà÷å 26, C∗(a) èçîìåòðè÷åñêè ∗-èçîìîðôíî C(Sp(a)).
Åñëè æå a íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì, òî C∗(a) íå èìååò åäèíèöû (ñì. çàäà÷ó 27). Îíà
ñîîòâåòñòâóåò ïðè ïîñòðîåííîì îòîáðàæåíèè äëÿ C∗(1, a) ∼= C∗(a)+ èäåàëó C(Sp′(a)),
ñîñòîÿùåìó èç ôóíêöèé, îáíóëÿþùèõñÿ â 0.

Çàäà÷à 27. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè a íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì, òî C∗(a) íå èìååò åäè-
íèöû. Óêàçàíèå: åñëè 1 èìååòñÿ, òî îíà äîëæíà ïðèáëèæàòüñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî
ìíîãî÷ëåíîì îò a è a∗, êîòîðûé íå ìîæåò áûòü îáðàòèìûì ýëåìåíòîì.
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Ñëåäñòâèå 1.29 (íåïðåðûâíîå ôóíêöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå). Ïóñòü a � íîðìàëü-
íûé ýëåìåíò C∗-àëãåáðû A ñ åäèíèöåé, à f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà Sp(a). Òî-
ãäà ýëåìåíò f(a) ∈ A îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîîáðàç f ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ãåëüôàíäà:
Γ = Γa : C∗(1, a) → C(Sp(a)), f(a) := (Γa)

−1(f). Åñëè 0 ∈ Sp(a) è f(0) = 0, òî
f(a) ∈ C∗(a). Êðîìå òîãî, f(Sp(a)) = Sp(f(a)) è åñëè g � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà
f(Sp(a)), òî g(f(a)) = (g ◦ f)(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñ¼ óæå áûëî äîêàçàíî, êðîìå ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ. Ðàññìîò-
ðèì ñíà÷àëà ìíîãî÷ëåí p(λ, λ̄) â êà÷åñòâå f = f(λ). Òîãäà Γ(p(a, a∗)) � ôóíêöèÿ
λ 7→ p(λ, λ̄), òàê ÷òî Sp(p(a, a∗)) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè, {µ :
µ = p(λ, λ̄), λ ∈ Sp(a)}. Ïðèáëèæàÿ f ìíîãî÷ëåíàìè, ïîëó÷àåì f(Sp(a)) = Sp(f(a))
(çàäà÷à 28).

Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí q(λ, λ̄) â êà÷åñòâå g. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî

q(f(a)) = lim
α

(q(pα(a)) = lim
α

(q ◦ pα)(a) = (q ◦ f)(a).

Òåïåðü ïðèáëèæàåì g ìíîãî÷ëåíàìè è ïîëüçóåìñÿ èçîìåòðè÷íîñòüþ îáðàòíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ãåëüôàíäà.

Çàäà÷à 28. Äîêàçàòü, ÷òî f(Sp(a)) = Sp(f(a)) â äîêàçàòåëüñòâå âûøå, ïðèáëèæàÿ
f ìíîãî÷ëåíàìè, è ïðàâèëüíî ñôîðìóëèðîâàâ, ÷òî çíà÷èò, ÷òî îáðàç íåïðåðûâåí
ïðè ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè, è ïîëüçóÿñü èçîìåòðè÷íîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåëü-
ôàíäà.

Ñëåäñòâèå 1.30. Åñëè a � íîðìàëüíûé ýëåìåíò, òî ‖a‖ = r(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. ‖a‖ = ‖â‖ = supϕ∈MA
|â(ϕ)| = supλ∈Sp(a) |λ| = r(a).

1.6 Äîïîëíåíèå: òåîðåìà Ñòîóíà-Âåéåðøòðàññà

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà àëãåáðó CR(X) íàä R, îáðàçîâàííóþ âñåìè íåïðåðûâíûìè âå-
ùåñòâåííîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè íà êîìïàêòíîì õàóñäîðôîâîì ïðîñòðàíñòâå X.

Òåîðåìà 1.31. Ïóñòü A ⊆ CR(X), ãäå X � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî,
ÿâëÿåòñÿ òàêîé çàìêíóòîé ïîäàëãåáðîé2, ÷òî A ðàçäåëÿåò òî÷êè X è ñîäåðæèò
1 ∈ CR(X) (à çíà÷èò, è âñå ïîñòîÿííûå ôóíêöèè). Òîãäà A = CR(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ðàçäåëåíèÿ òî÷åê ìîæíî óñè-
ëèòü, à èìåííî: äëÿ ëþáûõ x è y èç X è ëþáûõ u è v èç R ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ
g ∈ A, ÷òî g(x) = u è g(y) = v. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó èìååòñÿ f ∈ A ñî ñâîéñòâîì
u′ = f(x) 6= f(y) = v′, òî g ìîæíî âçÿòü ðàâíîé

g =
u− v
u′ − v′

· f +
u′v − v′u
u′ − v′

· 1.

2ýòî óñëîâèå ìîæíî îñëàáèòü
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Äëÿ f, g ∈ A îïðåäåëèì íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f ∨ g, f ∧ g, γ(g) êàê

(f ∨ g)(s) = max{f(s), g(s)}, (f ∧ g)(s) = min{f(s), g(s)}, γ(g)(s) = |g(s)|.

Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà î ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè, íàé-
äåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ pn, ÷òî

| |λ| − pn(λ)| 6 1

n
ïðè − n 6 λ 6 n.

Òîãäà

| |g(s)| − pn(g)(s)| = | |g(s)| − pn(g(s))| 6 1

n
ïðè − n 6 g(s) 6 n.

Çíà÷èò, γ(g) ∈ A. Ïîýòîìó è f ∨ g ∈ A, f ∧ g ∈ A, ïîñêîëüêó

f ∨ g =
f + g

2
+
γ(f − g)

2
, f ∧ g =

f + g

2
− γ(f − g)

2
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ F ∈ CR(X) è ïî çàìå÷àíèþ èç íà÷àëà äîêàçà-
òåëüñòâà, íàéäåì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ X òàêóþ fx,y ∈ A, ÷òî fx,y(x) = F (x)
è fx,y(y) = F (y). Çàôèêñèðîâàâ âðåìåííî y, íàéäåì äëÿ êàæäîãî x ∈ X òàêóþ åãî
îêðåñòíîñòü Ux, ÷òî fx,y(u) > F (u) − ε ïðè u ∈ Ux. Âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
Ux1 , . . . Uxp è îïðåäåëèì fy = fx1,y ∨ · · · ∨ fxp,y. Òîãäà fy(u) > F (u) − ε ïðè ëþáîì
u ∈ X. Ïîñêîëüêó fxi,y(y) = F (y) äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , p, òî fy(y) = F (y). Çíà÷èò,
íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Vy òî÷êè y, ÷òî fy(u) < F (u) + ε ïðè u ∈ Vy. Âûáåðåì
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Vy1 , . . . , Vyq è îïðåäåëèì f := fy1 ∧ · · · ∧ fyq . Òàê êàê êàæäîå
fyi(u) > F (u)− ε ïðè ëþáîì u ∈ X, òî è f(u) > F (u)− ε ïðè ëþáîì u ∈ X. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî u ∈ X íàéäåòñÿ Vyi 3 u, òàê ÷òî f(u) < fyi(u) < F (u) + ε.
Îáúåäèíÿÿ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî |f(u) − F (u)| < ε ïðè ëþáîì u ∈ X. Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè ε ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.32. Ïóñòü A ⊆ C(X), ãäå X � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî,
ÿâëÿåòñÿ òàêîé çàìêíóòîé èíâîëþòèâíîé ïîäàëãåáðîé, ÷òî A ðàçäåëÿåò òî÷êè X
è ñîäåðæèò 1 ∈ C(X) (à çíà÷èò, è âñå ïîñòîÿííûå ôóíêöèè). Òîãäà A = C(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíâîëþöèÿ èìååò âèä f ∗(x) = f(x). Ïóñòü AR ñîñòîèò èç âåùå-
ñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ A. Çàìåòèì, ÷òî ýòî � ïîäàëãåáðà àë-
ãåáðû CR(X), ñîäåðæàùàÿ åäèíèöó. Ïîñêîëüêó AR ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì íåïðåðûâíîãî
R-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ f 7→ f − f ∗, òî îíà çàìêíóòà â A, à çíà÷èò, è â C(X).
Ïîýòîìó AR = A ∩ CR(X) çàìêíóòà â CR(X). Íàêîíåö, AR ðàçäåëÿåò òî÷êè X. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè f(x) 6= f(y), ãäå f ∈ A, òî f = f1 + if2 ïðè f1 = (f + f ∗)/2 ∈ AR,
f1 = (f − f ∗)/2i ∈ AR, òàê ÷òî õîòÿ áû îäíà èç f1, f2 ðàçäåëÿåò x è y.

Ïîýòîìó ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, CR(X) = AR ⊂ A. Ñíîâà ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâ-
ëåíèåì f = f1 + if2, íî óæå äëÿ âñåé C(X), âèäèì, ÷òî C-ëèíåéíûå êîìáèíàöèè
ýëåìåíòîâ CR(X) äàþò C(X) è, â òî æå âðåìÿ, äàþò A â ñèëó äîêàçàííîãî. Çíà÷èò,
A = C(X).
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1.7 Ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû

Îïðåäåëåíèå 1.33. Ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò a â C∗-àëãåáðå A ñ åäèíèöåé íàçû-
âàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè Sp(a) ⊂ [0,∞). Åñëè ó A íåò åäèíèöû, òî a íàçûâàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì, åñëè îí ïîëîæèòåëåí â A+.

Ïîëîæèòåëüíîñòü çàïèñûâàåòñÿ êàê a > 0. Äëÿ äâóõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ
a, b ∈ A ìû ãîâîðèì, ÷òî a > b, åñëè a− b > 0.

Çàäà÷à 29. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè a > 0 è 0 > a, òî a = 0; à òàêæå, ÷òî−‖a‖1 6 a 6 ‖a‖1
äëÿ âñÿêîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî a.

Òåïåðü ðàññìîòðèì äðóãèå ïðèìåíåíèÿ íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî èñ÷èñëå-
íèÿ ê ïîëîæèòåëüíîñòè.

Ñëåäñòâèå 1.34. Ïóñòü a ∈ A � ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò. Òîãäà ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êâàäðàòíûé êîðåíü b èç a, òî åñòü òàêîé b > 0,
÷òî b2 = a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ f(z) =
√
z îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà [0,∞), ïîýòîìó

b = f(a) îïðåäåëåí. Îí ñàìîñîïðÿæåí è äàæå ïîëîæèòåëåí (ïîñêîëüêó f îòîáðàæàåò
[0,∞) â ñåáÿ) è b2 = f(a)2 = a (ïî ñëåäñòâèþ 1.29). Åñëè c � äðóãîé ïîëîæèòåëüíûé
êâàäðàòíûé êîðåíü èç a, òî c = f(c2) = f(a) = b.

Ñëåäñòâèå 1.35. Ïóñòü a ∈ A � ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò. Òîãäà èìåþòñÿ òà-
êèå ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû a+, a− ∈ A, ÷òî a = a+ − a− è a+a− = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f : R → [0,+∞), ïîëîæèâ
f(x) = x ïðè x > 0 è f(x) = 0 ïðè x < 0. Îáîçíà÷èì g(x) = f(−x). Ýòè ôóíê-
öèè óäîâëåòâîðÿþò f(x) − g(x) = x è f(x)g(x) = 0. Îñòàåòñÿ ïîëîæèòü a+ = f(a),
a− = g(a).

Ñëåäñòâèå 1.36. Äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî ýëåìåíòà a ∈ A ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâè-
âàëåíòíû:

(i) a > 0;

(ii) a = b2 äëÿ íåêîòîðîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî b;

(iii) ‖µ1− a‖ 6 µ äëÿ âñÿêîãî µ > ‖a‖;

(iv) ‖µ1− a‖ 6 µ äëÿ íåêîòîðîãî µ > ‖a‖.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 1.34, èç (i) ñëåäóåò (ii). Êðîìå òîãî, èç (iii) ñëåäóåò
(iv) ïî î÷åâèäíûì ñîîáðàæåíèÿì.

Ïîêàæåì, ÷òî èç (ii) ñëåäóåò (iii). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, a = f(b), ãäå f(x) = x2.
Ïðè ýòîì íîðìà f íà Sp(b) ðàâíà ‖a‖, òàê ÷òî 0 6 µ − x2 6 µ ïðè ëþáîì µ > ‖a‖ è
x ∈ Sp(b). Ïîñêîëüêó µ1 − a = (µ − f)(b), òî ‖(µ − f)(b)‖ ðàâíÿåòñÿ íîðìå µ − f íà
Sp(b), êîòîðàÿ íå ïðåâîñõîäèò µ.

Ïîêàæåì íàêîíåö, ÷òî èç (iv) ñëåäóåò (i). Ïîñêîëüêó äëÿ íåêîòîðîãî µ > ‖a‖
âûïîëíåíî ‖µ − x‖ = supx∈Sp(a) |µ − x| 6 µ, òî íè îäíî x ∈ Sp(a) íå ìîæåò áûòü
îòðèöàòåëüíûì.
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Ñëåäñòâèå 1.37. Åñëè a è b ïîëîæèòåëüíû, òî è a+ b ïîëîæèòåëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì íåêîòîðûå µ > ‖a‖, ν > ‖b‖. Òîãäà ‖a + b‖ 6 µ + ν è ïî
ïóíêòó (iii) ñëåäñòâèÿ 1.36

‖(µ+ ν)1− (a+ b)‖ = ‖(µ1− a) + (ν1− b)‖ 6 ‖µ1− a‖+ ‖ν1− b‖ 6 µ+ ν.

Ïîýòîìó ïî ïóíêòó (iv) ñëåäñòâèÿ 1.36, a+ b ïîëîæèòåëåí.

Çàäà÷à 30. Åñëè 0 6 a 6 b, òî ‖a‖ 6 ‖b‖. Óêàçàíèå: Êàê ìû çíàåì, b 6 ‖b‖ · 1A.
Çíà÷èò, a 6 ‖b‖ · 1A, òî åñòü, Sp(‖b‖ · 1A − a) ⊂ [0,+∞)]. Èç Sp(µ1A − a) = µ− Sp(a)
âûâåäèòå, ÷òî ‖a‖ = max{λ ∈ Sp(a)} ðàâíî min{µ : Sp(µ · 1A− a) ⊂ [0,+∞)}. Îòñþäà
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.

Ïåðåõîäÿ ê âàæíîìó ïðåäëîæåíèþ 1.39, çàìåòèì, ÷òî îíî ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî
äëÿ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, íî âåñüìà íåòðèâèàëüíî äëÿ ýëåìåí-
òîâ C∗-àëãåáðû. Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î
ñïåêòðàõ ïðîèçâåäåíèé â ðàçíîì ïîðÿäêå.

Ëåììà 1.38. Åñëè a, b ∈ A, òî Sp(ab) ∪ {0} = Sp(ba) ∪ {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 6= λ /∈ Sp(ab). Ýòî çíà÷èò, ÷òî (ab − λ1) = −λ(1 − λ−1ab)
îáðàòèì, òàê ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò u ∈ A, ÷òî (1 − λ−1ab)u = 1. Ïîëîæèì
v = 1 + λ−1bua. Òîãäà

(1− λ−1ba)v = (1− λ−1ba)(1 + λ−1bua) = 1− λ−1ba+ λ−1bua− λ−2babua =

= 1− λ−1ba+ λ−1b(1− λ−1ab)ua = 1− λ−1ba− λ−1ba = 1,

òàê ÷òî λ /∈ Sp(ba).

Ïðåäëîæåíèå 1.39. Ýëåìåíò a∗a ïîëîæèòåëåí ïðè âñÿêîì a ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó a∗a ñàìîñîïðÿæåí, ìû ìîæåì ðàñïèñàòü a∗a = b+ − b−
ïî ñëåäñòâèþ 1.35. Ïîëîæèì c :=

√
b−, t := ac. Çàìåòèì, ÷òî f(0) = 0 äëÿ f(x) =

√
x,

òàê ÷òî c ïðèáëèæàåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò b− áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, à çíà÷èò, cb+ = 0.
Èìååì:

−t∗t = −c(b+ − b−)c = b2
−. (1.6)

Ñëåäîâàòåëüíî, −t∗t ïîëîæèòåëåí.
Çàïèøåì t â âèäå t = x + iy, ãäå x è y ñàìîñîïðÿæåííûå ýëåìåíòû A (òî åñòü

x = (t + t∗)/2, y = (t − t∗)/2i). Òîãäà t∗t + tt∗ = 2(x2 + y2) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì
ïî ñëåäñòâèþ 1.37. Ïî òîìó æå ñëåäñòâèþ, âèäèì, ÷òî ýëåìåíò

tt∗ = (t∗t+ tt∗)− t∗t = (t∗t+ tt∗) + b2
−

òàêæå ïîëîæèòåëåí, òî åñòü Sp(tt∗) ⊂ [0,∞). Ïî ëåììå 1.38, Sp(t∗t) ⊂ [0,∞), òàê ÷òî
t∗t ïîëîæèòåëåí. Íî îí è îòðèöàòåëåí ïî (1.6), ïîýòîìó t∗t = 0 ïî çàäà÷å 29. Çíà÷èò,
b− = 0, ïîñêîëüêó ïîëîæèòåëüíûé êâàäðàòíûé êîðåíü åäèíñòâåí.
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Ñëåäñòâèå 1.40. Åñëè b 6 c, òî a∗ba 6 a∗ca äëÿ ëþáîãî a ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó c− b ïîëîæèòåëåí, òî c− b = d2 äëÿ íåêîòîðîãî ñàìî-
ñîïðÿæåííîãî d; ïîýòîìó a∗(c− b)a = a∗d2a = (da)∗(da) > 0.

Ñëåäñòâèå 1.41. Åñëè a è b îáðàòèìû è 0 6 a 6 b, òî b−1 6 a−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé b = 1. Òîãäà Sp(a) ⊆ [0, 1].
Ïî òåîðåìå îá îòîáðàæåíèè ñïåêòðà, ìû âèäèì, ÷òî Sp(a−1) ⊆ [1,∞), òàê ÷òî a−1 >
1. Ïåðåéäåì ê îáùåìó ñëó÷àþ. Ïîñêîëüêó, ïî ñëåäñòâèþ 1.40, b−1/2ab−1/2 6 1, òî
b1/2a−1b1/2 > 1. Óìíîæàÿ ýòî íåðàâåíñòâî íà b−1/2 ñ îáåèõ ñòîðîí è ñíîâà ïðèìåíÿÿ
ñëåäñòâèå 1.40, ïîëó÷àåì a−1 > b−1.

Çàäà÷à 31. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ íå îáÿçàíî áûòü ïîëîæè-
òåëüíûì.

1.8 Àïïðîêñèìàòèâíûå åäèíèöû

Ïóñòü Λ � íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî. Ñåìåéñòâî (uλ)λ∈Λ ýëåìåíòîâ C∗-àëãåáðû A
íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöåé, åñëè limΛ ‖xuλ − x‖ = 0 äëÿ x ∈ A (è,
ñëåäîâàòåëüíî, limΛ ‖uλx−x‖ = 0). Åñëè A èìååò åäèíèöó, òî ìîæíî âçÿòü uλ = 1 äëÿ
ëþáîãî λ, òàê ÷òî ýòî ïîíÿòèå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òîëüêî äëÿ àëãåáð áåç åäèíèöû.
Â îïðåäåëåíèå àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöû òàêæå âêëþ÷àþò óñëîâèÿ 0 6 uλ 6 1 è
uλ 6 uµ ïðè âñÿêèõ λ 6 µ èç Λ.

Òåîðåìà 1.42. Ó ëþáîé C∗-àëãåáðû èìååòñÿ àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Λ = {a ∈ A | a > 0; ‖a‖ < 1}. Ïîðÿäîê íà Λ çàäàåòñÿ 6.
Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ Λ, èíäåêñèðîâàííîå òàâòîëîãè÷åñêèì îáðàçîì (a
èìååò èíäåêñ a), ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöåé.

Ïðåæäå âñåãî, íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî Λ ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåííûì ìíîæåñòâîì, òî
åñòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ Λ íàéäåòñÿ òàêîé c ∈ Λ, ÷òî a 6 c è
b 6 c. Ïóñòü f(t) := t

1−t è g(t) := t
1+t

. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà [0, 1),
ôóíêöèÿ g � íà [0,∞) è g(f(t)) = t. Ïîëîæèì x := f(a), y := f(a) + f(b), c := g(y).
Ïîñêîëüêó 0 6 g(t) < 1, òî c ∈ Λ. Èç íåðàâåíñòâà x 6 y ñëåäóåò 1 + x 6 1 + y, òàê
÷òî (1 + x)−1 > (1 + y)−1 è

a = 1− (1 + x)−1 6 1− (1 + y)−1 = c.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ b 6 c, è íàïðàâëåííîñòü ìíîæåñòâà Λ ïðîâåðåíà.
Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî limΛ ‖x − ax‖ = 0 äëÿ âñÿêîãî x ∈ A. Ïîñêîëüêó ïî ñëåä-

ñòâèþ 1.35 êàæäûé ýëåìåíò ðàçëàãàåòñÿ â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ÷åòûðåõ ïîëîæè-
òåëüíûõ

x =
x+ x∗

2
+ i

x− x∗

2i
=

(
x+ x∗

2

)
+

−
(
x+ x∗

2

)
−

+ i

(
x− x∗

2i

)
+

− i
(
x− x∗

2i

)
−
, (1.7)
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òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèå äëÿ x > 0. Ïîñêîëüêó äëÿ a ∈ Λ èìååì 0 6
1−a 6 1, òî ïî ñëåäñòâèþ 1.40, (1−a)1/2(1−a)(1−a)1/2 6 (1−a)1/2(1−a)1/2 = 1−a.
Ïîýòîìó

‖(1− a)x‖2 = ‖x∗(1− a)2x‖ 6 ‖x∗(1− a)x‖,

è äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî limΛ ‖x(1− a)x‖ = 0 äëÿ ëþáîãî x > 0 èç A, ïðè÷åì áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ‖x‖ = 1.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ðàññóæäåíèþ, åñëè a, b ∈ Λ è a 6 b òî ‖x∗(1 − b)x‖ 6
‖x∗(1− a)x‖, òàê ÷òî, ïðè x > 0,

sup
b∈Λ, b>a

‖x(1− b)x‖ = ‖x(1− a)x‖.

Ïîýòîìó íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî x ∈ A íîðìû îäèí
è ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò a ∈ Λ, ÷òî ‖x∗(1 − a)x‖ < ε. Ïîëîæèì
an := g(nx), n ∈ N (ñì. íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà). Òîãäà ‖x(1 − an)x‖ = ‖h(x)‖, ãäå
h(t) := t2(1 − g(nt)) = t2

1+nt
. Äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ 0 6 h(t) 6 1

n
, òàê ÷òî

‖h(x)‖ 6 1
n
. Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
b∈Λ, b>an

‖x(1− b)x‖ = ‖x(1− an)x‖ 6 1

n

äëÿ ëþáîãî n, ïîýòîìó limb∈Λ ‖x(1− b)x‖ = 0.

Îïðåäåëåíèå 1.43. Àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíîé, åñëè ìíîæå-
ñòâî Λ ñ÷åòíî.

Ñëåäñòâèå 1.44. Ó ñåïàðàáåëüíîé C∗-àëãåáðû èìååòñÿ ñ÷åòíàÿ àïïðîêñèìàòèâíàÿ
åäèíèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïëîòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)n∈N â A. Òîãäà íàéäåòñÿ
òàêîé ýëåìåíò a1 ∈ A, 0 6 a1, ‖a1‖ < 1, ÷òî ‖x1a1−x1‖ 6 1 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ïðåäû-
äóùåé òåîðåìû). Ïðåäïîëîæèì ïî èíäóêöèè, ÷òî ìû óæå íàøëè òàêèå a2, . . . , an,
a1 6 a2 6 . . . 6 an, ÷òî äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n âûïîëíåíî ‖ak‖ < 1 è ‖xiak − xi‖ 6 1

k

ïðè i = 1, 2, . . . , k. Òåïåðü íàéäåì òàêîé ýëåìåíò an+1 > an ñ íîðìîé ‖an+1‖ < 1, ÷òî
‖xian+1 − xi‖ 6 1

n+1
ïðè i = 1, 2, . . . , n+ 1. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ïëîò-

íà â A, òî ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì òàêóþ íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an)n∈N
ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ åäèíè÷íîãî øàðà, ÷òî limn→∞ ‖xan − x‖ = 0 äëÿ êàæäîãî
x ∈ A. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåì òàêîé ýëåìåíò xi, ÷òî ‖x−xi‖ < ε/3,
à äëÿ xi � òàêîé íîìåð j, ÷òî ‖xiak − xi‖ < ε/3 äëÿ âñåõ k > j. Òîãäà äëÿ ýòèõ k

‖xak − x‖ = ‖xiak − xi + (x− xi)ak + x− xi‖ < ε/3 + ε/3‖ak‖+ ε/3 6 ε.

Çàäà÷à 32. Äîêàçàòü, ÷òî îáðàòíîå íåâåðíî: àëãåáðà ñî ñ÷åòíîé àïïðîêñèìàòèâíîé
åäèíèöåé íå îáÿçàíà áûòü ñåïàðàáåëüíîé.
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1.9 Èäåàëû, ôàêòîðû è ãîìîìîðôèçìû

Ïîä èäåàëîì C∗-àëãåáðû ìû âñåãäà áóäåì ïîäðàçóìåâàòü äâóñòîðîííèé èäåàë, çà-
ìêíóòûé ïî íîðìå (äëÿ ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå ýòî ïîëó-
÷àëîñü àâòîìàòè÷åñêè).

Ëåììà 1.45. Âñÿêèé èäåàë I â C∗-àëãåáðå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì: I = I∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè I ⊂ A � èäåàë, òî B := I ∩ I∗ ⊆ A ÿâëÿåòñÿ C∗-ïîäàëãåáðîé.
Ïðè ýòîì B ⊃ I · I∗. Ïóñòü (uλ) � àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà â B, à j ∈ I. Òîãäà

lim
λ∈Λ
‖j∗uλ − j∗‖2 = lim

λ∈Λ
‖uλ(jj∗uλ − jj∗)− (jj∗uλ − jj∗)‖ 6 2 lim

λ∈Λ
‖jj∗uλ − jj∗‖ = 0.

Ïîñêîëüêó uλ ∈ I, òî j∗uλ ∈ I, òàê ÷òî j∗ ∈ I, ïîñêîëüêó I çàìêíóò.

Ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ.

Ëåììà 1.46. Åñëè x∗x 6 a â A, òî ñóùåñòâóåò òàêîé b ∈ A, ÷òî ‖b‖ 6 ‖a‖1/4 è
x = ba1/4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì bn := x(a + 1
n
1)−1/2a1/4 (ýòîò ýëåìåíò ëåæèò â A, äàæå

åñëè ó A íåò åäèíèöû, íî íàì óäîáíî â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ â A+).
Ïóñòü òàêæå

dnm :=

(
a+

1

n
1

)−1/2

−
(
a+

1

m
1

)−1/2

, fn(t) := t3/4
(
t+

1

n

)−1/2

.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn(t)} ñõîäèòñÿ ê f(t) := t1/4 ðàâíîìåðíî íà
[0, ‖a‖], ïîñêîëüêó â ñèëó u2 + v2 > 2uv èìååì(

t1/4
(

1− t1/2

(t+ 1/n)1/2

))2

= t1/2
t+ 1/n+ t− 2t1/2(t+ 1/n)1/2

t+ 1/n
<

< t1/2
t+ 1/n+ t− 2t

t+ 1/n
= t1/2

1/n

t+ 1/n
=

2
√
t/n

t+ 1/n
· 1

2
√
n
6

1

2
√
n
.

Îöåíèì:

‖bn − bm‖2 = ‖xdnma1/4‖2 = ‖a1/4dnmx
∗xdnma

1/4‖ 6 ‖a1/4dnmadnma
1/4‖ =

= ‖dnma3/4‖2 = ‖fn(a)− fm(a)‖2 = sup
t∈[0,‖a‖]

|fn(t)− fm(t)|.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó fn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè, òî è bn � òîæå. Ïîëîæèì
b := limn→∞ bn. Òîãäà ba

1/4 = limn→∞ bna
1/4 = limn→∞ x(a+ 1

n
1)−1/2a1/2 = x.

Çàäà÷à 33. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîñëåäíèé ïðåäåë, äåéñòâèòåëüíî, ðàâåí x. Ýòî äåëàåòñÿ
àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ äëÿ fn â äîêàçàòåëüñòâå, ñ èñïîëüçîâàíèåì x∗x 6 a.
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Îïðåäåëåíèå 1.47. Ïîäàëãåáðà B ⊂ A íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííîé, åñëè äëÿ ëþáûõ
ïîëîæèòåëüíûõ b ∈ B è a ∈ A, èç óñëîâèÿ 0 6 a 6 b ñëåäóåò, ÷òî a ∈ B.

Çàäà÷à 34. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò ïðîèçâîëüíîé C∗-ïîäàëãåáðû
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ýëåìåíòîì âñåé àëãåáðû.

Ëåììà 1.48. Ïóñòü I ⊂ A � èäåàë, à j ∈ I � ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò. Åñëè
a∗a 6 j, òî a ∈ I. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé èäåàë � íàñëåäñòâåííàÿ ïîäàëãåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì a = bj1/4 â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1.46. Ïðè ýòîì j1/4 ∈
C∗(j) ⊂ I, à çíà÷èò, a ∈ I.

Åñëè I ⊂ A� èäåàë, òî ìîæíî îïðåäåëèòü áàíàõîâó ôàêòîð-àëãåáðó A/I ñ íîðìîé
‖a+I‖ := infj∈I ‖a+j‖. Ýòî � èíâîëþòèâíàÿ àëãåáðà: òàê êàê I � ñàìîñîïðÿæåííûé,
òî ‖(a+I)∗‖ = ‖a∗+I‖ = ‖a+I‖. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü a+I ÷åðåç ȧ ∈ A/I.

Òåîðåìà 1.49. Èíâîëþòèâíàÿ àëãåáðà A/I ÿâëÿåòñÿ C∗-àëãåáðîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü òîëüêî C∗-ñâîéñòâî. Ïóñòü (uλ)λ∈Λ � àï-
ïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà I (çàìåòèì, ÷òî èäåàëû, êàê ïðàâèëî, íå èìåþò åäèíèöû, è
óæ âî âñÿêîì ñëó÷àå, ñîáñòâåííûé èäåàë íå ñîäåðæèò åäèíèöó A, äàæå åñëè òàêîâàÿ
èìååòñÿ). Ïîêàæåì ïðåæäå âñåãî, ÷òî

‖ȧ‖ = lim
λ∈Λ
‖a− auλ‖. (1.8)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó uλ ∈ I, òî ‖ȧ‖ 6 ‖a−auλ‖. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî
íåðàâåíñòâà âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ε > 0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò j ∈ I, ÷òî
‖ȧ‖ > ‖a− j‖ − ε. Èìååì

lim
λ∈Λ
‖a− auλ‖ 6 lim

λ∈Λ
(‖a− auλ − (j − juλ)‖+ ‖j − juλ‖) = lim

λ∈Λ
‖a− auλ − (j − juλ)‖.

Çàïèñûâàÿ â A+, ãäå èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî a − auλ − (j − juλ) = (a − j)(1 − uλ),
ïîëó÷àåì îöåíêó ‖(a− j)(1− uλ)‖ 6 ‖a− j‖ < ‖ȧ‖+ ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0
ïîëó÷àåì (1.8).

Òåïåðü, âû÷èñëÿÿ â A+, íàõîäèì îöåíêó

‖ȧ∗ȧ‖ = lim
λ∈Λ
‖a∗a(1− uλ)‖ > lim

λ∈Λ
‖(1− uλ)a∗a(1− uλ)‖ =

= lim
λ∈Λ
‖(a(1− uλ)‖2 = ‖ȧ‖2.

Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî ‖ȧ∗ȧ‖ 6 ‖ȧ‖2 âåðíî â ëþáîé èíâîëþòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðå.

Îïðåäåëåíèå 1.50. Ïóñòü A è B � C∗-àëãåáðû. Íàçîâåì ∗-ãîìîìîðôèçìîì èç A â
B ëþáîé ãîìîìîðôèçì ϕ, ñîõðàíÿþùèé èíâîëþöèþ: ϕ(a∗) = ϕ(a)∗. Åñëè îáå àëãåáðû
èìåþò åäèíèöû, òî ϕ íàçûâàåòñÿ óíèòàëüíûì, åñëè ϕ(1A) = 1B.
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Çàäà÷à 35. Ïóñòü ϕ : A→ B � ∗-ãîìîìîðôèçì àëãåáð áåç åäèíèöû. Äîêàçàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé óíèòàëüíûé ∗-ãîìîìîðôèçì ϕ+ : A+ → B+, ïðîäîëæà-
þùèé ϕ. Óêàçàíèå: åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ϕ+ çàêëþ÷àåòñÿ â
òðåáîâàíèè óíèòàëüíîñòè: ϕ+(1) = 1.

Çàäà÷à 36. Ïóñòü ϕ : A→ B � ∗-ãîìîìîðôèçì àëãåáð, ïðè÷åì A áåç åäèíèöû, à B
� ñ åäèíèöåé. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé óíèòàëüíûé ∗-ãîìîìîðôèçì
ϕ(+) : A+ → B, ïðîäîëæàþùèé ϕ. Óêàçàíèå � òî æå, ÷òî è âûøå.

Òåîðåìà 1.51. Ïóñòü ϕ : A → B � íåíóëåâîé ∗-ãîìîìîðôèçì. Òîãäà ‖ϕ‖ = 1 (â
÷àñòíîñòè, îí íåïðåðûâåí) è ϕ(A) ÿâëÿåòñÿ C∗-ïîäàëãåáðîé B. Åñëè ϕ èíúåêòèâåí,
òî îí ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì (íà îáðàç).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ó àëãåáðû A íåò åäèíèöû, òî áóäåì ðàññìàòðèâàòü ϕ+ èç
çàäà÷è 35 èëè ϕ(+) èç çàäà÷è 36. Åñëè ó àëãåáðû A åñòü åäèíèöà, òî ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî è ó B � òîæå åñòü (åñëè íåò � òî ïðèñîåäèíèì, íå òðåáóÿ óíèòàëüíîñòè
ãîìîìîðôèçìà). Ïðè ýòîì ϕ(1A) = p � ñàìîñîïðÿæåííûé èäåìïîòåíò (p2 = p), ïðî-
ñòðàíñòâî Bp := pBp � ïîäàëãåáðà B (ñì. çàäà÷ó 37) ñ åäèíèöåé p = p · 1B · p, à ϕ,
ðàññìàòðèâàåìûé êàê ãîìîìîðôèçì â Bp, ÿâëÿåòñÿ óíèòàëüíûì.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì óíèòàëüíîãî
ãîìîìîðôèçìà ϕ : A→ B àëãåáð ñ åäèíèöåé.

×òîáû ðàçëè÷àòü ñïåêòð ýëåìåíòà â A è B, áóäåì çàïèñûâàòü SpA (ñîîòâ., SpB)
äëÿ ñïåêòðà ýëåìåíòîâ â A (ñîîòâ., â B).

Ïóñòü a = a∗ ∈ A. Òîãäà SpB(ϕ(a)) ⊂ SpA(a), ïîñêîëüêó ϕ ÿâëÿåòñÿ óíèòàëüíûì
∗-ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð è ‖ϕ(a)‖ = r(ϕ(a)) 6 r(a) = ‖a‖. Äëÿ ýëåìåíòà a ∈ A
îáùåãî âèäà èìååì ‖ϕ(a)‖2 = ‖ϕ(a∗a)‖ 6 ‖a∗a‖ = ‖a‖2, òàê ÷òî ‖ϕ‖ 6 1, òî åñòü ϕ
íåïðåðûâåí è íå óâåëè÷èâàåò íîðìó.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ϕ èíúåêòèâåí, íî íå èçîìåòðè÷åí. Òîãäà íàéäåòñÿ òà-
êîé ýëåìåíò a ∈ A, ÷òî ‖ϕ(a)‖ < ‖a‖. Çíà÷èò, ‖ϕ(b)‖ < ‖b‖ ïðè b := a∗a. Îáîçíà÷èì
‖ϕ(b)‖ =: r è ‖b‖ =: s. Ïóñòü h � íåïðåðûâíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðûé óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì h(t) = 0 ïðè t ∈ [0, r] è h(s) = 1. Òîãäà ‖ϕ(h(b))‖ = ‖h(ϕ(b))‖ =
supλ∈SpB(ϕ(b)) |h(λ)| = 0, â òî âðåìÿ êàê ‖h(b)‖ = supλ∈SpA(b) |h(λ)| > 1. Ïðîòèâîðå÷èå
ñ èíúåêòèâíîñòüþ. (Óñëîâèå êîììóòèðîâàíèÿ î÷åâèäíî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ, hn, ðàâíî-
ìåðíî ïðèáëèæàþùèõ h, à â ïðåäåëå ïîëó÷àåì äëÿ h.)

Â ñëó÷àå îáùåãî (íå îáÿçàòåëüíî èíúåêòèâíîãî) ∗-ãîìîìîðôèçìà, çàìåòèì, ÷òî
I = Kerϕ çàìêíóò, ïîñêîëüêó ϕ íåïðåðûâåí, òàê ÷òî I � èäåàë â A. Ïîýòîìó ϕ
èíäóöèðóåò èíúåêòèâíûé ∗-ãîìîìîðôèçì ϕ̇ : A/I → B ïî ïðàâèëó ϕ̇(ȧ) = ϕ(a).
Òîãäà, ïî äîêàçàííîìó, ϕ̇ ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì, à ϕ(A) = ϕ̇(A/I) çàìêíóòà â
B, òàê ÷òî ÿâëÿåòñÿ C∗-ïîäàëãåáðîé. Ïîñêîëüêó ϕ � íåíóëåâîé, òî èìååòñÿ a ∈ A ñ
ϕ(a) 6= 0. Â ñèëó èçîìåòðè÷íîñòè ϕ̇, èìååì ðàâåíñòâî ‖ȧ‖ = ‖ϕ̇(ȧ)‖ = ‖ϕ(a)‖. Ïðè
ýòîì äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò c ∈ A, ÷òî ċ = ȧ è ‖c‖ < ‖ȧ‖ + ε.
Çíà÷èò, ‖ϕ(c)‖ > ‖c‖ − ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε, ïîëó÷àåì ‖ϕ‖ > 1, òàê ÷òî
‖ϕ‖ = 1.

Çàäà÷à 37. Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà Bp çàìêíóòà, ïîëó÷èâ ïðåäâàðèòåëüíî ðàâåíñòâî
pBp = Ker(L1−p)∩Ker(R1−p), ãäå L1−p è R1−p � ëèíåéíûå îïåðàòîðû ëåâîãî è ïðàâîãî
óìíîæåíèÿ íà 1− p â B, çàäàííûå L1−p : b 7→ (1− p)b è R1−p : b 7→ b(1− p).
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Çàäà÷à 38. Ðàçâèòü ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ïðîâåðèâ ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ
ñóììó çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ B = pBp⊕ pB(1− p)⊕ (1− p)Bp⊕ (1− p)B(1− p),
ïðè÷åì, åñëè çàïèñûâàòü ÷åòâåðêó (a, b, c, d), ïðåäñòàâëÿþùóþ ýëåìåíò äàííîé ïðÿ-

ìîé ñóììû â âèäå ìàòðèöû

(
a b
c d

)
, òî óìíîæåíèå â B ïåðåéäåò ïðè èçîìîðôèçìå

â óìíîæåíèå ìàòðèö ïî ñòàíäàðòíîìó ïðàâèëó.

Çàäà÷à 39. Âûâåñòè èç òåîðåìû 1.51 óòâåðæäåíèå ϕ(f(a)) = f(ϕ(a)) äëÿ ëþáîãî
íîðìàëüíîãî a è íåïðåðûâíîé íà íóæíîì ìíîæåñòâå f (à íå òîëüêî äëÿ ìíîãî÷ëåíà).

Çàäà÷à 40. Ïðîäóìàòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.51 ÷åðåç ðåäóêöèþ ê îòîáðàæåíèþ
êîììóòàòèâíûõ ïîäàëãåáð.

Ñëåäñòâèå 1.52. Ïóñòü I ⊂ A � èäåàë, à B ⊂ A � C∗-ïîäàëãåáðà. Òîãäà I + B
ñîâïàäàåò ñ C∗-ïîäàëãåáðîé C∗(I, B), ïîðîæäåííîé I è B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî I + B ⊂ C∗(I, B) è ÿâëÿåòñÿ èíâîëþòèâíîé ïîäàë-
ãåáðîé. Ïóñòü q : A → A/I � ∗-ãîìîìîðôèçì ôàêòîðèçàöèè. Ìû çíàåì èç ïðåäû-
äóùåé òåîðåìû, ÷òî q(B) çàìêíóò â A/I, òàê ÷òî I + B = q−1(q(B)) çàìêíóòî â A.
Çíà÷èò, I +B ÿâëÿåòñÿ C∗-àëãåáðîé, ñîäåðæàùåéñÿ â C∗(I, B).

Äî ñèõ ïîð ìû ïðîÿâëÿëè áîëüøóþ îñòîðîæíîñòü ïðè ðàññìîòðåíèè ñïåêòðà ýëå-
ìåíòà â C∗-àëãåáðå è åå C∗-ïîäàëãåáðå. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî íå òàê
âàæíî.

Ëåììà 1.53. Ïóñòü B ⊂ A � C∗-ïîäàëãåáðà ñ åäèíèöåé C∗-àëãåáðû ñ åäèíèöåé,
ïðè÷åì 1A = 1B, à a ∈ B. Òîãäà SpB(a) = SpA(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ýëåìåíò èìååò îáðàòíûé â B, òî è â A òîæå,
îòêóäà SpA(a) ⊂ SpB(a). Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ, ÷òî åñëè a
îáðàòèì â A, òî åãî îáðàòíûé ïðèíàäëåæèò B. ×òîáû äîêàçàòü ýòî, ðàññìîòðèì ñíà-
÷àëà ñëó÷àé a = a∗. Òîãäà C∗-àëãåáðà C = C∗(a, a−1), ïîðîæäåííàÿ a è a−1, ÿâëÿåòñÿ
êîììóòàòèâíîé óíèòàëüíîé C∗-ïîäàëãåáðîé A, à çíà÷èò, îíà èçîìîðôíà íåêîòîðîé
àëãåáðå ôóíêöèé C(X). Ïóñòü â îáîçíà÷àåò îáðàç a ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå. Òîãäà
0 /∈ SpC(X)(â) ⊂ R. Âûáåðåì òàêèå ìíîãî÷ëåíû pn, ÷òî pn(t) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê

t−1 íà SpC(X)(â). Òîãäà â−1 = limn→∞ pn(â), òàê ÷òî a−1 = limn→∞ pn(a) ∈ C∗(a) ⊂ B.
Äëÿ ýëåìåíòà a îáùåãî âèäà, åñëè a−1 ñóùåñòâóåò â A, òî a−1(a∗)−1 = (a∗a)−1 ∈ B

ïî äîêàçàííîìó. Ïîýòîìó a−1 = (a∗a)−1a∗ ∈ B.

Çàäà÷à 41. Ïîêàçàòü íà ïðèìåðå, ÷òî áåç óñëîâèÿ 1A = 1B ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà íå
èìååò ìåñòà.

1.10 Òîïîëîãèè íà B(H) è àëãåáðû ôîí Íåéìàíà

Êðîìå òîïîëîãèè íîðìû, èìåþòñÿ è äðóãèå ïîëåçíûå òîïîëîãèè íà C∗-àëãåáðå B(H).
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Îïðåäåëåíèå 1.54. Ñèëüíàÿ òîïîëîãèÿ çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ïîëóíîðì a → ‖aξ‖,
ξ ∈ H.

Ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ïîëóíîðì a→ (aξ, η), ξ, η ∈ H.

Òåîðåìà 1.55. Äëÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ϕ : B(H)→ C ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâè-
âàëåíòíû:

(i) Ñóùåñòâóþò òàêèå ξk, ηk ∈ H, k = 1, . . . , n, ÷òî ϕ(a) =
∑n

k=1(aξk, ηk) äëÿ
ëþáîãî a ∈ B(H);

(ii) ϕ ñëàáî íåïðåðûâåí;

(iii) ϕ ñèëüíî íåïðåðûâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî (i)=⇒(ii) =⇒(iii). Ïîêàæåì, ÷òî èç (iii) ñëåäóåò (i).
Ñèëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü ϕ îçíà÷àåò, ÷òî ïðîîáðàç {a : |ϕ(a)| < 1} îòêðûòîãî åäè-

íè÷íîãî äèñêà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â ñèëüíîé òîïîëîãèè, òî åñòü íàéäóò-
ñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû ε1, . . . , εn è âåêòîðû ξ1, . . . , ξn, ÷òî äëÿ ëþáîãî
a ∈ B(H) èç ‖aξk‖ < εk (äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n) ñëåäóåò, ÷òî |ϕ(a)| < 1. Ìåíÿÿ
ïðè íåîáõîäèìîñòè äëèíó ýòèõ âåêòîðîâ, âèäèì, ÷òî ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ìîæ-
íî ñêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå âåêòîðû ξ1, . . . , ξn, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ B(H) èç
maxk ‖aξk‖ 6 1 ñëåäóåò, ÷òî |ϕ(a)| 6 1. Òîãäà

|ϕ(a)| 6
( n∑
k=1

‖aξk‖2
)1/2

. (1.9)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè |ϕ(a)|2 >
∑n

k=1 ‖aξk‖2 äëÿ íåêîòîðîãî a, òî |ϕ(a)| > ‖aξk‖ äëÿ
âñåõ k, òàê ÷òî, òàê êàê èõ êîíå÷íîå ÷èñëî, ìîæíî íàéòè òàêîå α ∈ R, ÷òî |ϕ(αa)| > 1,
à maxk ‖αaξk‖ < 1 (íàïðèìåð, α−1 := (|ϕ(a)|+ max ‖aξk‖)/2). Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîëîæèì K := ⊕nk=1H. Àëãåáðà B(K) ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíà ñ àëãåáðîé
n× n-ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç B(H). Ïóñòü ρ : B(H)→ B(K) îòîáðàæàåò a ∈ B(H) â
äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñî âñåìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, ðàâíûìè a.

Îáîçíà÷èì ξ := ξ1 ⊕ . . . ⊕ ξn ∈ K è çàìåòèì, ÷òî, ïîëîæèâ ψ(ρ(a)ξ) = ϕ(a),
ìû ïîëó÷èì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà çàìêíóòîì ïîäïðîñòðàíñòâå L ⊂ K, ãäå L
� çàìûêàíèå ïðîñòðàíñòâà L0 := {ρ(a)ξ | a ∈ B(H)}. Äåéñòâèòåëüíî, ñíà÷àëà íàäî
ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ψ íà L0: åñëè ρ(a)(ξ) = ρ(b)(ξ), òî (a− b)ξk = 0
äëÿ k = 1, . . . , n. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî R > 0 èìååì ‖R(a−b)ξk‖ 6
1, à çíà÷èò, |ϕ(R(a − b))| 6 1. Ïîýòîìó |ϕ(a − b)| 6 1/R. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè R
ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ(a−b) = 0 è, òåì ñàìûì, îïðåäåëåíèå êîððåêòíî íà L0. Èç (1.9) âèäèì,
÷òî |ψ(ρ(a))| 6 ‖ρ(a)ξ‖, òàê ÷òî |ψ(ζ)| 6 ‖ζ‖ äëÿ ëþáîãî ζ ∈ L0, à çíà÷èò, è L. Èòàê, ψ
� îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë íà L. Ïî òåîðåìå Ðèññà î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèîíàëîâ,
íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð η ∈ L ⊂ K, ÷òî ψ(ζ) = (ζ, η) äëÿ âñåõ ζ ∈ L (ñ÷èòàåì ýðìèòîâî
ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûì ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó), òàê ÷òî ϕ(a) = (ρ(a)ξ, η). Ðàçëîæèâ
íà êîìïîíåíòû η = η1 ⊕ . . .⊕ ηn, ïîëó÷àåì (ρ(a)ξ, η) =

∑n
k=1(aξk, ηk).

Ñëåäñòâèå 1.56. Âûïóêëîå ìíîæåñòâî â B(H) çàìêíóòî â ñëàáîé òîïîëîãèè òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî â ñèëüíîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ïîñêîëüêó, ïî òåîðåìå
Õàíà-Áàíàõà, çàìêíóòûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà ïîëó÷àþòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå çàìêíó-
òûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëàì.

Îïðåäåëåíèå 1.57. Àëãåáðîé ôîí Íåéìàíà íàçûâàåòñÿ C∗-ïîäàëãåáðà B(H), ñîäåð-
æàùàÿ åäèíèöó (òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð) è çàìêíóòàÿ â ñëàáîé òîïîëîãèè.

Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ C è B(H) (íà ñàìîì äåëå, ïåðâàÿ àëãåáðà �
÷àñòíûé ñëó÷àé âòîðîé).

Îïðåäåëåíèå 1.58. Äëÿ ìíîæåñòâà S ⊆ B(H) îáîçíà÷èì ÷åðåç S ′ åãî êîììóòàíò,
òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ îïåðàòîðîâ a ∈ B(H), ÷òî as = sa äëÿ âñÿêîãî s ∈ S.

Çàäà÷à 42. Ïðîâåðèòü, ÷òî

� Åñëè S � ñàìîñîïðÿæåííîå, òî è S ′ òîæå.

� Êîììóòàíò ëþáîãî ìíîæåñòâà � àëãåáðà ñ åäèíèöåé.

� Êîììóòàíò ëþáîãî ìíîæåñòâà ñëàáî çàìêíóò.

� Òàêèì îáðàçîì, S ′ � àëãåáðà ôîí Íåéìàíà äëÿ ëþáîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî ìíî-
æåñòâà S.

� Åñëè S1 ⊂ S2, òî S
′
1 ⊃ S ′2.

� Âñåãäà S ⊂ S ′′.

� Ïîýòîìó S ′ = S ′′′, S ′′ = S ′′′′ è ò.ä.

Òåîðåìà 1.59 (ôîí Íåéìàíà î áèêîììóòàíòå). Ïóñòü A � C∗-ïîäàëãåáðà B(H),
ñîäåðæàùàÿ åäèíè÷íûé îïåðàòîð. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(i) A = A′′;

(ii) A ñëàáî çàìêíóòà;

(iii) A ñèëüíî çàìêíóòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó A ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïîäìíîæåñòâîì, òî (ii) è (iii)
ýêâèâàëåíòíû ïî ñëåäñòâèþ 1.56. Ïîñêîëüêó A′′ ñëàáî çàìêíóòî, òî èç (i) ñëåäóåò
(ii). Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî èç (iii) ñëåäóåò (i).

Äëÿ âåêòîðà ξ ∈ H îáîçíà÷èì ÷åðåç p ïðîåêöèþ íà çàìûêàíèå V ëèíåéíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà, îáðàçîâàííîãî âåêòîðàìè aξ, a ∈ A. Çàìåòèì, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ a-
èíâàðèàíòíûì äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Äåéñòâèòåëüíî, îáùèé ýëåìåíò η ∈ V èìååò âèä
η = limα aαξ äëÿ íåêîòîðîé íàïðàâëåííîñòè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ A â ñèëó íåïðå-
ðûâíîñòè äåéñòâèÿ A íà H,

aη = a lim
α
aαξ = lim

α
aaαξ ∈ V.
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Òàêèì îáðàçîì, pη = η ïðè η ∈ V . Ïîñêîëüêó 1 ∈ A, òî ξ ∈ V , òàê ÷òî pξ = ξ.
Ïîýòîìó papζ = paη = aη = apζ äëÿ ëþáîãî ζ ∈ H, ãäå îáîçíà÷åíî η = pζ ∈ V . Òàê
÷òî pap = ap äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Îòñþäà pa = (a∗p)∗ = (pa∗p)∗ = pap è ïîëó÷àåì
ap = pa, òî åñòü p ∈ A′. Ïóñòü b ∈ A′′. Òîãäà pb = bp, òàê ÷òî pbξ = bpξ = bξ è
bξ ∈ V . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ýëåìåíò a ∈ A, äëÿ êîòîðîãî
‖(b− a)ξ‖ < ε.

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ξ1, . . . , ξn ∈ H è îïðåäåëèì ξ := ξ1⊕ . . .⊕ ξn ∈ K :=
H ⊕ . . . ⊕ H. Ïóñòü ρ : B(H) → B(K) � äèàãîíàëüíîå âëîæåíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ρ(A)′ ñîñòîèò èç âñåõ n×n-ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç A′, à ρ(A′′) = ρ(A)′′ (çàäà÷à 43).
Ïðèìåíÿÿ ê ýòîé ñèòóàöèè ïåðâóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
b ∈ A′′ è âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a ∈ A, ÷òî ‖(ρ(b)− ρ(a))ξ‖ < ε. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî

∑n
k=1 ‖(b − a)ξk‖2 = ‖(ρ(b) − ρ(a))ξ‖2 < ε2, òàê ÷òî ìû ìîæåì ñèëüíî

ïðèáëèçèòü b ∈ A′′ íåêîòîðûì a ∈ A.

Çàäà÷à 43. Ïðîâåðèòü, ÷òî ρ(A)′ ñîñòîèò èç âñåõ n×n-ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç A′, à
ρ(A′′) = ρ(A)′′.

Ñëåäñòâèå 1.60. Åñëè A � àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, òî è A′ � àëãåáðà ôîí Íåéìàíà.

Îïðåäåëåíèå 1.61. Öåíòðîì àëãåáðû íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî åå ýëåìåíòîâ, êîììó-
òèðóþùèõ ñî âñåìè åå ýëåìåíòàìè.

Ñëåäñòâèå 1.62. Åñëè A � àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, òî è åå öåíòð � àëãåáðà ôîí
Íåéìàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîäàëãåáðû A ⊆ B(H) èìååì Z = A ∩ A′.

Ïóñòü A ⊂ B(H) ÿâëÿåòñÿ C∗-àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé åäèíè÷íûé îïåðàòîð. Òîãäà
òåîðåìà î áèêîììóòàíòå óòâåðæäàåò, ÷òî A ñëàáî (ñèëüíî) ïëîòíà â A′′. Â ýòîì ðå-
çóëüòàòå åñòü òîò íåäîñòàòîê, ÷òî ïðèáëèæåíèå ïðîèñõîäèò ýëåìåíòàìè ñ, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåêîíòðîëèðóåìîé íîðìîé. Ýòî ïðåîäîëåâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé, êîòî-
ðóþ ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðîå ìîæíî íàéòè â [7, � 4.3].

Òåîðåìà 1.63 (Êàïëàíñêîãî î ïëîòíîñòè). Åäèíè÷íûé øàð A ñëàáî (ñèëüíî) ïëîòåí
â åäèíè÷íîì øàðå A′′. Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ ìíîæåñòâ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ
â ýòèõ åäèíè÷íûõ øàðàõ è äëÿ ìíîæåñòâ óíèòàðíûõ ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.64. Åñëè öåíòð Z àëãåáðû ôîí Íåéìàíà A ñîñòîèò òîëüêî èç ñêà-
ëÿðíûõ îïåðàòîðîâ (òî åñòü Z = C1), òî A íàçûâàåòñÿ ôàêòîðîì.

Çàìå÷àíèå 1.65. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êðîìå íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî èñ-
÷èñëåíèÿ äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ, èìååòñÿ áîðåëåâñêîå ôóíêöèîíàëüíîå
èñ÷èñëåíèå � âìåñòî ïðèáëèæåíèÿ ïî íîðìå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïîëèíîìàìè òóò
ïðîèñõîäèò ïðèáëèæåíèå ïîëèíîìàìè áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé, à ñîîòâåòñòâóþùèå îïå-
ðàòîðû áóäóò ñõîäèòüñÿ â ñëàáîé òîïîëîãèè. Òî÷íåå, ïóñòü ìíîãî÷ëåíû pi ñõîäÿòñÿ
ìîíîòîííî è ïîòî÷å÷íî ê áîðåëåâñêîé ôóíêöèè f íà ñïåêòðå ñàìîñîïðÿæåííîãî îïå-
ðàòîðà a ∈ B(H). Òîãäà pi(a) � ñèëüíî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ
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(ýòî óòâåðæäåíèå èç ñòàíäàðòíîãî êóðñà, ñì. íàïðèìåð, (ñì. [5, ãëàâà V, òåîðåìà 5]).
Ïîñêîëüêó âñå ìíîãî÷ëåíû êîììóòèðóþò ñ êîììóòàíòîì ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðà-
òîðà, òî äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè f íà ñïåêòðå ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà
a, îïåðàòîð f(a) ëåæèò â {a}′′.
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Ãëàâà 2

Ïðåäñòàâëåíèÿ C∗-àëãåáð

2.1 Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïðåäñòàâëåíèåì C∗-àëãåáðû A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H
íàçûâàåòñÿ ∗-ãîìîìîðôèçì èç A â B(H).

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïðåäñòàâëåíèå C∗-àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåïðèâî-
äèìûì, åñëè â H íåò ñîáñòâåííûõ èíâàðèàíòíûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (ïðè äåé-
ñòâèè îïåðàòîðàìè èç îáðàçà ïðåäñòàâëåíèÿ). Ïðåäñòàâëåíèå òîïîëîãè÷åñêè íåïðè-
âîäèìî, åñëè íåò çàìêíóòûõ ñîáñòâåííûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ñêîðî ìû óâèäèì, ÷òî äëÿ C∗-àëãåáð ýòè äâà ïîíÿòèÿ ñîâïàäàþò.

Ëåììà 2.3. Ïðåäñòàâëåíèå π òîïîëîãè÷åñêè íåïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà π(A)′ = C1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè π(A)′ ñîäåðæèò ÷òî-òî, êðîìå ñêàëÿðîâ, òî îíî ñîäåðæèò è ñà-
ìîñîïðÿæåííûé íåñêàëÿðíûé îïåðàòîð (ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ðàçëîæåíèÿ íåñêàëÿð-
íîãî îïåðàòîðà â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äâóõ ñàìîñîïðÿæåííûõ a = a+a∗

2
+ i · a−a∗

2i
,

êîòîðûå òîæå ïðèíàäëåæàò êîììóòàíòó, è õîòÿ áû îäèí èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ñêà-
ëÿðíûì). Ïðèìåíÿÿ áîðåëåâñêîå ôóíêöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå (ñì. çàìå÷àíèå 1.65) ê
ýòîìó ñàìîñîïðÿæåííîìó îïåðàòîðó b, ìîæåì ïîëó÷èòü ñîáñòâåííûé ïðîåêòîð p â
π(A)′. Èìåííî, åñëè îïåðàòîð íåñêàëÿðíûé, òî ó íåãî, ïî êðàéíåé ìåðå, äâå ðàçëè÷-
íûå òî÷êè â ñïåêòðå, ñêàæåì, t0 è t1, è íàäî ðàññìîòðåòü áîðåëåâñêóþ ôóíêöèþ f ,
ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ 0 è 1, ïðè÷åì f(t0) = 0, f(t1) = 1 (çàäà÷à 44). (Ìîæíî òàê-
æå íå ïðèìåíÿòü èñ÷èñëåíèå, à ïðîñòî âçÿòü ïîäõîäÿùèå ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû èç
ñòàíäàðòíîé ñïåêòðàëüíîé òåîðåìû, êîòîðûå ïî ïîñòðîåíèþ îáëàäàþò íåîáõîäèìû-
ìè óñëîâèÿìè êîììóòèðîâàíèÿ). Òîãäà pH � çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî, òàê êàê p ∈ π(A)′.

Îáðàòíî, ïóñòü L ⊂ H � çàìêíóòîå π(A)-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, à p ∈
B(H) � ïðîåêòîð íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà π(a)p = pπ(a)p äëÿ ëþáîãî a ∈ A.
Ïîýòîìó pπ(a) = (π(a∗)p)∗ = (pπ(a∗)p)∗ = pπ(a)p = π(a)p è p ∈ π(A)′. Ïðè ýòîì p íå
ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì.
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Çàäà÷à 44. Ïðîâåðèòü â äîêàçàòåëüñòâå âûøå, ÷òî f(b) � ñîáñòâåííûé ïðîåêòîð,
ïîñêîëüêó f 2 = f è Sp(f(b)) = {0, 1}.

Çàäà÷à 45. Äîêàçàòü áîëåå îáùèé ôàêò: åñëè ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò a â C∗-
àëãåáðå ñ åäèíèöåé èìååò Sp(a) = {0, 1}, òî a � íåñêàëÿðíûé èäåìïîòåíò.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü π � òîïîëîãè÷åñêè íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå C∗-àëãåáðû
A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà äëÿ ëþáûõ t ∈ B(H), êîíå÷íîìåðíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ H è ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a ∈ A, ÷òî ‖a‖ 6 ‖t|L‖
è ‖(π(a)− t)|L‖ < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê π òîïîëîãè÷åñêè íåïðèâîäèìî, òî ïî ëåììå 2.3 π(A)′ ñîâ-
ïàäàåò ñî ñêàëÿðàìè, à çíà÷èò, π(A)′′ = B(H). Ïîýòîìó π(A) ïëîòíî â B(H) â ñëàáîé
(ñèëüíîé) òîïîëîãèè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ‖t|L‖ = 1. Ïî-
ëîæèì s = tpL, ãäå pL � ïðîåêòîð íà L. Ïîñêîëüêó L êîíå÷íîìåðíî, òî, ïî òåîðåìå
Êàïëàíñêîãî î ïëîòíîñòè, íàéäåòñÿ òàêîé b ∈ A, ÷òî ‖π(b)‖ 6 1 è ‖(π(b)−s)|L‖ < ε/2.
Òîãäà èìååòñÿ òàêîé ýëåìåíò c ∈ A, ÷òî π(c) = π(b) è ‖c‖ < ‖π(b)‖(1+ε/2). Ïîëîæèì
a := c

1+ε/2
(ñì. òåîðåìó 1.51). Òîãäà ‖a‖ 6 1 è

‖(π(a)− t)|L‖ 6 ‖(π(c)− t)|L‖+ ‖π(a)− π(c)‖ < ε/2 + ε/2 = ε.

Ëåììà 2.5. Ïóñòü π � òîïîëîãè÷åñêè íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå C∗-àëãåáðû
A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà äëÿ ëþáûõ t ∈ B(H), êîíå÷íîìåðíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ H è ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé a ∈ A, ÷òî π(a)|L = t|L è ‖a‖ 6
‖t‖+ ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò a0 ∈ A, ÷òî ‖a0‖ 6
‖t‖ è ‖(π(a0)− t)|L‖ < ε/2. Ïî èíäóêöèè ìîæåì íàéòè äëÿ êàæäîãî n òàêîé ýëåìåíò
an ∈ A, ÷òî ‖an‖ 6 2−nε è ‖(

∑n
k=0 π(an)− t)pL|‖ < 2−n−1ε. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ýëåìåíòû íàéäåíû äëÿ íåêîòîðîãî n è âñåõ ìåíüøèõ. Ïðèìåíÿÿ ïðåäûäó-
ùóþ ëåììó ê s = −

∑n
k=0 π(ak) + t, òîìó æå ïîäïðîñòðàíñòâó L è 2−n−2ε, íàõîäèì

òàêîé ýëåìåíò an+1, ÷òî ‖an+1‖ 6 2−n−1ε è ‖(
∑n+1

k=1 π(ak) − t)pL‖ < 2−n−2ε. Òåïåðü
ïîëîæèì a =

∑∞
k=0 ak. Òîãäà a ∈ A è î÷åâèäíî, ÷òî ‖a‖ 6 ‖t‖+ ε è a|L = t|L.

Òåîðåìà 2.6. Âñÿêîå òîïîëîãè÷åñêè íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå C∗-àëãåáðû ÿâëÿ-
åòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåïðèâîäèìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå Ïóñòü V ⊂ H � íåçàìêíóòîå èíâàðèàíò-
íîå ïðîñòðàíñòâî, à V � åãî çàìûêàíèå. Îíî òîæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì (òàê êàê äåéñòâèå íåïðåðûâíî), òàê ÷òî V = H. Âîçüìåì η ∈ H \ V , äëÿ
îïðåäåëåííîñòè íîðìû 1. Ïóñòü ξ ∈ V � íåíóëåâîé âåêòîð, à t � òàêîé îïåðàòîð â
H, ÷òî tξ = η. Òîãäà ïî ïðåäûäóùåé ëåììå íàéäåòñÿ òàêîé a ∈ A, ÷òî π(a)ξ = η.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ èíâàðèàíòíîñòüþ V .



2.2. Ïîëîæèòåëüíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû 31

2.2 Ïîëîæèòåëüíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë (ïîêà íå òðåáóåì íåïðåðûâíîñòè, ñì. ëåì-
ìó 2.10 íèæå) ϕ íà C∗-àëãåáðå A íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè ϕ(a) > 0 äëÿ
ëþáîãî a > 0. Åñëè ïîëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íåïðåðûâåí è èìååò íîð-
ìó 1, òî îí íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿíèåì.

Ïðèìåð 2.8. Åñëè π � ïðåäñòàâëåíèå A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, à ξ ∈ H, òî
ôóíêöèîíàë ϕ(a) := (ξ, π(a)ξ) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Åñëè ó A èìååòñÿ åäèíèöà
è ‖ξ‖ = 1, òî òàêîå ϕ ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì.

Ñ êàæäûì ïîëîæèòåëüíûì ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì ϕ ìîæíî ñâÿçàòü ïîëóòîðà-
ëèíåéíóþ ôîðìó íà A, çàäàííóþ ôîðìóëîé 〈a, b〉 := ϕ(a∗b), òî åñòü ôîðìà 〈·, ·〉 ëè-
íåéíà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, ñîïðÿæåííî ëèíåéíà ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèîíàëà 〈a, a〉 = ϕ(a∗a) > 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Ïîýòîìó
ïî ñëåäóþùåé ëåììå îíà ýðìèòîâî ñèììåòðè÷íà: 〈b, a〉 = 〈a, b〉.

Ëåììà 2.9 (èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû). Åñëè ó ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìû 〈a, a〉 ∈
R äëÿ ëþáîãî a, òî îíà ýðìèòîâî ñèììåòðè÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ïîëÿðèçàöèîííûå òîæäåñòâà

〈a+ b, a+ b〉 = 〈a, a〉+ 〈a, b〉+ 〈b, a〉+ 〈b, b〉, (2.1)

〈a+ ib, a+ ib〉 = 〈a, a〉+ 〈a, ib〉+ 〈ib, a〉+ 〈ib, ib〉 = 〈a, a〉+ i(〈a, b〉− 〈b, a〉) + 〈b, b〉. (2.2)

Èç ïåðâîãî ïîëó÷àåì, ÷òî 〈a, b〉 + 〈b, a〉 ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì, à èç âòîðîãî � ÷òî
〈a, b〉 − 〈b, a〉 ÿâëÿåòñÿ ìíèìûì. Çíà÷èò, 〈a, b〉 = 〈b, a〉.

Òàêèì îáðàçîì, 〈a, b〉 � ïîëîæèòåëüíàÿ ýðìèòîâà ôîðìà è, çíà÷èò, äëÿ íåå âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-(Øâàðöà-Áóíÿêîâñêîãî): |〈a, b〉|2 6 〈a, a〉〈b, b〉, òî åñòü
|ϕ(a∗b)|2 6 ϕ(a∗a)ϕ(b∗b).

Ëåììà 2.10. Ïîëîæèòåëüíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íåïðåðûâíû. Åñëè uλ � àï-
ïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà â A, òî ‖ϕ‖ = limλ∈Λ ϕ(uλ). Â ÷àñòíîñòè, åñëè A èìååò
åäèíèöó, òî ‖ϕ‖ = ϕ(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà óíèòàëüíûé ñëó÷àé. Åñëè 0 6 a 6 1, òî, ïî-
ñêîëüêó ϕ ïîëîæèòåëåí, ïîëó÷àåì, ÷òî 0 6 ϕ(a) 6 ϕ(1). Äëÿ x ∈ A ñ ‖x‖ 6 1 èìååì
0 6 x∗x 6 1, òàê ÷òî |ϕ(x)|2 = |ϕ(1 · x)|2 6 ϕ(1) · ϕ(x∗x) 6 ϕ(1)2 ïî íåðàâåíñòâó
Êîøè-Øâàðöà-Áóíÿêîâñêîãî. Çíà÷èò, ‖ϕ‖ 6 ϕ(1) 6 ‖ϕ‖.

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåóíèòàëüíûé ñëó÷àé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ íå îãðàíè÷åí íà
åäèíè÷íîì øàðå A. Òîãäà îí íå îãðàíè÷åí íà ïîäìíîæåñòâå åäèíè÷íîãî øàðà, ñî-
ñòîÿùåì èç ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ (ïîñêîëüêó ëþáîé ýëåìåíò a ðàçëàãàåòñÿ â
ëèíåéíóþ êîìáèíàöèÿ èç ÷åòûðåõ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ íîðìàìè, íå ïðåâîñ-
õîäÿùèìè ‖a‖, ñì. (1.7)). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî k ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîé ïî-
ëîæèòåëüíûé ýëåìåíò ak ∈ A, ÷òî ‖ak‖ 6 1 è ϕ(ak) > 2k. Ïîëîæèì a :=

∑∞
k=1

ak
2k
∈ A.
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N èìååì a >
∑n

k=1
ak
2k

è

ϕ(a) > ϕ
( n∑
k=1

ak
2k

)
=

n∑
k=1

ϕ(ak)

2k
> n,

÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, ϕ îãðàíè÷åí è â íåóíèòàëüíîì ñëó÷àå.
Ïîëîæèì m := limλ∈Λ ϕ(uλ), ïðè÷åì ïðåäåë ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó íàïðàâëåí-

íîñòü ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé è îãðàíè÷åííîé ‖ϕ‖ ñâåðõó. Òîãäà, äëÿ ëþáîãî x ∈ A
ñ ‖x‖ 6 1 èìååì |ϕ(x)| = limλ∈Λ |ϕ(uλx)| â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ϕ. Ïîýòîìó, ïî íåðà-
âåíñòâó Êîøè-Øâàðöà-Áóíÿêîâñêîãî èìååì

|ϕ(x)|2 = lim
λ∈Λ
|ϕ(uλx)|2 6 sup

λ
ϕ(u2

λ)ϕ(x∗x) 6 sup
λ
ϕ(uλ)ϕ(x∗x) 6 m‖ϕ‖.

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûáåðåì òàêîé ýëåìåíò x ∈ A, ÷òî ‖ϕ‖2 < |ϕ(x)|2 + ε. Òîãäà
‖ϕ‖2 < m‖ϕ‖ + ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖ϕ‖2 6 m‖ϕ‖ è ‖ϕ‖ 6 m. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî
ε > 0 èìååòñÿ uλ0 , äëÿ êîòîðîãî ϕ(uλ0) > m − ε, òî ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó ‖ϕ‖ = m.

Ñëåäñòâèå 2.11. Åñëè ϕ � ñîñòîÿíèå íà C∗-àëãåáðå ñ åäèíèöåé, òî ϕ(1) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, 1 = ‖ϕ‖ = ϕ(1).

2.3 ÃÍÑ-êîíñòðóêöèÿ (Ãåëüôàíä�Íàéìàðê�Ñåãàë)

Îïðåäåëåíèå 2.12. Âåêòîð ξ ∈ H íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì äëÿ π : A→ B(H), åñëè
π(A)ξ ïëîòíî â H.

Òåîðåìà 2.13. Ïóñòü ϕ � ïîëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà C∗-àëãåáðå A.
Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ïðåäñòàâëåíèå πϕ àëãåáðû A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
H è öèêëè÷åñêèé âåêòîð ξϕ ∈ H, ÷òî ‖ξϕ‖2 = ‖ϕ‖ è (ξϕ, πϕ(a)ξϕ) = ϕ(a) äëÿ âñåõ
a ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N := {a ∈ A : ϕ(a∗a) = 0}. Òîãäà N = {a ∈ A : ϕ(b∗a) =
0 äëÿ âñåõ b ∈ A} ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Øâàðöà�Áóíÿêîâñêîãî. ÏîýòîìóN çàìêíóòî
êàê ïåðåñå÷åíèå ÿäåð íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ a 7→ ϕ(b∗a)). Êðîìå òîãî, N �
ëåâûé èäåàë, ïîñêîëüêó ϕ(b∗an) = ϕ((a∗b)∗n) = 0 äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A ïðè n ∈ N , òàê
÷òî an ∈ N .

Îïðåäåëèì ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà áàíàõîâîì ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå
A/N ôîðìóëîé (ȧ, ḃ) = ϕ(a∗b), ãäå ÷åðåç ȧ îáîçíà÷åí êëàññ ñìåæíîñòè a + N . Ýòî
ïðîèçâåäåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî, ïîñêîëüêó, åñëè n1, n2 ∈ N , òî ϕ((a + n1)∗(b +
n2)) = ϕ(a∗b) + ϕ((a + n1)∗n2) + ϕ(b∗n1) = ϕ(a∗b). Òàêæå âûïîëíÿåòñÿ (ȧ, ȧ) > 0 ïðè
ȧ 6= 0. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå èç A/N ïîïîëíåíèåì ïî
íîðìå, çàäàííîé ýòèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π0 ïðåäñòàâëåíèå
A â A/N (òóò ìû íåñêîëüêî ðàñøèðÿåì ïîíÿòèå ïðåäñòàâëåíèÿ íà ïðåäãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî) ïî ôîðìóëå π0(a)ẋ = (ax)·, ãäå ẋ ∈ A/N . Åñëè n ∈ N , òî (a(x+ n))· =
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(ax)·, òàê ÷òî π0 êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Îíî ÿâëÿåòñÿ èíâîëþòèâíûì, ïîñêîëüêó
(π0(a)ẋ, ẏ) = ϕ((ax)∗y) = ϕ(x∗(a∗y)) = (ẋ, π0(a∗)ẏ) = (π0(a∗)∗ẋ, ẏ) è π0(a∗)∗ = π0(a).
Ïðè ýòîì ‖π0‖ 6 1. Äåéñòâèòåëüíî,

‖π0(a)‖2 = sup
‖ẋ‖61

‖π0(a)ẋ‖2 = sup
‖ẋ‖61

ϕ(x∗a∗ax) 6

6 sup
‖ẋ‖61

‖a∗a‖ϕ(x∗x) 6 ‖a‖2.

Ïîýòîìó π0 ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî ïðåäñòàâëåíèÿ πϕ àëãåáðû A â H.
Åñëè àëãåáðà A óíèòàëüíà, òî ïîëîæèì ξϕ := 1̇. Òîãäà (ξϕ, πϕ(a)ξϕ) = ϕ(a) è

ξϕ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, ïîñêîëüêó πϕ(A)ξϕ = A/N ïëîòíî â H. Íàêîíåö, ‖ϕ‖ =
ϕ(1) = ‖ξϕ‖2.

Äëÿ àëãåáðû A îáùåãî âèäà ðàññìîòðèì åå àïïðîêñèìàòèâíóþ åäèíèöó uλ. Ïîêà-
æåì, ÷òî u̇λ ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåííîñòüþ Êîøè. Âûáåðåì ε > 0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé
èíäåêñ α ∈ Λ, ÷òî ϕ(uα) > ‖ϕ‖ − ε (ïîñêîëüêó ‖ϕ‖ = limλ∈Λ ϕ(uλ) ïî ëåììå 2.10).
Òåïåðü íàéäåì òàêîé èíäåêñ β ∈ Λ, ÷òî β > α è ‖uλuα − uα‖ < ε äëÿ ëþáîãî λ > β.
Òîãäà

Re(ϕ(uλuα)) = ϕ(uα) + Re(ϕ(uλuα − uα)) > ‖ϕ‖ − 2ε.

Ïîýòîìó

‖u̇λ − u̇α‖2 = ϕ((uλ − uα)2) = ϕ(u2
λ) + ϕ(u2

α)− 2Re(ϕ(uλuα)) 6

6 ϕ(u2
λ) + ϕ(u2

α)− 2(‖ϕ‖ − 2ε) 6 4ε.

Çíà÷èò, ïðè λ, µ > β, èìååì

‖u̇λ − u̇µ‖ 6 ‖u̇λ − u̇α‖+ ‖u̇α − u̇µ‖ 6 4ε1/2.

Òàêèì îáðàçîì, u̇λ � íàïðàâëåííîñòü Êîøè. Ïóñòü ξϕ := limλ∈Λ u̇λ ∈ H. Òîãäà
(ξϕ, πϕ(a)ξϕ) = limλ∈Λ ϕ(uλauλ) = ϕ(a). Ïîñêîëüêó πϕ(A)ξϕ = A/N , òî ξϕ � öèê-
ëè÷åñêèé. Èç ȧ = πϕ(a)ξϕ ñëåäóåò, ÷òî

lim
λ∈Λ

πϕ(uλ)ȧ = lim
λ∈Λ

πϕ(uλ)πϕ(a)ξϕ = πϕ(a)ξϕ = ȧ

äëÿ ëþáîãî ȧ ∈ A/N , òàê ÷òî íàïðàâëåííîñòü πϕ(uλ) ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê 1 íà H â ñèëó
åå îãðàíè÷åííîñòè. Ïîýòîìó ‖ϕ‖ = limλ∈Λ ϕ(uλ) = limλ∈Λ(ξϕ, πϕ(uλ)ξϕ) = ‖ξϕ‖2.

2.4 Ðåàëèçàöèÿ C∗-àëãåáð êàê îïåðàòîðíûõ àëãåáð â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ñëåäñòâèå 2.14. Ëþáîå ñîñòîÿíèå ϕ íà C∗-àëãåáðå A áåç åäèíèöû äîïóñêàåò åäèí-
ñòâåííîå ïðîäîëæåíèå äî ñîñòîÿíèÿ íà A+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü πϕ � ïðåäñòàâëåíèå A, çàäàííîå ÃÍÑ-êîíñòðóêöèåé. Ïîëî-
æèì πϕ(1) = 1. Òîãäà πϕ ïðîäîëæàåòñÿ äî ïðåäñòàâëåíèÿ A+ è ϕ̃(a) := (ξϕ, π(a)ξϕ)
ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì. Îíî åäèíñòâåííî, ïîñêîëüêó äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ϕ̃(1) = 1
(ñëåäñòâèå 2.11).
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Çàäà÷à 46. Ïóñòü uλ, λ ∈ Λ, � íåêîòîðàÿ àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà â óíèòàëüíîé
àëãåáðå. Äîêàçàòü, ÷òî 1 = limλ∈Λ uλ.

Ëåììà 2.15. Ïóñòü ϕ : A → C � òàêîé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, ÷òî
‖ϕ‖ = 1 = limλ∈Λ ϕ(uλ) äëÿ íåêîòîðîé àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöû uλ. Òîãäà ϕ �
ñîñòîÿíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ñâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ê óíèòàëüíîìó ñëó÷àþ. Ïóñòü ϕ̃ �
íåêîòîðîå ïðîäîëæåíèå (ïî òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà) ôóíêöèîíàëà ϕ äî íåïðåðûâíîãî
ôóíêöèîíàëà íà A+. Ïóñòü ϕ̃(1) =: α. Ïîñêîëüêó ‖ϕ̃‖ = 1, òî |α| 6 1. Èç íåðàâåíñòâà
‖2uλ − 1‖ 6 1 ñëåäóåò, ÷òî |2 − α| = limλ∈Λ |ϕ(2uλ − 1)| 6 1. Òàêèì îáðàçîì, α = 1.
Çíà÷èò, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî A óíèòàëüíà è ϕ(1) = 1 (åñëè A ñ ñàìîãî íà÷àëà áûëà
óíèòàëüíîé, òî ïîëüçóåìñÿ çàäà÷åé 46).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ϕ(a) ∈ R, åñëè a = a∗ (à çíà÷èò, ñîäåðæèòñÿ â [−‖a‖, ‖a‖]).
Ïóñòü a � ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò íîðìû 1. Òîãäà ‖a ± in1‖2 = ‖a2 + n21‖ =
n2 + 1, òàê ÷òî |ϕ(a) ± in| 6

√
n2 + 1 äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Çíà÷èò, ϕ(a) ñîäåðæèòñÿ

â ïåðåñå÷åíèè âñåõ äèñêîâ ñ öåíòðàìè â ±in è ðàäèóñîâ
√
n2 + 1. Ýòî ïåðåñå÷åíèå

ðàâíî âåùåñòâåííîìó èíòåðâàëó [−1, 1].
Åñëè 0 6 a 6 1, òî ‖2a − 1‖ 6 1. Ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå ê ñàìîñî-

ïðÿæåííîìó ýëåìåíòó 2a− 1, ïîëó÷àåì, ÷òî −1 6 2ϕ(a)− 1 6 1, òàê ÷òî ϕ(a) > 0 è
ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.

Ëåììà 2.16. Ïóñòü a ∈ A � ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò. Òîãäà èìååòñÿ òàêîå
ñîñòîÿíèå ϕ íà A, ÷òî |ϕ(a)| = ‖a‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A áåç åäèíèöû, òî áóäåì ðàáîòàòü â A+. Ðàññìîòðèì êîì-
ìóòàòèâíóþ C∗-àëãåáðó C∗(a). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ìóëüòèïëèêàòèâíûé ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë ϕ0 íà C∗(a), ÷òî |ϕ0(a)| = ‖a‖ (íàäî âçÿòü â êà÷åñòâå ϕ0 îòîáðàæåíèå
âçÿòèÿ çíà÷åíèÿ â òîé òî÷êå Sp(a), ãäå ôóíêöèÿ â äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà).
Òîãäà ϕ0(1) = 1 = ‖ϕ0‖. Ðàññìîòðèì ïðîäîëæåíèå ϕ0 ïî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà äî
ôóíêöèîíàëà ϕ íà A+. Òîãäà, ïîñêîëüêó ‖ϕ‖ = 1 = ϕ(1), òî ϕ � ñîñòîÿíèå ïî ëåììå
2.15.

Ñëåäñòâèå 2.17. Äëÿ ëþáîãî a ∈ A ñóùåñòâóþò òàêèå ïðåäñòàâëåíèå π è åäèíè÷-
íûé âåêòîð ξ â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ, ÷òî ‖π(a)ξ‖ = ‖a‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, íàéäåì òàêîå ñîñòîÿíèå ϕ, ÷òî ϕ(a∗a) =
‖a‖2. Ïóñòü π = πϕ è ξ = ξϕ ïîëó÷åíû äëÿ ϕ ïî ÃÍÑ-êîíñòðóêöèè. Òîãäà

‖π(a)ξ‖2 = (ξ, π(a∗a)ξ) = ϕ(a∗a) = ‖a‖2.

Òåîðåìà 2.18 (Ãåëüôàíäà-Íàéìàðêà). Ëþáàÿ C∗-àëãåáðà èçîìåòðè÷åñêè ∗-èçîìîð-
ôíà C∗-ïîäàëãåáðå B(H) äëÿ íåêîòîðîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H. Åñëè A ñå-
ïàðàáåëüíà, òî è H ìîæåò áûòü âûáðàíî ñåïàðàáåëüíûì.



2.5. Ðàçëîæåíèå Æîðäàíà 35

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì π = ⊕ϕπϕ, ãäå ïðÿìàÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì
A. Òî÷íåå, ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèëüáåðòîâà ïðÿìàÿ ñóììà H := ⊕ϕHϕ (ïîïîëíåíèå ïî `2

íîðìå ïðîñòðàíñòâà ôèíèòíûõ îòîáðàæåíèé ϕ 7→ hϕ ∈ Hϕ, òî åñòü íàáîðîâ h = {hϕ},
hϕ ∈ Hϕ, ïðè÷åì ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî hϕ îòëè÷íî îò íóëÿ, à íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ‖h‖2 =

∑
ϕ ‖hϕ‖2) ñ äèàãîíàëüíûì äåéñòâèåì π(a)({hϕ}) = {πϕ(a)(hϕ)}. Òîãäà,

êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ, ‖π(a)‖ = supϕ ‖πϕ(a)‖ = ‖a‖.
Åñëè æå A ñåïàðàáåëüíà, òî äîñòàòî÷íî áðàòü ñóììó ïî ñ÷åòíîìó íàáîðó ϕn, ãäå
‖πϕn(an)‖ = ‖an‖, äëÿ ýëåìåíòîâ an, îáðàçóþùèõ ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â A. Òîãäà
π = ⊕n∈Nπϕn , à ñîîòâåòñòâóþùåå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñåïàðàáåëüíî, ïîñêîëüêó
êàæäîå Hϕn ñåïàðàáåëüíî (êàê ïîïîëíåíèå ôàêòîðà ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà).

Îïðåäåëåíèå 2.19. Ïîñòðîåííîå â òåîðåìå (â ïåðâîé åå ÷àñòè) ïðåäñòàâëåíèå íà-
çûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì A. Àëãåáðà ôîí Íåéìàíà π(A)′′, ãäå π �
óíèâåðñàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, ñîäåðæèò π(A) ∼= A â êà÷åñòâå ñëàáî ïëîòíîãî ïîä-
ìíîæåñòâà è íàçûâàåòñÿ îáåðòûâàþùåé àëãåáðîé ôîí Íåéìàíà äëÿ A.

Îòìåòèì, ÷òî óíèâåðñàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé öèêëè÷å-
ñêèõ. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2.20. Ïóñòü π � òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå C∗-àëãåáðû A. Òîãäà ñóùåñòâó-
þò òàêèå öèêëè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ πλ, λ ∈ Λ, ÷òî ‖π(a)‖ = supλ∈Λ ‖πλ(a)‖ äëÿ
ëþáîãî a ∈ A.

2.5 Ðàçëîæåíèå Æîðäàíà

Ëåììà 2.21. Ïóñòü ϕ � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà A. Òîãäà ϕ = ψ1 + iψ2, ãäå ψ1 è
ψ2 � ñàìîñîïðÿæåííûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì, êàê äåëàëè è äëÿ ýëåìåíòîâ àëãåáðû,

ψ1(a) = (ϕ(a) + ϕ(a∗))/2 è ψ2(a) = (ϕ(a)− ϕ(a∗))/2i.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Asa ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ A. Òîãäà, î÷å-
âèäíî, ÷òî Asa ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 47. Èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ ìåæäó ñàìîñîïðÿæåííûìè ëèíåéíûìè
ôóíêöèîíàëàìè íà A è (âåùåñòâåííûìè) ëèíåéíûìè ôóíêöèîíàëàìè íà Asa.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ðàçëîæåíèèÆîðäàíà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Òåîðåìà 2.22 (î ïðîäîëæåíèè ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ). Ïóñòü B ⊂ A �
C∗-ïîäàëãåáðà, à ϕ : B → C � ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé
ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë ϕ′ : A→ C, ÷òî ϕ′|B = ϕ è ‖ϕ′‖ = ‖ϕ‖.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

(a) îáå àëãåáðû èìåþò îáùóþ åäèíèöó,

(b) A èìååò åäèíèöó, à B � íåò,

(c) îáå àëãåáðû íå èìåþò åäèíèöû,

(d) B èìååò åäèíèöó, à A � íåò.

(e) îáå àëãåáðû ñ 1, íî 1A 6= 1B.

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.14, (c) è (b) ñâîäÿòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì åäèíèöû ê (a) (äëÿ (b)
íóæíî çàìåòèòü, ÷òî B+ ∼= B ⊕C 1A). Â ñâîþ î÷åðåäü, (d), î÷åâèäíî, ñâîäèòñÿ ê (e).

Â ñëó÷àå (a) ïðîäîëæèì ïî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà ϕ äî íåêîòîðîãî ϕ′ : A→ C òîé
æå íîðìû. Òîãäà ïî ëåììå 2.10, ‖ϕ′‖ = ‖ϕ‖ = ϕ(1) = ϕ′(1) è ϕ′ � ïîëîæèòåëüíûé ïî
ëåììå 2.15.

Â ñëó÷àå (e) ðàññìîòðèì C∗-ïîäàëãåáðó B1 := B ⊕ C 1A = B ⊕ C (1A − 1B) è
ïðîäîëæèì ϕ äî ϕ1 : B1 → C, ïîëîæèâ ϕ1(1A − 1B) = 0. Òîãäà ϕ1(a) = ϕ(1B · a), ãäå
a ∈ B1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a ∈ B, òî ϕ1(a) = ϕ(1B ·a) = ϕ(a), à åñëè a = 1A−1B, òî
ϕ1(a) = ϕ(1B(1A−1B)) = ϕ(0) = 0. Ïðè ýòîì åäèíèöà B1 � ýòî 1A. Êðîìå òîãî, ‖ϕ1‖ 6
‖ϕ‖ · ‖1B‖ = ‖ϕ‖, à ϕ1(1A) = ϕ(1B) = ‖ϕ‖. Çíà÷èò, ‖ϕ1‖ = ‖ϕ‖ = ϕ1(1A) = ϕ1(1B1)
è, ïî ëåììå 2.15, ϕ1 � ïîëîæèòåëüíûé. Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé (e) òîæå ñâåëñÿ ê
äîêàçàííîìó ñëó÷àþ (a).

Òåîðåìà Æîðäàíà î ðàçëîæåíèè ìåðû â ñóììó ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé
[6, ãë. VI, �5, òåîðåìà 1] íà ÿçûêå ôóíêöèîíàëîâ (â ñìûñëå òåîðåìû Ðèññà-Ìàðêîâà-
Êàêóòàíè [9, ãë. I, �6, òåîðåìà 4]) ìîæåò áûòü çàïèñàíà òàê: äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åí-
íîãî âåùåñòâåííîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà τ : C(Ω,R) → R èìåþòñÿ òàêèå ïîëî-
æèòåëüíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû τ+ è τ−, ÷òî τ = τ+− τ− è ‖τ‖ = ‖τ+‖+ ‖τ−‖, ãäå
Ω � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, à C(Ω,R) � âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà âñåõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà Ω.

Òåîðåìà 2.23 (Ðàçëîæåíèå Æîðäàíà). Ïóñòü ψ � ñàìîñîïðÿæåííûé ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë íà A. Òîãäà ψ = ϕ+ − ϕ−, ãäå ϕ+ è ϕ− � ïîëîæèòåëüíûå ëèíåéíûå
ôóíêöèîíàëû íà A, ïðè÷åì ‖ψ‖ = ‖ϕ+‖+ ‖ϕ−‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ íîðìû 6 1, òî åñòü K ⊂ (A∗)sa. Òîãäà K � ∗-ñëàáî çàìêíóòîå ïîä-
ìíîæåñòâî åäèíè÷íîãî øàðà è, òàêèì îáðàçîì, ∗-ñëàáî êîìïàêòíî. Îïðåäåëèì R-
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

θ : Asa → C(K,R), θ(a)(τ) = τ(a),

òàê ÷òî åñëè a ∈ A, a > 0, òî θ(a) > 0 íà K. Â ñèëó ëåììû 2.16 îòîáðàæåíèå θ
ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé íà îáðàç.
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Èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ èçîìåòðèÿ τ 7→ τ ′ âåùåñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ (A∗)sa è (Asa)
∗
R

(âåùåñòâåííûå ôóíêöèîíàëû) (ñì. çàäà÷ó 47). Ïî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà íàéäåòñÿ òà-
êîé ôóíêöèîíàë ρ ∈ (C(K,R))∗R, ÷òî ρ ◦ θ = ψ′ è ‖ρ‖ = ‖ψ′‖ (ïðîäîëæåíèå ôóíêöèî-
íàëà ñ çàìêíóòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà θ(Asa)). Òîãäà ïî òåîðåìå Æîðäàíà äëÿ ìåð (êàê
îáúÿñíåíî âûøå ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé) íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèîíà-
ëû ρ+ è ρ−, ÷òî ρ = ρ+−ρ− è ‖ρ‖ = ‖ρ+‖+‖ρ−‖. Ïîëîæèì ϕ′+ := ρ+ ◦θ è ϕ′− := ρ− ◦θ.
Ýòî ôóíêöèîíàëû èç (Asa)

∗
R. Ïóñòü ϕ+ è ϕ− ñîîòâåòñòâóþò èì ïðè îòîæäåñòâëåíèè

ñ (A∗)sa. Î÷åâèäíî, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò âñåì òðåáîâàíèÿì, êðîìå, áûòü ìîæåò,
óñëîâèÿ íà íîðìó. Ïðîâåðèì åãî:

‖ψ‖ = ‖ψ′‖ = ‖ρ‖ = ‖ρ+‖+ ‖ρ−‖ > ‖ϕ′+‖+ ‖ϕ′−‖ = ‖ϕ+‖+ ‖ϕ−‖ > ‖ψ‖.

2.6 Ëèíåéíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 2.24. Ïîäìíîæåñòâî M ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ óðàâíî-
âåøåííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî v ∈M âåêòîð λv ïðèíàäëåæèò M ïðè ëþáîì |λ| 6 1. Â
÷àñòíîñòè, M � çâåçäíîå ìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíî íóëÿ ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2.25. Ïîäìíîæåñòâî M ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ïîãëî-
ùàþùèì, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ïðîñòðàíñòâà íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî α > 0, ÷òî
v ∈ βM ïðè |β| > α.

Îïðåäåëåíèå 2.26. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ñíàáæåííîå òîïîëîãèåé, íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì (ËÒÏ), åñëè îïåðàöèè ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íåïðåðûâíû.

Â îñíîâíîì êóðñå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå íåñëîæ-
íûå óòâåðæäåíèÿ (ñì. [6, ãë. III, �5]):

Ïðåäëîæåíèå 2.27. 1). Áàçà ËÒÏ ñîñòîèò èç ñäâèãîâ îêðåñòíîñòåé íóëÿ.

2). Ëþáîé âåêòîð ËÒÏ è íå ñîäåðæàùåå åãî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èìåþò íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.28. ËÒÏ L óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ãîìîòåòèè, åñëè äëÿ ëþáîé
îêðåñòíîñòü íóëÿ W åå ãîìîòåòèÿ λW � òîæå îêðåñòíîñòü íóëÿ äëÿ ëþáîãî λ 6= 0 èç
îñíîâíîãî ïîëÿ.

Çàìå÷àíèå 2.29. Î÷åâèäíî, ÷òî òîïîëîãèÿ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ ãîìîòåòèè.

Ïðåäëîæåíèå 2.30. Äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ U ËÒÏ L ñ óñëîâèåì ãîìîòå-
òèè ñóùåñòâóåò óðàâíîâåøåííàÿ îêðåñòíîñòü, â íåé ñîäåðæàùàÿñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå C × L → L (óìíîæåíèå),
îòîáðàæàþùåå (0, 0L) 7→ 0L. Òîãäà, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè, íàéäóòñÿ òàêèå δ > 0 è
îêðåñòíîñòü íóëÿ W , ÷òî λW ⊆ U ïðè |λ| 6 δ (äîáèòüñÿ íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà
ìîæíî, óìåíüøèâ δ èç ñòàíäàðòíîãî îïðåäåëåíèÿ). Ïîëîæèì W ′ := ∪0<|λ|6δλW . Â
ñèëó 2.28, ýòî W ′ � èñêîìîå.

Çàìå÷àíèå 2.31. Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî áàçó îêðåñòíîñòåé íóëÿ ËÒÏ
L ìîæíî âûáðàòü èç ïîãëîùàþùèõ óðàâíîâåøåííûõ ìíîæåñòâ, à òàêæå, ÷òî óñëîâèå
ãîìîòåòèè ôàêòè÷åñêè íå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì, íî íàì ýòî íå ïîíàäîáèòñÿ (ñì. )[1,
�8.1]).

Íàì áóäåò íóæåí ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.32. Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, dimL = n. Òîãäà ëþ-
áàÿ õàóñäîðôîâà òîïîëîãèÿ τ , ïðåâðàùàþùàÿ L â ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî Lτ c óñëîâèåì ãîìîòåòèè, ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé åâêëèäîâîé íîðìû
‖v‖2 =

∑n
i=1 |vi|2, ãäå e1, . . . , en � íåêîòîðûé áàçèñ L, à v = v1e1 + · · · vnen.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâî L ñ åâêëèäîâîé (èëè óíèòàðíîé) òîïîëîãèåé áóäåì
îáîçíà÷àòü Lu, à îêðåñòíîñòè íóëÿ äâóõ òîïîëîãèé � τ è åâêëèäîâîé � îáîçíà÷èì
÷åðåç T è U , ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ T . Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü T0, ÷òî T0 + · · ·+
T0 ⊂ T (n ñëàãàåìûõ) â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ. Äëÿ êàæäîãî k
íàéäåòñÿ òàêîå εk > 0, ÷òî vkek ∈ T0 ïðè |vk| < εk (k = 1, . . . , n). Ïóñòü ε := mink εk, à
U := {v ∈ L | ‖v‖ < ε}. Òîãäà vkek ∈ T0 äëÿ ëþáîãî v ∈ U è ëþáîãî k = 1, . . . , n. Çíà-
÷èò, U ⊂ T . Èç äîêàçàííîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
ι : Lu → Lτ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Îáðàòíî, ïóñòü U � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U = B(0, ε)
� îòêðûòûé øàð ðàäèóñà ε ñ ãðàíèöåé (ñôåðîé) S, ÿâëÿþùåéñÿ êîìïàêòíûì ìíîæå-
ñòâîì. Òîãäà S = ι(S) êîìïàêòíî â Lτ . Çíà÷èò, îíî çàìêíóòî, ïîñêîëüêó òîïîëîãèÿ
õàóñäîðôîâà. Òîãäà íàéäåòñÿ çâåçäíàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ T (íàïðèìåð, óðàâíîâåøåí-
íàÿ), íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ S â ñèëó ïðåäëîæåíèé 2.27 è 2.30. Ïðè ýòîì T ⊆ U ,
ïîñêîëüêó èíà÷å ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð v ∈ T , ÷òî ‖v‖ > ε, è åñëè ïîëîæèòü
α := ε/‖v‖, w := αv, òî α 6 1, òàê ÷òî w ∈ T â ñèëó çâåçäíîñòè. Íî ‖w‖ = ε, òàê ÷òî
w ∈ T ∩ S = ∅. Ïðîòèâîðå÷èå.

2.7 Êîíå÷íîìåðíûå C∗-àëãåáðû

Ðàññìîòðèì ∗-ñëàáóþ òîïîëîãèþ íà A, çàäàâàåìóþ ñèñòåìîé ïîëóíîðì a 7→ |ϕ(a)|
äëÿ âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ ϕ. Èç ëåììû 2.21 è òåîðåìû 2.23 ñëåäóåò, ÷òî òó
æå òîïîëîãèþ ìîæíî ïîëó÷èòü, îãðàíè÷èâàÿñü òîëüêî ïîëóíîðìàìè, ñâÿçàííûìè ñ
ñîñòîÿíèÿìè.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ËÒÏ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãîìîòåòèè 2.28.

Ëåììà 2.33. Ëþáàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ C∗-àëãåáðà ñîäåðæèò åäèíè÷íûé ýëåìåíò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A êîíå÷íîìåðíà, òî òîïîëîãèÿ íîðìû ñîâïàäàåò ñ ∗-ñëàáîé
òîïîëîãèåé ïî òåîðåìå 2.32. Ïóñòü un � àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà àëãåáðû A. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ϕ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕ(un) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé è îãðàíè-
÷åííîé è ïîýòîìó èìååò ïðåäåë. Ïåðåõîäÿ ê ëèíåéíûì êîìáèíàöèÿì, ïîëó÷àåì ñõî-
äèìîñòü äëÿ ëþáîãî ôóíêöèîíàëà íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå A, â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ôóíêöèîíàëîâ ϕ1, . . . ϕk äâîéñòâåííîãî áàçèñà ê íåêîòîðîìó áàçèñó a1, . . . , ak.
Òîãäà èìååòñÿ ýëåìåíò a ∈ A c ϕi(a) = limn ϕi(un). Ðàññìàòðèâàÿ ëèíåéíûå êîìáè-
íàöèè ϕi, ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ(a) = limn ϕ(un) äëÿ ëþáîãî ϕ. Ïîýòîìó un ñõîäèòñÿ ê a â
∗-ñëàáîé òîïîëîãèè, à çíà÷èò, è ïî íîðìå. Òîãäà ax = xa = x äëÿ ëþáîãî x ∈ A, òàê
÷òî a = 1.

Ëåììà 2.34. Ïóñòü I ⊂ A � èäåàë â êîíå÷íîìåðíîé C∗-àëãåáðå A. Òîãäà I = Ap
äëÿ íåêîòîðîãî öåíòðàëüíîãî ïðîåêòîðà (=èäåìïîòåíòà èç öåíòðà) p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó I êîíå÷íîìåðåí, òî óíèòàëåí ïî ëåììå 2.33. Ïóñòü p ∈ I
� åäèíèöà I. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî x ∈ A âûïîëíÿåòñÿ xp ∈ I, òàê ÷òî p(xp) = xp.
Ïîýòîìó px∗p = x∗p äëÿ ëþáîãî x ∈ A, îòêóäà xp = pxp = px è p ïðèíàäëåæèò
öåíòðó A. Î÷åâèäíî, ÷òî p2 = p.

Ëåììà 2.35. Ïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ C∗-àëãåáðà A èçîìåòðè÷åñêè ∗-èçîìîðôíà
ìàòðè÷íîé àëãåáðå Mn äëÿ íåêîòîðîãî n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî aAb 6= 0 äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ a, b ∈
A. Äåéñòâèòåëüíî, AaA ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì èäåàëîì (òàê êàê A ñ åäèíèöåé è 0 6=
a = 1 · a · 1 ∈ AaA), òàê ÷òî â ñèëó ïðîñòîòû, AaA = A. Ïîýòîìó 1 =

∑
i xiayi è

b =
∑

i xiayib. Ïîýòîìó, åñëè ayb = 0 äëÿ ëþáîãî y ∈ A, òî b =
∑

i xi(ayib) = 0, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

Ïóñòü B � íåêîòîðàÿ ìàêñèìàëüíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà A. Òîãäà îíà ìî-
æåò áûòü îòîæäåñòâëåíà ñ C(X) = Cn = C · e1 ⊕ . . .⊕C · en äëÿ íåêîòîðîãî n, ãäå X
ñîñòîèò èç n òî÷åê, à ei ∈ B îáîçíà÷àåò ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè â òî÷êå i. Ïðè ýòîì ei ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè ñ ñîîòíîøåíèÿìè eiej = 0
äëÿ i 6= j è

∑n
i=1 ei = 1. Ïîñêîëüêó eiAei · ej = ej · eiAei = 0 à B ìàêñèìàëüíàÿ, òî

eiAei ⊂ B. Ïîýòîìó eiAei = C · ei (ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, 0 6= eiAei 3 ei, èëè ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì èç íà÷àëà äîêàçàòåëüñòâà).

Äëÿ ëþáûõ i, j íàéäåòñÿ òàêîé x = xij ∈ A, ÷òî x = eixej 6= 0, ‖x‖ = 1. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ èç íà÷àëà äîêàçàòåëüñòâà, eiAej 6= 0, òàê ÷òî èìå-
åòñÿ x = eiyej c ‖x‖ = 1. Ïðè ýòîì eixej = eieiyejej = eiyej = x. Òîãäà x∗x =
ejx
∗eieixej ∈ ejAej, à çíà÷èò, ïî äîêàçàííîìó, èìååò âèä αej, α ∈ C. Òàê êàê x∗x

� ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò, ïî íîðìå ðàâíûé åäèíèöå, òî α = 1, òàê ÷òî x∗x = ej.
Àíàëîãè÷íî, xx∗ = ei. Îáîçíà÷èì òàêîé x = xij äëÿ j = 1 ÷åðåç ui, òàê ÷òî ui =
eixe1 = eiuie1. Òîãäà u

∗
iui = e1, uiu

∗
i = ei, i = 1, . . . , n. Ïîëîæèì uij := uiu

∗
j . Ïðè

ýòîì uie1u
∗
i = uiu

∗
iuiu

∗
i = eiei = ei, òàê ÷òî uijuji = uiu

∗
juju

∗
i = uie1u

∗
i = ei. Òàêæå

ejuji = uju
∗
juju

∗
i = uje1u

∗
i = uju

∗
iuiu

∗
i = ujiei, è eiuij = uiu

∗
iuiu

∗
j = uie1u

∗
j = uiu

∗
juju

∗
j .

Åñëè x ∈ eiAej, òî åñòü x = eiaej, òî xuji = eiaejuji = eiaujiei ∈ eiAei, òàê ÷òî
xuji = λei äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ C. Òîãäà x = xej = xujiuij = λeiuij = λuij, òàê
÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ A ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî λij(x) ∈ C, ÷òî eixej = λij(x)uij.
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Òàêèì îáðàçîì, x =
∑

i,j eixej =
∑

ij λij(x)uij. Ñîîòâåòñòâèå x 7→ (λij(x)) îïðåäåëÿåò
èçîìîðôèçì κ : A→Mn (çàäà÷à 48).

Çàäà÷à 48. Ïðîâåðèòü áèåêòèâíîñòü è íåîáõîäèìûå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà κ.

Òåîðåìà 2.36. Åñëè A êîíå÷íîìåðíà, òî A = ⊕kApk, ãäå pk � öåíòðàëüíûå ïðîåê-
òîðû, à êàæäàÿ Apk � ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà Mn(k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîé àëãåáðû ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ëåììû 2.35. Åñëè A íå
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, òî I = Ap ïî ëåììå 2.34, ãäå p � öåíòðàëüíûé ïðîåêòîð. Òîãäà
A = I ⊕ J , ãäå J := A(1 − p). Òîãäà J � òîæå èäåàë, ïîñêîëüêó (1 − p) � òîæå
öåíòðàëüíûé ïðîåêòîð, òàê ÷òî A(1 − p)A = AA(1 − p) ⊆ A(1 − p). Ïðè ýòîì öåíòð
A, áóäó÷è êîíå÷íîìåðíîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé, èçîìîðôåí Cm (ôóíêöèÿì íà
êîíå÷íîì ìíîæåñòâå), à ïðîåêòîðàì ñîîòâåòñòâóþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè.
Äàëåå ðàññóæäàåì ïî èíäóêöèè, óìåíüøàÿ ðàçìåðíîñòü, ïîêà íå ïðèäåì ê ñóììå
ïðîñòûõ àëãåáð.

2.8 Íåâûðîæäåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.37. Ïóñòü π � ïðåäñòàâëåíèå C∗-àëãåáðû A â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π(A)H (âîçìîæíî íåçàìêíóòîå) ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âèäà

∑
i π(ai)ξi, ãäå a1, . . . , an ∈ A, ξ1, . . . , ξn ∈

H. Ïðåäñòàâëåíèå π íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè π(A)H ïëîòíî â H.

Çàäà÷à 49. Åñëè ó A åñòü åäèíèöà, òî π ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà π(1) = 1.

Ëåììà 2.38. Ïóñòü I ⊂ A � èäåàë, à π � íåâûðîæäåííîå ïðåäñòàâëåíèå I â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïðîäîëæåíèå π
äî ïðåäñòàâëåíèÿ π̃ âñåé àëãåáðû A â H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì π̃ ñíà÷àëà íà âåêòîðàõ èç ïëîòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
π(I)H ⊂ H ôîðìóëîé

π̃(a)
(∑

i

π(ji)ξi

)
:=
∑
i

π(aji)ξi. (2.3)

Îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ïîñêîëüêó, åñëè
∑

i π(ji)ξi =
∑

i π(j′i)ξ
′
i, òî

π̃(a)
(∑

i

π(ji)ξi

)
= lim

λ∈Λ
π̃(a)

(∑
i

π(uλji)ξi

)
= lim

λ∈Λ
π(auλ)

(∑
i

π(ji)ξi

)
è, àíàëîãè÷íî, π̃(a)(

∑
i π(j′i)ξ

′
i) = limλ∈Λ π(auλ)(

∑
i π(j′i)ξ

′
i), ãäå uλ ∈ I � àïïðîê-

ñèìàòèâíàÿ åäèíèöà I. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäíèõ ïðåäåëîâ â öåïî÷êå
ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäïîñëåäíèõ � òî åñòü, òåì ñàìûì, äëÿ êàæäîãî èç äâóõ
ñëó÷àåâ îáîñíîâûâàåòñÿ îòäåëüíî. Ïîñêîëüêó∥∥∥π̃(a)

(∑
i

π(ji)ξi

)∥∥∥ = lim
λ∈Λ

∥∥∥π(auλ)
(∑

i

π(ji)ξi

)∥∥∥ 6 sup
λ∈Λ
‖π(auλ)‖ ·

∥∥∥∑
i

π(ji)ξi

∥∥∥ 6

6 ‖a‖ · sup
λ∈Λ
‖uλ‖ ·

∥∥∥∑
i

π(ji)ξi

∥∥∥ = ‖a‖ ·
∥∥∥∑

i

π(ji)ξi

∥∥∥,
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òî π̃ îãðàíè÷åíî, à çíà÷èò, π̃(a) ïðîäîëæàåòñÿ äî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà â H.
Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, π̃(ab) = π̃(a)π̃(b) è π̃(a∗) = π̃(a)∗ äëÿ ëþáûõ

a, b ∈ A, òàê ÷òî π̃ ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì A. Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
ëþáîå ïðîäîëæåíèå π äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü (2.3).

Ëåììà 2.39. Â óñëîâèÿõ ëåììû 2.38 ïðåäñòàâëåíèå π íåïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà π̃ íåïðèâîäèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π ïðèâîäèòñÿ ñîáñòâåííûì èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñò-
âîì L ⊂ H. Òîãäà, â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè, H = π(I)(L+ L⊥) ⊆ π(I)L + π(I)L⊥.
Ïîñêîëüêó L⊥ òîæå èíâàðèàíòíî, òî π(I)L⊥ ⊂ L⊥, òàê ÷òî π(I)L = L. Òîãäà π̃(A)L =
π̃(A)π(I)L = π(I)L = L è L ïðèâîäèò π̃. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó óòâåðæäåíèå òðèâèàëü-
íî.

Ëåììà 2.40. Ïóñòü π � ïðåäñòàâëåíèå A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, à I ⊂
A � èäåàë. Òîãäà îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð p íà π(I)H ëåæèò â öåíòðå π(A)′′. Åñëè
π íåïðèâîäèìî è π(I) 6= 0, òî π|I òàêæå íåïðèâîäèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó π(A)π(I)H = π(I)H, òî π(I)H èíâàðèàíòíîå ïðîñòðàí-
ñòâî äëÿ π(A), à çíà÷èò, p ∈ π(A)′ (ñì. êîíåö äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.3). Åñëè
x ∈ π(I)′, òî xπ(j)ξ = π(j)xξ ∈ π(I)H äëÿ ëþáûõ j ∈ I, ξ ∈ H, òàê ÷òî pH �
èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî π(I)′ è, çíà÷èò, p ∈ π(I)′′. Ïîýòîìó

p ∈ π(I)′′ ∩ π(A)′ ⊂ π(A)′′ ∩ π(A)′,

÷òî ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì π(A)′′.
Åñëè π íåïðèâîäèìî, òî p � ñêàëÿðíûé îïåðàòîð (òî åñòü 0 èëè 1) (ñì. ëåììó

2.3), à ïîñêîëüêó π(I) 6= 0, òî p = 1. Çíà÷èò, π|I ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì. Òîãäà, ïî
ëåììå 2.39, îíî íåïðèâîäèìî.



42 Ãëàâà 2. Ïðåäñòàâëåíèÿ C∗-àëãåáð



Ãëàâà 3

Ñïåöèàëüíûå êëàññû C∗-àëãåáð

Â ýòîé ãëàâå ìû îïèøåì ðÿä èíòåðåñíûõ è ïîëåçíûõ C∗-àëãåáð è êëàññîâ C∗-àëãåáð.

3.1 C∗-àëãåáðà êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ

Ìû ðàññìîòðèì â ýòîì ïàðàãðàôå C∗-ïîäàëãåáðû C∗-àëãåáðû K(H) êîìïàêòíûõ îïå-
ðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî C∗-ïîäàëãåáðà àë-
ãåáðû B(H) íåïðèâîäèìà, åñëè åå òîæäåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå íåïðèâîäèìî.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïðîåêòîð p íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî
ïðîåêòîðà q 6= 0, q 6= p, ÷òî qp = q. Äðóãèìè ñëîâàìè, p íå äîìèíèðóåò íèêàêîãî
íåòðèâèàëüíîãî ïðîåêòîðà.

Ëåììà 3.2. Ëþáàÿ íåíóëåâàÿ C∗-àëãåáðà A, ñîñòîÿùàÿ èç êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ,
ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé ïðîåêòîð e è eAe = C · e. Åñëè A íåïðèâîäèìà, òî e �
ïðîåêòîð ðàíãà 1 (êàê ïðîåêòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó A íåíóëåâàÿ, òî îíà ñîäåðæèò íåíóëåâîé ïîëîæèòåëü-
íûé îïåðàòîð (ñì. (1.7)), êîòîðûé (êàê èçâåñòíî èç îñíîâíîãî êóðñà ôóíêöèîíàëü-
íîãî àíàëèçà (ñì. [9, òåîðåìà 1, ñòð. 360]), èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð (êðîìå 0) ñ ñîá-
ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè êîíå÷íûõ êðàòíîñòåé. Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð,
ñîîòâåòñòâóþùèé íåíóëåâîé òî÷êå ñïåêòðà. Ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ ýòîé èçîëèðîâàííîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ñïåêòðå, òî ýòîò ïðîåêòîð
ïðèíàäëåæèò A. Òîãäà ñðåäè äîìèíèðóåìûõ èì íåíóëåâûõ ïðîåêòîðîâ èìååòñÿ íåêî-
òîðûé ïðîåêòîð e ∈ A ìèíèìàëüíîãî ðàíãà ñðåäè äîìèíèðóåìûõ (ïîñêîëüêó ó íèõ
êîíå÷íûå ðàíãè). Òîãäà e � ìèíèìàëüíûé (åäèíñòâåííîñòü ìèíèìàëüíîãî è äàæå
ðàâåíñòâî ðàíãîâ ó ðàçíûõ ìèíèìàëüíûõ íå óòâåðæäàåòñÿ). Åñëè eAe ñîñòîèò íå
òîëüêî èç C · e, òî òåì æå ñïîñîáîì ìû ñìîæåì ïîñòðîèòü ïðîåêòîð, äîìèíèðóåìûé
e è ïðèéòè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî A íåïðèâîäèìà, íî ðàíã e áîëüøå 1. Âûáåðåì ïàðó
íåíóëåâûõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ ξ, η â îáðàçå e. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî a ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ÷èñëî λ ∈ C, ÷òî eae = λe, òî (ξ, aη) = (eξ, aeη) = (ξ, eaeη) = λ(ξ, η), òî
åñòü aη ⊥ ξ äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Ðàññìàòðèâàÿ âñå ξ èç îáðàçà e, ïåðïåíäèêóëÿðíûå η,
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âèäèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî Aη ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 3.3. Åäèíñòâåííîé íåïðèâîäèìîé C∗-ïîäàëãåáðîé K(H) ÿâëÿåòñÿ îíà ñàìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � íåïðèâîäèìàÿ C∗-ïîäàëãåáðà K(H), à e ∈ A � ìèíè-
ìàëüíûé ïðîåêòîð ðàíãà 1. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð ξ ∈ H åäèíè÷íîé äëèíû,
÷òî eη = ξ(ξ, η) äëÿ ëþáîãî η (áåðåì ξ èç îáðàçà e). Â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè, äëÿ
ëþáûõ η, ζ ∈ H íàéäóòñÿ òàêèå ýëåìåíòû a, b ∈ A, ÷òî aξ = η, bξ = ζ (ñì. ëåììó 2.5).
Ïðè ýòîì A 3 aeb∗ è aeb∗(κ) = aξ(ξ, b∗κ) = η(ζ, κ), κ ∈ H. Òàêèì îáðàçîì, A ñîäåð-
æèò âñå îïåðàòîðû ðàíãà 1. Òàêèå îïåðàòîðû ïîðîæäàþò K(H) (ëþáîé êîìïàêòíûé
ïðèáëèæàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè), òàê ÷òî A = K(H).

Ñëåäñòâèå 3.4. Àëãåáðà K(H) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó K(H) íåïðèâîäèìà, òî ëþáîé åå íåíóëåâîé èäåàë òîæå
íåïðèâîäèì (ïî ëåììå 2.40), òàê ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ K(H) (ïî ëåììå 3.3).

Ñëåäñòâèå 3.5. Ïóñòü A � íåïðèâîäèìàÿ C∗-ïîäàëãåáðà B(H), ñîäåðæàùàÿ íåíó-
ëåâîé êîìïàêòíûé îïåðàòîð. Òîãäà K(H) ⊆ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó A ∩ K(H) � íåíóëåâîé èäåàë A, òî îí íåïðèâîäèì ïî
ëåììå 2.40. Ïî ëåììå 3.3 ýòà ïîäàëãåáðà K(H) äîëæíà ñîâïàäàòü ñî âñåé K(H).

3.2 AF-àëãåáðû

Îïðåäåëåíèå 3.6. Íàçîâåì C∗-àëãåáðó AF-àëãåáðîé (àïïðîêñèìàòèâíî êîíå÷íîìåð-
íîé), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì îáúåäèíåíèÿ âîçðàñòàþùåé ïî âëîæåíèþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñâîèõ êîíå÷íîìåðíûõ C∗-ïîäàëãåáð.

Çàäà÷à 50. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà Mn ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ïðè ëþáîì n
(ýòî íå ñëåäóåò èç ëåììû 2.35, èç êîòîðîé ìîæíî âûâåñòè, ÷òî Mn ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé
ïðè íåêîòîðîì n). Óêàçàíèå: äëÿ ëþáîãî èäåàëà I 6= {0} ðàññìîòðèì ìàòðèöó èç
íåãî ñ aij 6= 0. Ïóòåì óìíîæåíèÿ ñëåâà è ñïðàâà íà ìàòðèöû ñ 1 íà îäíîì ìåñòå è
íóëÿìè íà îñòàëüíûõ, ïîëó÷èòå ìàòðèöó èç I ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì ýëåìåíòîì
aij. Óìíîæàÿ íà ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê, ïîëó÷èòå àíàëîãè÷íûå ìàòðèöû ñî âñåìè
âîçìîæíûìè i, j. Èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè äàþò âñþ àëãåáðó Mn.

Çàäà÷à 51. Âûâåñòè èç çàäà÷è 50 è ëåììû 2.35, ÷òî îáðàç ìàòðè÷íîé àëãåáðû Mn

ïðè ∗-ãîìîìîðôèçìå � ëèáî íóëåâàÿ àëãåáðà, ëèáî àëãåáðà, èçîìîðôíàÿ Mn.

Çàäà÷à 52. Äîêàçàòü ñëåäóþùèé ïî÷òè î÷åâèäíûé ôàêò: åñëè p è q � ïðîåêòîðû
îäèíàêîâîãî ðàíãà â Mn, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà u, ÷òî q = u∗pu.

Ëåììà 3.7. Ïóñòü ϕ : Mn → Mk � íåíóëåâîé ∗-ãîìîìîðôèçì, òàê ÷òî p := ϕ(1n)
� ñàìîñîïðÿæåííûé ïðîåêòîð, ãäå 1n � åäèíèöàMn. Òîãäà rk(p) = Trace(p) äåëèòñÿ
íà n = rk(1n) = Trace(1n).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé îðòîãîíàëüíûé (ñàìîñîïðÿæåííûé) ïðî-
åêòîð e ∈Mn. Òîãäà ϕ(e) � ñàìîñîïðÿæåííûé ïðîåêòîð âMk. Åãî ðàíã íå çàâèñèò îò
âûáîðà e, ïîñêîëüêó ëþáîé äðóãîé e′ ðàâåí u∗eu (ïî çàäà÷å 52), ãäå u � óíèòàðíûé,
òàê ÷òî

Trace(ϕ(e′)) = Trace(ϕ(u∗eu)) = Trace(ϕ(u∗)ϕ(e)ϕ(u)) =

= Trace(ϕ(u)ϕ(u∗)ϕ(e)) = Trace(ϕ(uu∗e)) = Trace(ϕ(e)).

Åñëè áû ýòîò (îäèí äëÿ âñåõ) ðàíã áûë áû íóëåâîé, òî ϕ áûë áû íóëåâûì. Çíà÷èò,
îí ðàâåí c > 1. Ðàññìîòðèì òåïåðü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , en (íàïðèìåð,
êàíîíè÷åñêèé) â Cn è îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìåðíûå îðòîïðîåêòîðû ÷åðåç
[ei], òàê ÷òî [ej] [ei] = 0 ïðè i 6= j. Òîãäà, ïîñêîëüêó ϕ([ei])ϕ([ej]) = ϕ([eiej]) = 0 ïðè
i 6= j, ïîëó÷àåì

Trace(p) = rk(ϕ(1n)) = rk(ϕ([e1]⊕ · · · ⊕ [en])) = rk(ϕ([e1])) + · · ·+ rk(ϕ([en])) = cn.

Îïðåäåëåíèå 3.8. Îòíîøåíèå c := rk(p)
n

íàçîâåì êðàòíîñòüþ ϕ.

Íàðÿäó ñî ñòàíäàðòíûì ëåâûì äåéñòâèåì Mn íà Cn ðàññìîòðèì ëåâîå äåéñòâèå
Mn íà ñåáå óìíîæåíèåì, òàê ÷òî êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

Mn
∼= Cn ⊕ · · · ⊕ Cn︸ ︷︷ ︸

n ðàç

= Mn[e1]⊕ · · · ⊕Mn[en]

ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì íà ïðîñòûå ìîäóëè (=íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ), ãäå [ei] ∈
Mn � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà áàçèñíûé âåêòîð ei ñòàíäàðòíîãî áàçèñà. Ïî-
äðóãîìó ìîæíî çàïèñàòü [ei] = ei ⊗ e∗i (ðàññìàòðèâàÿ ìàòðèöû êàê ýíäîìîðôèçìû),
ãäå e∗ � ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûé ôóíêöèîíàë äëÿ e, òàê ÷òî [ei]v = (ei⊗e∗i )v = ei(ei, v).
Äëÿ ðàçíûõ âåêòîðîâ ïîëó÷àåì ìàòðè÷íóþ åäèíèöó eij = ei⊗ (ej)

∗, òàê ÷òî [ei] = eii.

Ëåììà 3.9. Ëþáîé íåïðèâîäèìûé ëåâûé ìîäóëü M â Mn èìååò âèä Mn(g ⊗ f ∗) =
Cn ⊗ f ∗, ãäå g, f � åäèíè÷íûå (ìîæíî âçÿòü) âåêòîðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëåâîãî äåéñòâèÿ ìîäóëü Mn(g ⊗ f ∗) = Cn ⊗ f ∗ èçîìîðôåí Cn

ñî ñòàíäàðòíûì äåéñòâèåì, à çíà÷èò, íåïðèâîäèì. Ïîýòîìó, åñëè g ⊗ f ∗ ∈ M , òî
M = Mn(g⊗ f ∗). Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî M ñîäåðæèò ýëåìåíò âèäà g⊗ f ∗. Íî ýòî �
ëþáîé îïåðàòîð ðàíãà 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a � îïåðàòîð ðàíãà 1, òî íàäî âçÿòü
â êà÷åñòâå f åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé åãî ÿäðó, à g = a(f). Íàêîíåö,
åñëè M � íåíóëåâîé, è 0 6= b ∈ M , òî âûáåðåì f 6= 0 èç åãî îáðàçà. Òîãäà (f ⊗ f ∗)b
� îïåðàòîð ðàíãà 1 èç M .

Òåîðåìà 3.10. Ïóñòü ϕ � (óíèòàëüíûé) ∗-àâòîìîðôèçì C∗-àëãåáðû Mn. Òîãäà îí
ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì: ϕ(a) = vav∗ äëÿ ëþáîãî a, ãäå v ∈Mn � óíèòàðíûé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìåæäó Mn, ðàññìàòðèâà-
åìûì êàê ëåâûé ìîäóëü íàäMn ñî ñòàíäàðòíûì äåéñòâèåì a ·x, èMn, ðàññìàòðèâàå-
ìûì êàê ìîäóëü ñ äåéñòâèåì a∗x = ϕ(a) ·x, ïîñêîëüêó ϕ(a ·x) = ϕ(a) ·ϕ(x) = a∗ϕ(x).
Òàê êàê ϕ(Mn) = Mn, òî èíâàðèàíòíûå è íåïðèâîäèìûå ìîäóëè äëÿ îáîèõ äåéñòâèé
îäíè è òå æå (ïîñëåäíèå îïèñûâàþòñÿ ëåììîé 3.9), è ϕ(C ⊗ ei) = C ⊗ hi, ïðè÷åì,
ïîñêîëüêó àâòîìîðôèçì ïåðåâîäèò ïðÿìóþ ñóììó â ïðÿìóþ ñóììó, òî hi îáðàçóþò
áàçèñ â Cn è, òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåí èçîìîðôèçì u : Cn → Cn, u : ei 7→ hi (äàæå
åñëè ñ÷èòàòü ‖hi‖ = 1, òî u îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ
íà äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïî ìîäóëþ ðàâíûõ åäèíèöå). Òàêèì
îáðàçîì, ϕ(eij) = rij ⊗ (hj)

∗, ãäå rij ∈ Cn � íåêîòîðûå ýëåìåíòû. Àíàëîãè÷íîå ðàñ-
ñóæäåíèå ñ ïðàâûìè ìîäóëÿìè ïîêàçûâàåò, ÷òî ϕ(eij) = gi ⊗ (sij)

∗, ãäå v : Cn → Cn,
v : ei → gi � èçîìîðôèçì, à sij ∈ Cn � íåêîòîðûå ýëåìåíòû. Èç ýòèõ äâóõ ñîîòíî-
øåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ(eij) = λijgi⊗ (hj)

∗, ãäå λij � íåêîòîðûå ÷èñëà. Ïðè ýòîì (ñì.
äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.7) ϕ([ei]) = λiigi⊗(hi)

∗ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì ïðîåêòî-
ðîì, òàê ÷òî hi = µgi è gi = (λijµ)(gi⊗ (gi)

∗)(gi) = (λijµ)gi è λijµ = 1. Òàêèì îáðàçîì,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî hi = gi, u = v è (íîâûå) λij óäîâëåòâîðÿþò λii = 1 äëÿ ëþáîãî
i. Ïðè ýòîì gi îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.7),
òàê ÷òî u : ei 7→ gi ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì. Èç ñîõðàíåíèÿ ðàâåíñòâ eijeji = eii = [ei] è
e∗ij = eji ïðè ãîìîìîðôèçìå ϕ ïîëó÷àåì, ÷òî λijλji = 1, λij = λji, òàê ÷òî, â ÷àñòíîñòè,
λij � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïî ìîäóëþ ðàâíûå 1.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Λ = ‖λij‖. Ïåðåõîäÿ, åñëè íóæíî, îò âåêòîðîâ gi ê (λ1i)
−1gi =

λ1igi ïðè i = 2, . . . , n, ìîæåì ñ÷èòàòü λ1i = λi1 = 1 ïðè i = 2, . . . , n. Ïðè ýòîì îáðàç
ϕ(a) ìàòðèöû a = ‖aij‖ çàïèñûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {gi}
êàê ‖λijaij‖, à åñëè ìàòðèöà a áûëà óíèòàðíàÿ, òî ϕ(a) òîæå äîëæíà áûòü óíèòàðíîé.
Ïóñòü íåêîòîðîå λij 6= 1 (÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè i 6= j, i 6= 1). Áåðÿ äëÿ ýòèõ i, j
óíèòàðíóþ ìàòðèöó a ñ a1i = 1/

√
2, a1j = 1/

√
2, aii = 1/

√
2, aij = −1/

√
2 (è îñòàëüíûå

â ýòèõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ, êîíå÷íî, � íóëè), ïîëó÷èì óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ýòèõ

ñòðîê â âèäå 0 = (1/
√

2 · 1)(1/
√

2 · 1) + (−1/
√

2 · λij)(1/
√

2 · 1) = (1 − λij)/2, òàê ÷òî
λij = 1. Ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, äëÿ ëþáûõ i, j ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ(ei⊗ (ej)
∗) = v(ei)⊗ (v(ej))

∗ = v · (ei⊗ (ej)
∗) ·

v∗. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé òàêèõ ìàòðè÷íûõ
åäèíèö, òî ïî ëèíåéíîñòè ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ϕ(a) = vav∗.

Ëåììà 3.11. Ïóñòü â óñëîâèÿõ ëåììû 3.7 ãîìîìîðôèçì ϕ ÿâëÿåòñÿ óíèòàëüíûì.
Òîãäà ϕ îïðåäåëÿåòñÿ êðàòíîñòüþ ñ òî÷íîñòüþ äî óíèòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè
(ñîïðÿæåíèÿ) â Mk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f 1
i , . . . , f

c
i � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â îáðàçå ïðîåêòîðà

ϕ(ei), s = 1, . . . , n. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç [f ji ] ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìåðíûå ïîïàðíî îð-
òîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû, èìååì ϕ(ei) = [f 1

i ] + · · · + [f ci ]. Òîãäà {f
j
i }, i = 1, . . . , n,

j = 1, . . . , c, � îðòîáàçèñ Ck, 1k =
∑

i,j[f
j
i ]. Åñëè u ∈ Mk � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà,

ïåðåâîäÿùàÿ {f ji } â êàíîíè÷åñêèé áàçèñ Ck, ïðè÷åì uf ji = e(i−1)n+j, òî

[e(i−1)n+j]x = e(i−1)n+j(e(i−1)n+j, x) = uf ji (uf ji , x) = uf ji (f ji , u
∗x) = u[f ji ]u∗x (3.1)
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äëÿ ëþáîãî x ∈ Ck. Ïîýòîìó

ϕ([ei]) = [f 1
i ] + · · ·+ [f ci ] =

c∑
j=1

u∗[e(i−1)n+j]u = u∗
( c∑
j=1

[e(i−1)n+j]
)
u. (3.2)

Òàêèì îáðàçîì,

uϕ(a)u∗ =

 ϕ1(a) · · · 0
...

. . .
...

0 · · · ϕc(a)

 (áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà), (3.3)

ãäå ϕi : Mn → Mn � íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì, à çíà÷èò, èçîìîðôèçì (i = 1, . . . , c).
Ïîýòîìó ê íåìó ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 3.10 è íàéòè òàêîé óíèòàðíûé vi ∈ Mn,
÷òî ϕi(a) = v∗i av

i. Îáîçíà÷èâ v = v1⊕ · · · ⊕ vc (óíèòàðíûé ýëåìåíò èç Mk), ïîëó÷àåì,
÷òî Òîãäà vuϕ(a)u∗v∗ = Sc(a) äëÿ ëþáîãî a ∈ Mn, ãäå Sc : Mn → Mk, k = cn, �
ñòàíäàðòíûé ãîìîìîðôèçì êðàòíîñòè c:

Sc(a) =

 a · · · 0
...

. . .
...

0 · · · a

 (áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ c áëîêàìè, ðàâíûìè a),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 3.12. Ïóñòü ϕ � óíèòàëüíûé ∗-ãîìîìîðôèçì êîíå÷íîìåðíîé C∗-àëãåáðû
A = Mn1 ⊕ . . . ⊕ Mnk â êîíå÷íîìåðíóþ C∗-àëãåáðó B = Mm1 ⊕ . . . ⊕ Mml. Òîãäà
ϕ çàäàåòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî óíèòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè â B) íåêîòîðîé l×k-
ìàòðèöåé C = (cij) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè, ïðè÷åì

∑k
j=1 cijnj = mi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü εi : B → Mmi � êàíîíè÷åñêèé ýïèìîðôèçì, à σj : Mnj →
A � êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå, i = 1, . . . , l, j = 1, . . . , k. Òîãäà εi ◦ ϕ � óíèòàëüíûé
ãîìîìîðôèçì A â Mmi . Ïóñòü cij � êðàòíîñòü ϕij = εi ◦ ϕ ◦ σj : Mnj →Mmi â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 3.8.

Çàìåòèì, ÷òî σj(1nj) � ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå ñàìîñîïðÿæåííûå ïðîåêòîðû â
A, â ñóììå äàþùèå åäèíèöó, òàê ÷òî pij := ϕij(1nj) � ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå ñà-
ìîñîïðÿæåííûå ïðîåêòîðû â Mmi , â ñóììå òàêæå äàþùèå åäèíèöó. Ïîýòîìó, êàê
è ðàíåå, èõ ïðÿìàÿ ñóììà óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíà ïðè ïîìîùè ui â Mmi ñóììå ñî-
îòâåòñòâóþùèõ äèàãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ uipiju

∗
i . Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.11 ê êàæäîìó

èç a 7→ uiϕij(a)u∗i , ïîëó÷àåì, ÷òî εi ◦ ϕ óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí (â Mmi) ãîìîìîð-
ôèçìó idci1n1

⊕ . . . ⊕ idciknk = Sci1 ⊕ · · · ⊕ Scik . Ñðàâíåíèå ðàçìåðíîñòåé äàåò ðàâåíñòâî∑k
j=1 cijnj = mi. Ïîñêîëüêó ϕ îïðåäåëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé εi ◦ ϕ, i = 1, . . . , l, òî

óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Çàäà÷à 53. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðåäûäóùåé ëåììå ìû îòêàçàëèñü îò òðåáîâà-
íèÿ óíèòàëüíîñòè. Äîêàçàòü àíàëîã ëåììû â ýòîì ñëó÷àå. Èìåííî, âçÿòü âìåñòî
B ïîäàëãåáðó ϕ(A) = pϕ(A)p â B, ãäå p = ϕ(1A), ïðèìåíèòü ïðåäûäóùóþ ëåììó
ê ϕ : A → ϕ(A) è ïîëó÷èòü óòâåðæäåíèå ëåììû ñ íåðàâåíñòâàìè

∑k
j=1 cijnj 6 mi

âìåñòî ðàâåíñòâ.
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Îïðåäåëåíèå 3.13. Ëþáîé ∗-ãîìîìîðôèçì ìåæäó êîíå÷íîìåðíûìè C∗-àëãåáðàìè
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùèì ãðàôè÷åñêèì ñïîñîáîì. Ïðåäñòàâèì A â âèäå
k-íàáîðà {(1, 1) = n1, . . . , (1, k) = nk}, ñîîòâåòñòâóþùåãî A ∼= Mn1 ⊕ . . .⊕Mnk , à B �
â âèäå l-íàáîðà {(2, 1) = m1, . . . , (2, l) = ml}, ñîîòâåòñòâóþùåãî B ∼= Mm1⊕ . . .⊕Mml .
Èçîáðàçèì ϕ ïðè ïîìîùè ñòðåëîê ìåæäó ýëåìåíòàìè íàáîðîâ, ïðè÷åì èç (1, j) â (2, i)
ïðîâåäåì cij ñòðåëîê, ÷òîáû ïîêàçàòü ÷àñòè÷íóþ êðàòíîñòü. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òà-
êèõ êàðòèíîê äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåíèé A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ⊂ Ap ⊂ · · · íàçûâà-
åòñÿ äèàãðàììîé Áðàòòåëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èíîãäà åå íàçûâàþò äèàãðàììîé
Áðàòòåëè àëãåáðû, íî îäíà è òà æå àëãåáðà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ðàçíûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé.

Çàäà÷à 54. Íàðèñîâàòü äèàãðàììû Áðàòòåëè äëÿ (íåêîòîðûõ îïðåäåëÿþùèõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé) ñëåäóþùèõ AF-àëãåáð:

1) àëãåáðû êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ K(H);

2) åå óíèòàëèçàöèè K(H)+;

3) çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ Ap = M2p , ñ âëîæåíèÿìè Ap ⊂ Ap+1 êðàòíîñòè 2 ïî

ôîðìóëå a 7→
(
a 0
0 a

)
(CAR àëãåáðà);

4) C(K), ãäå K � êàíòîðîâî ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå èç [0, 1] ïîñëåäîâàòåëüíûìè
óäàëåíèÿìè ñðåäíåé òðåòè ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëîâ. ÅñëèKp � ìíîæåñòâî,
ïîëó÷åííîå íà p-ì øàãå ýòîãî ïðîöåññà, òî Ap � àëãåáðà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,
ïîñòîÿííûõ íà èíòåðâàëàõ Kp;

5) C(X), ãäå X := {0} ∪ { 1
n

: n ∈ N}, à Ak ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ
íà [0, 1/2k].

Ëåììà 3.14. Åñëè äâå äèàãðàììû Áðàòòåëè ñîâïàäàþò, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì
AF-àëãåáðû èçîìåòðè÷åñêè ∗-èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü An è Bn � äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíå÷íîìåðíûõ C∗-àë-
ãåáð ñ âêëþ÷åíèÿìè αn : An → An+1, βn : Bn → Bn+1. Ïîñêîëüêó äèàãðàììû Áðàò-
òåëè îäèíàêîâû, òî äëÿ êàæäîãî n èìååòñÿ èçîìîðôèçì ϕn : An → Bn. Ðàññìîò-
ðèì ϕn+1 ◦ αn è βn ◦ ϕn : An → Bn+1. Îíè ìîãóò îòëè÷àòüñÿ ëèøü íà óíèòàðíûé
un+1 ∈ Bn+1, òî åñòü βn ◦ ϕn = Adun+1 ϕn+1 ◦ αn, ãäå Adun+1(a) = un+1a(un+1)∗.

Ïîëîæèì ψ1 = ϕ1, v1 = 1. Îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè vn+1 = βn(vn)un+1 ∈ Bn+1,
ψn+1 = Advn+1 ϕn+1. Òîãäà

βnψn = βn Advn ϕn = Adβn(vn) βnϕn = Adβ(vn) Adun+1 ϕn+1αn

= Adβn(vn)un+1 ϕn+1αn = ψn+1αn.

Ïðè ýòîì ∪∞n=1ψn : ∪∞n=1An → ∪∞n=1Bn � èçîìåòðè÷åñêèé ∗-èçîìîðôèçì, òàê ÷òî
çàìûêàíèÿ òîæå èçîìîðôíû.
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Íå íàäî äóìàòü, ÷òî AF-àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ �ìàëåíüêèìè� è ÷òî C∗-ïîäàëãåáðû
AF-àëãåáð � ñíîâà AF-àëãåáðû. Íàïðèìåð, C[0, 1] íå ÿâëÿåòñÿ AF-àëãåáðîé (ïîñêîëü-
êó åäèíñòâåííàÿ åå êîíå÷íîìåðíàÿ C∗-ïîäàëãåáðà ñîñòîèò èç ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé),
íî ÿâëÿåòñÿ C∗-ïîäàëãåáðîé AF-àëãåáðû C(K) ôóíêöèé íà êàíòîðîâîì ìíîæåñòâå.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f � ôóíêöèÿ íà K, ïðèíèìàþùàÿ ïëîòíîå ìíîæåñòâî ðàöèî-
íàëüíûõ çíà÷åíèé èç ïðîìåæóòêà [0, 1]. Íàïðèìåð, îãðàíè÷åíèå �êàíòîðîâîé ëåñòíè-
öû� f : [0, 1]→ [0, 1] [6, ãë. VI, �4] íà K ïðèíèìàåò âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà âèäà p/2s

êàê ñâîè çíà÷åíèÿ. Åå ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì ýòîãî ìíîæåñòâà, òî åñòü ðàâåí
âñåìó èíòåðâàëó [0, 1]. Òàêèì îáðàçîì, C∗(1, f) ⊂ C(K) èçîìåòðè÷åñêè ∗-èçîìîðôíà
C(Sp(f)) = C[0, 1].
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3.3 Ìóëüòèïëèêàòîðû

Áóäåì íàçûâàòü C∗-ïîäàëãåáðó B(H) íåâûðîæäåííîé, åñëè åå åñòåñòâåííîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì.

Âåçäå â ýòîì ïàðàãðàôå A,B ⊂ B(H).

Îïðåäåëåíèå 3.15. Îïåðàòîð x ∈ B(H) íàçûâàåòñÿ ëåâûì ìóëüòèïëèêàòîðîì A,
åñëè xA ⊂ A. Îí íàçûâàåòñÿ ïðàâûì ìóëüòèïëèêàòîðîì, åñëè Ax ⊂ A è äâîéíûì
(èëè äâóñòîðîííèì) ìóëüòèïëèêàòîðîì èëè ïðîñòî ìóëüòèïëèêàòîðîì, åñëè âû-
ïîëíÿþòñÿ îáà óñëîâèÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò àëãåáðû A ÿâëÿåòñÿ åå ìóëüòèïëèêàòîðîì, è ÷òî
åñëè ó A åñòü åäèíèöà, òî âñÿêèé ëåâûé (ïðàâûé) ìóëüòèïëèêàòîð ëåæèò â A.

Ïîñêîëüêó A ñëàáî ïëîòíî â A′′, òî ìû ìîæåì ïåðåéòè ê çàìûêàíèþ xA ⊂ A è
ïîëó÷èòü xA′′ ⊂ A′′. Åñëè A′′ ñ åäèíèöåé, òî x ∈ A′′.

Îïðåäåëåíèå 3.16. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå σ : A → A íàçûâàåòñÿ ëåâûì öåíòðà-
ëèçàòîðîì, åñëè σ(ab) = σ(a)b äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå σ : A→ A
íàçûâàåòñÿ ïðàâûì öåíòðàëèçàòîðîì, åñëè σ(ab) = aσ(b) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A. Ïàðà
(σ1, σ2) íàçûâàåòñÿ äâîéíûì öåíòðàëèçàòîðîì, åñëè σ1 � ïðàâûé öåíòðàëèçàòîð, σ2

� ëåâûé öåíòðàëèçàòîð è σ1(a)b = aσ2(b) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A.

Ëåììà 3.17. Ëþáîé ëåâûé öåíòðàëèçàòîð îãðàíè÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N èìååòñÿ òàêîé
ýëåìåíò xn ∈ A, ÷òî ‖xn‖ < 1/n è ‖σ(xn)‖ > n. Çíà÷èò, ðÿä a =

∑∞
n=1 xnx

∗
n ñõîäèòñÿ,

òàê ÷òî a ∈ A è xnx
∗
n 6 a. Ïî ëåììå 1.46, xn ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå xn = a1/4un,

ãäå ‖un‖ 6 ‖a‖1/4. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî n èìååì ‖σ(xn)‖ = ‖σ(a1/4)un‖ 6 ‖σ(a1/4)‖ ·
‖a1/4‖ � ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà 3.18. Åñëè A íåâûðîæäåíà, òî èìååòñÿ áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó ëåâûìè (ïðàâûìè, äâîéíûìè) ìóëüòèïëèêàòîðàìè è ëåâûìè (ïðàâûìè, äâîéíû-
ìè) öåíòðàëèçàòîðàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x � ëåâûé ìóëüòèïëèêàòîð, òî îòîáðàæåíèå A 3 a 7→ xa ∈ A
� ëåâûé öåíòðàëèçàòîð. Åñëè xa = ya äëÿ ëþáîãî a ∈ A, òî (x− y)a = 0 äëÿ ëþáîãî
a ∈ A′′, òàê ÷òî x = y â A′′.

Ïóñòü σ � ëåâûé öåíòðàëèçàòîð, à uλ � àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà äëÿ A. Ïî-
ñêîëüêó íàïðàâëåííîñòü {σ(uλ)} îãðàíè÷åíà, òî äëÿ íåå èìååòñÿ òî÷êà íàêîïëåíèÿ â
A′′ (îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà ñëàáî êîìïàêòíû â B(H) è òî÷êè íàêîïëåíèÿ äîëæíû
ëåæàòü â çàìûêàíèè A). Îáîçíà÷èì îäíó èç òî÷åê íàêîïëåíèÿ ÷åðåç x. Äëÿ ëþáîãî
a ∈ A, íàïðàâëåííîñòü {uλa} ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ê a, òàê ÷òî σ(uλa) = σ(uλ)a ñõîäèòñÿ
ê σ(a). Òîãäà xa = σ(a) ∈ A, òàê ÷òî x � ëåâûé ìóëüòèïëèêàòîð. Åñëè xA = 0, òî
σ = 0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè y ∈ A′′ � äðóãàÿ òî÷êà íàêîïëåíèÿ, òî xa = σ(a) = ya äëÿ
ëþáîãî a ∈ A, è (x− y)a = 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ A′′ (ââèäó ñèëüíîé ïëîòíîñòè A â A′′),
òàê ÷òî x = y â A′′. Ïîýòîìó òî÷êà íàêîïëåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå îäíà.
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Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ïðàâûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ è ïðàâûõ öåíòðàëèçà-
òîðîâ.

Ïóñòü òåïåðü x � äâîéíîé ìóëüòèïëèêàòîð. Òîãäà îòîáðàæåíèÿ σ2 : a 7→ xa
è σ1 : a 7→ ax � ëåâûé è ïðàâûé ìóëüòèïëèêàòîðû, ïðè÷åì σ1(a)b = (ax)b =
a(xb) = aσ2(b) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A, òàê ÷òî x îïðåäåëÿåò äâîéíîé öåíòðàëèçà-
òîð. Îáðàòíî, åñëè (σ1, σ2) � äâîéíîé öåíòðàëèçàòîð, òî, ïî äîêàçàííîìó, σ1 îïðå-
äåëÿåò ïðàâûé ìóëüòèïëèêàòîð x1, à σ2 � ëåâûé ìóëüòèïëèêàòîð x2. Ïðè ýòîì
ax1b = σ1(a)b = aσ2(b) = ax2b äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A, òàê ÷òî x1 = x2, à x1 = x2 �
äâîéíîé ìóëüòèïëèêàòîð.

Çàäà÷à 55. Ïóñòü π : A → B(H) � âûðîæäåííîå ïðåäñòàâëåíèå. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç
H0 èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî H0 := {ξ ∈ H : π(a)(ξ)0 äëÿ ëþáîãî a ∈ A}. Äî-
êàçàòü, ÷òî π èíäóöèðóåò ïðåäñòàâëåíèå π′ : A → B(H/H0), ïðè÷åì, åñëè π áûëî
òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì (èíúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì), òî è π′ áóäåò òàêîâûì.

Çàìå÷àíèå 3.19. Ñîîòâåòñòâåííî, äî êîíöà íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà áóäåì ñ÷èòàòü
A ⊆ B(H) íåâûðîæäåííîé, òàê ÷òî (äâîéíûå) ìóëüòèïëèêàòîðû ñîâïàäàþò ñ äâîé-
íûìè öåíòðàëèçàòîðàìè.

Ìíîæåñòâî âñåõ ëåâûõ (ïðàâûõ) ìóëüòèïëèêàòîðîâ A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç LM(A)
(RM(A)), à ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ A � ÷åðåç M(A).

Çàäà÷à 56. Ïðîâåðèòü, ÷òî RM(A) = (LM(A))∗ è ÷òî M(A) = LM(A) ∩ RM(A),
òàê ÷òî M(A) ñèììåòðè÷íî ïî îòíîøåíèþ ê èíâîëþöèè.

Ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå òðè ìíîæåñòâà çàìêíóòû ïî íîðìå. Òàêèì
îáðàçîì, M(A) � C∗-àëãåáðà (à îñòàëüíûå äâå � â îáùåì ñëó÷àå òîëüêî áàíàõîâû
àëãåáðû).

Çàäà÷à 57. Ïóñòü X � ëîêàëüíî-êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, à C0(X), êàê è ðàíåå
� C∗-àëãåáðà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê 0 íà áåñêîíå÷íîñòè. Äîêàçàòü,
÷òî àëãåáðà M(C0(X)) ⊂ L∞(X) ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíà ñ C∗-àëãåáðîé Cb(X)
âñåõ îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà X.

Ïðèìåð 3.20. Åñëè A = K(H), òî M(K(H)) ⊆ B(H). Ïðè ýòîì ëþáîé îãðàíè÷åí-
íûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì (òàê êàê K(H) � èäåàë â B(H)), òàê ÷òî
M(K(H)) = B(H).

Îïðåäåëåíèå 3.21. Èäåàë A ⊂ B íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì, åñëè ëþáîé íåíóëåâîé
èäåàë B èìååò íåòðèâèàëüíîå ïåðåñå÷åíèå ñ A.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A⊥ ⊂ B ìíîæåñòâî A⊥ = {x ∈ B : Ax = 0}.

Ëåììà 3.22. Èäåàë A ⊂ B ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
A⊥ = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A⊥ = 0, íî A íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé. Òîãäà
èìååòñÿ òàêîé íåíóëåâîé èäåàë J ⊂ B, ÷òî A ∩ J = {0}. Âîçüìåì j ∈ J , j 6= 0. Äëÿ
ëþáîãî a ∈ A èìååì ja ∈ J ∩ A, òàê ÷òî ja = 0 è 0 6= j ∈ A⊥ � ïðîòèâîðå÷èå.

Îáðàòíî, ïóñòü A � ñóùåñòâåííûé, íî A⊥ 6= 0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé x ∈ A⊥, ÷òî
x 6= 0. Ðàññìîòðèì èäåàë BxB (çàìûêàíèå ìíîæåñòâà âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
ýëåìåíòîâ âèäà

∑
i bixb

′
i, bi, b

′
i ∈ B) è âûáåðåì y ∈ BxB ∩A. Êàê èçâåñòíî (íàïðèìåð,

èç ëåììû 1.46), ëþáîé ýëåìåíò C∗-àëãåáðû äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå
äâóõ åå ýëåìåíòîâ, òàê ÷òî ìû ìîæåì çàïèñàòü y = z ·a, ãäå z, a ∈ BxB∩A. Çàïèøåì
z =

∑
i bixb

′
i, òàê ÷òî y = za =

∑
i bix(b′ia) = 0, ïîñêîëüêó b′ia ∈ A, à çíà÷èò, xb′ia = 0,

ïîñêîëüêó x ∈ A⊥. Ñëåäîâàòåëüíî, BxB ∩A = 0 � ïðîòèâîðå÷èå ñ ñóùåñòâåííîñòüþ.

Ëåììà 3.23. Ïóñòü A ⊂ B � ñóùåñòâåííûé èäåàë. Òîãäà ñóùåñòâóåò âëîæåíèå
B ⊂M(A), òîæäåñòâåííîå íà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì b ∈ B. Òîãäà b îïðåäåëÿåò ëåâûé è ïðàâûé öåíòðàëè-
çàòîðû A (òàê êàê A � èäåàë) σ2 : a 7→ ba è σ1 : a 7→ ab, ïðè÷åì σ1(a)a′ = (ab)a′ =
a(ba′) = aσ2(a′) äëÿ ëþáûõ a, a′ ∈ A, òàê ÷òî b îïðåäåëÿåò äâîéíîé öåíòðàëèçàòîð,
à çíà÷èò, ìóëüòèïëèêàòîð. Òàê ÷òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå π : B → M(A), òîæ-
äåñòâåííîå íà A. Ýòî îòîáðàæåíèå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ∗-ãîìîìîðôèçìîì. Îñòàåòñÿ
ïðîâåðèòü èíúåêòèâíîñòü π. Åñëè b ∈ Ker π, òî σ1 = 0 è σ2 = 0 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 3.18), òàê ÷òî bA = 0, Ab = 0 è b ∈ A⊥, à çíà÷èò, b = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâèå A 7→ M(A) íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì. Íàïðèìåð, äëÿ
A = K(H) è B = A+ ðàññìîòðèì âëîæåíèå A ⊂ B. Ïðè ýòîì M(A) = B(H), à
M(B) = B. Î÷åâèäíî, ÷òî âëîæåíèå íå ïðîäîëæàåòñÿ íà ýòè ìóëüòèïëèêàòîðíûå
àëãåáðû. Òåì íå ìåíåå, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïåðåõîä ê ìóëüòèïëèêàòîðàì èìååò
íåêîòîðûå ôóíêòîðèàëüíûå ñâîéñòâà.

Ëåììà 3.24. Ïóñòü ϕ : A → B � ñþðúåêòèâíûé ∗-ãîìîìîðôèçì äâóõ C∗-àëãåáð.
Òîãäà îí ïðîäîëæàåòñÿ äî ∗-ãîìîìîðôèçìà ϕ̄ : M(A)→M(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ ∈ LM(A) � ëåâûé öåíòðàëèçàòîð. Äëÿ ëþáîãî b ∈ B
ïîëîæèì ϕ̄(σ)(b) := ϕ(σ(ϕ−1(b))). Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü, òî åñòü íåçà-
âèñèìîñòü îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ â ϕ−1(b) ⊂ A. Â ñèëó ëèíåéíîñòè, äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÷òî σ îòîáðàæàåò Kerϕ â ñåáÿ. Ïóñòü a ∈ Kerϕ. Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå
a = a1 · a2, ãäå a1, a2 ∈ Kerϕ. Òîãäà ϕ(σ(a)) = ϕ(σ(a1)a2) = 0, ïîñêîëüêó Kerϕ �
èäåàë.

Òàêèì îáðàçîì, ëåâûé öåíòðàëèçàòîð σ îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå ϕ̄(σ), êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ ëåâûì öåíòðàëèçàòîðîì B. Àíàëîãè÷íî äåëàåòñÿ äëÿ ïðàâûõ è äâîéíûõ
öåíòðàëèçàòîðîâ (çàäà÷à 58).

Çàäà÷à 58. Äîêàçàòü, ÷òî ϕ̄(σ) ÿâëÿåòñÿ ëåâûì öåíòðàëèçàòîðîì. Àíàëîãè÷íî ïî-
ñòðîèòü ïðîäîëæåíèå ïðàâîãî öåíòðàëèçàòîðà. Ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ äâîéíîãî öåíòðà-
ëèçàòîðà ïîëó÷àåì äâîéíîé öåíòðàëèçàòîð.
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Çàäà÷à 59. Ïðîâåðèòü, ÷òî â ñèòóàöèè ïðåäûäóùåé ëåììû ðàñøèðåíèå ϕ̄ òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì.

Çàäà÷à 60. Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå π : A→ B(H) íåâûðîæäåíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîé àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöû uλ àëãåáðû A âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå óñëîâèå: äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ξ ∈ H íàéäåòñÿ òàêîå λ, ÷òî uλ(ξ) 6= 0.

Ëåììà 3.25. Ïóñòü B ⊂ A � àëãåáðà è C∗-ïîäàëãåáðà ñ îáùåé àïïðîêñèìàòèâíîé
åäèíèöåé uλ. Òîãäà M(B) ⊂M(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A íåâûðîæäåíà, òî è B òîæå íåâûðîæäåíà â ñèëó çàäà÷è 60.
Òàê ÷òî M(B) ⊂ B′′ ⊂ A′′. Äëÿ ëþáûõ x ∈ A è y ∈M(B) èìååì yx = lim yuλx ∈ A, è
àíàëîãè÷íî, xy ∈ A, òàê ÷òî y � ìóëüòèïëèêàòîð A.

3.4 Ãèëüáåðòîâû C∗-ìîäóëè

Îïðåäåëåíèå 3.26. Ïóñòü M � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (ñ íîðìîé ‖ · ‖), êîòîðîå â
òî æå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ìîäóëåì íàä C∗-àëãåáðîé A (äåéñòâèå A íà M ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíûì). Ïóñòü 〈·, ·〉 : M × M → A � ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà
(íàçûâàåìàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì) ñî ñâîéñòâàìè:

1. 〈m,na〉 = 〈m,n〉a äëÿ âñåõ m,n ∈M , a ∈ A;

2. 〈m,n〉 = 〈n,m〉∗ äëÿ âñåõ m,n ∈M ;

3. 〈m,m〉 ∈ A ïîëîæèòåëåí äëÿ âñåõ m ∈M , à åñëè îí ðàâåí 0, òî m = 0.

Ìû íàçûâàåì M ãèëüáåðòîâûì C∗-ìîäóëåì, åñëè ‖m‖2 = ‖〈m,m〉‖ äëÿ âñÿêîãî
m ∈M .

Ïðèìåð 3.27. Àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì C∗-ìîäóëåì íàä A, åñëè ìû îïðå-
äåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôîðìóëîé 〈a, b〉 := a∗b, a, b ∈ A.

Ïðèìåð 3.28. Ìîäóëü An � ãèëüáåðòîâ C∗-ìîäóëü íàä A ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì, çàäàííûì ôîðìóëîé 〈(a1, . . . , an), (b1, . . . , bn)〉 :=

∑n
i=1 a

∗
i bi.

Ëåììà 3.29 (íåðàâåíñòâî Êîøè(�Øâàðöà�Áóíÿêîâñêîãî)). ‖〈n,m〉‖2 6 ‖n‖2‖m‖2

äëÿ ëþáûõ n,m ∈M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ A ∈ A ìû èìååì 〈m− na,m− na〉 > 0, ïîýòîìó 〈m,m〉 −
a∗〈n,m〉−〈m,n〉a+a∗〈n, n〉 > 0. Âîçüìåì a = 1

‖n‖2 〈n,m〉. Òîãäà 〈m,m〉−
2
‖n‖2 〈m,n〉〈n,m〉+

1
‖n‖4 〈m,n〉〈n, n〉〈n,m〉 > 0. Ïîñêîëüêó ‖n‖2 = ‖〈n, n〉‖ > 〈n, n〉, òî ïîëó÷àåì, ÷òî

〈m,m〉 − 1
‖n‖2 〈m,n〉〈n,m〉 > 0, òàê ÷òî 〈m,n〉〈n,m〉 6 ‖n‖2〈m,m〉. Îòñþäà ïîëó÷àåì

òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Ïðèìåð 3.30. Ïóñòü M ñîñòîèò èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ai), ai ∈ A, äëÿ êîòî-
ðûõ ðÿä

∑∞
i=1 a

∗
i ai ñõîäèòñÿ â A (ïî íîðìå). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàåòñÿ ôîð-

ìóëîé 〈(ai), (bi)〉 :=
∑∞

i=1 a
∗
i bi. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ. Äàííûé

ãèëüáåðòîâ C∗-ìîäóëü î÷åíü âàæåí äëÿ ïðèëîæåíèé. Îí îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
l2(A) è íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ãèëüáåðòîâûì C∗-ìîäóëåì.
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Îòîáðàæåíèå T : M → M íàçûâàåòñÿ (îãðàíè÷åííûì) îïåðàòîðîì â ãèëüáåð-
òîâîì C∗-ìîäóëå M , åñëè îíî ëèíåéíî, îãðàíè÷åíî è A-ëèíåéíî (òî åñòü, T (ma) =
T (m)a äëÿ ëþáûõ m ∈ M , a ∈ A). Åñëè M = A, òî ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ
îïðåäåëåíèåì ëåâûõ öåíòðàëèçàòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.31. Îïåðàòîð T íàçûâàåòñÿ äîïóñêàþùèì ñîïðÿæåííûé, åñëè èìå-
åòñÿ òàêîé îïåðàòîð S, ÷òî 〈m,T (n)〉 = 〈S(m), n〉 äëÿ ëþáûõm,n ∈M . Â ýòîì ñëó÷àå
S íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì äëÿ T è îáîçíà÷àåòñÿ TF. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
BF
A (M) ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ, äîïóñêàþùèõ ñîïðÿæåííûé.

Â îòëè÷èå îò ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, â ãèëüáåðòîâûõ C∗-ìîäóëÿõ èìåþòñÿ
îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, íå äîïóñêàþùèå ñîïðÿæåííîãî.

Çàäà÷à 61. Ïîñòðîèòü ïðèìåð îïåðàòîðà, íå äîïóñêàþùåãî ñîïðÿæåííîãî.

Çàäà÷à 62. Äîêàçàòü, ÷òî ‖x‖M = supy∈B1(M) ‖〈x, y〉‖A, ãäå B1(M) ⊂M � åäèíè÷íûé
øàð.

Òåîðåìà 3.32. Àëãåáðà BF
A (M) ÿâëÿåòñÿ C∗-àëãåáðîé.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Êëþ÷åâûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ìîìåíòû.
1) Èíâîëþöèÿ F : BF

A (M)→ BF
A (M) ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó

çàäà÷è 62,
‖T‖ = sup

x∈B1(M)

‖Tx‖ = sup
x,y∈B1(M)

‖〈Tx, y〉‖ =

= sup
x,y∈B1(M)

‖〈x, TFy〉‖ = sup
y∈B1(M)

‖TFy‖ = ‖TF‖.

2) Äëÿ íîðìû âûïîëíåíî C∗-ñâîéñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç îöåíêè

‖TFT‖ > sup
x∈B1(M)

‖〈TFTx, x〉‖ = sup
x∈B1(M)

‖〈Tx, Tx〉‖ = ‖T‖2

(â îáðàòíóþ ñòîðîíó � ýòî îáùåå ñâîéñòâî îïåðàòîðíîé íîðìû ñ ó÷åòîì ïóíêòà
îäèí).

3) Àëãåáðà BF
A (M) çàìêíóòà êàê ïîäàëãåáðà áàíàõîâîé àëãåáðû B âñåõ îãðàíè÷åí-

íûõ C-ëèíåéíûé îïåðàòîðîâM →M (ñ îïåðàòîðíîé íîðìîé). Äåéñòâèòåëüíî, ïðåæ-
äå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî áàíàõîâà àëãåáðà BA(M) âñåõ îïåðàòîðîâ çàìêíóòà â B êàê
ïåðåñå÷åíèå ïî âñåì x ∈ M , a ∈ A, çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Ker(fx,a), ãäå fx,a : B → M ,
fx,a(T ) = T (xa) − T (x)a, � îãðàíè÷åííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ‖fx,a‖ 6 2‖x‖ ‖a‖.
Ïóñòü íàïðàâëåííîñòü ýëåìåíòîâ Tα ∈ BF

A (M) ñõîäèòñÿ ê T ∈ BA(M), â ÷àñòíîñòè,
ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåííîñòüþ Êîøè. Ïî ïóíêòó 1), íàïðàâëåííîñòü TF

α òîæå ÿâëÿåò-
ñÿ íàïðàâëåííîñòüþ Êîøè, à çíà÷èò, èìååò ïðåäåë S ∈ BA(M). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
S = TF è T ∈ BF

A (M).

Çàäà÷à 63. Çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.32.

Åñëè M = A, òî îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà, äîïóñêàþùåãî ñîïðÿæåííûé, ñîâïàäàåò
ñ îïðåäåëåíèåì äâîéíîãî öåíòðàëèçàòîðà.
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Îïðåäåëåíèå 3.33. Îïåðàòîð θx,y, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé θx,y(z) = x〈y, z〉, íàçû-
âàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì.

Çàäà÷à 64. Äîêàçàòü, ÷òî θx,y ∈ BF
A (M), ïðåäúÿâèâ ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ñîïðÿæåí-

íîãî.

Îïðåäåëåíèå 3.34. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà C-ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòàðíûõ
îïåðàòîðîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç KA(M). Åãî ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ A-êîìïàêòíûìè
îïåðàòîðàìè.

Çàäà÷à 65. Äîêàçàòü, ÷òî KA(M) � èäåàë â BF
A (M).

Çàäà÷à 66. Äîêàçàòü, ÷òî KA(A) = A. Çàìåòèì, ÷òî åñëè A áåç åäèíèöû, òî KA(A) =
A 6= BF

A (A) = DC(A) (àëãåáðà äâîéíûõ öåíòðàëèçàòîðîâ).

3.5 Àëãåáðà Êàëêèíà

Åñëè ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H íå ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, òî B(H) ìîæåò áûòü
äîñòàòî÷íî ñëîæíûì, â ÷àñòíîñòè, èìåòü íå òîëüêî îäèí ñîáñòâåííûé èäåàë. Íàïðè-
ìåð, èäåàëîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ ñ ñåïàðàáåëüíûì îáðàçîì. Ýòîãî íå
ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå ñåïàðàáåëüíîãî H, êîòîðûì ìû îáû÷íî áóäåì îãðàíè÷èâàòüñÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.35. Ôàêòîð-C∗-àëãåáðà Q(H) = B(H)/K(H) íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé
Êàëêèíà.

Îïðåäåëåíèå 3.36. Ôàêòîð-C∗-àëãåáðàM(A)/A íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé âíåøíèõ ìóëü-
òèïëèêàòîðîâ, èëè îáîáùåííîé àëãåáðîé Êàëêèíà.

Ëåììà 3.37. Àëãåáðà Êàëêèíà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ñåïàðàáåëüíîå H. Íàäî äîêà-
çàòü, ÷òî K(H) � åäèíñòâåííûé èäåàë B(H). Ïóñòü èäåàë I ⊂ B(H) ñîäåðæèò õîòÿ
áû îäèí íåêîìïàêòíûé îïåðàòîð. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò îïåðàòîð ïîëîæèòåëü-
íûé (òàê êàê ëþáîé îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ÷åòûðåõ
ïîëîæèòåëüíûõ). Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç t. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó K(H) � ïðîñòàÿ
(ïî ñëåäñòâèþ 3.4), òî ëèáî K(H) ⊆ I, ëèáî K(H) ∩ I = {0}. Ïîñêîëüêó t /∈ K(H),
òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî α > 0, ÷òî îáà ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòî-
ðà p1 = p[0,α) è p2 = p[α,∞) áåñêîíå÷íîãî ðàíãà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè p2 ñ óêàçàííûì
ñâîéñòâîì íå íàéäåòñÿ, òî t ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ. Åñëè
ïðè ýòîì p1 = 0, òî t îáðàòèì, à çíà÷èò, I = B(H), êàê è òðåáîâàëîñü. Åñëè p1 6= 0,
íî ðàíã åãî êîíå÷íûé, òî èìååì êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ìåíüøèõ α,
òàê ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f , íåïðåðûâíîé íà ñïåêòðå, èìååì 0 6= f(t) ∈ K(H).
Çíà÷èò, K(H) ⊆ I. Ïîýòîìó p1 ∈ I è t + p1 ∈ I � îáðàòèìûé è I = B(H). Èòàê, îáà
ïðîåêòîðà p1 è p2 � áåñêîíå÷íîãî ðàíãà. Ïóñòü Hi = Im pi, i = 1, 2. Òîãäà H1 ⊥ H2 è
H = H1⊕H2. Ïîñêîëüêó H1 è H2 èçîìîðôíû â ñèëó ñåïàðàáåëüíîñòè H, òî èìååòñÿ
òàêàÿ ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ w ∈ B(H), ÷òî w|H2 = 0 è w|H1 îòîáðàæàåò H1 èçîìåòðè-
÷åñêè íà H2. Ïîñêîëüêó ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû êîììóòèðóþò ñ t, òî tp2 > α · 1H2 ,
ãäå 1H2 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â H2. Êðîìå òîãî, w∗tw > α · 1H1 , à çíà÷èò,
tp2 + w∗tw > α · 1. Ïîýòîìó tp2 + w∗tw ∈ I îáðàòèì, òàê ÷òî I = B(H).
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