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*:��0���"���� ��.���� ��&�./�(��� ����� .") .� �
 �$��%�$!��0� &�"�� 1*

��  ��������

�&$�.�"����� �	�
� M � N � ���
��� ����������
�� !��� ��� 
� ���
��� ����
�"��#$ f�� f� %M � N
� ���
��� �
����&��� � ���������� ��&
	 f� � f�
�������
� !���
���$ ��"��������$ ���# �
����&����
F %M � I � N $ I ' ()� *+$ "�����

F !x� )# ' f�!x#� F !x� *# ' f�!x#�

� ,
�� ��
	�-�� f� � f� ������.
� 	������
����
f� � f��


��$��� *� 
����M � N � 	������ �������
�� �
�	���������
f� g % M � N � 
�������
�� ��������
��� ��	�� ��� � ���
����
���� ������� 
� N ��!������� ����� "���� � � )� "�� ��
������� �!f� g# ' sup

x�M
��!f!x#� g!x## � � #	�� ��!y�� y�# � 
��
��

	��
� �
������� ���
 ����"
��	�����$ �����$� �����
� !�$ y�
� y�% �������� "�� ��������
�� f � g 	������
��


���A���"#��/�� /�� ��� N ���"��
��$ 
� �	0��
�	�
 
����
� � )$ �
� ���� p� q � N � ��!p� q# � �$ 
� �	0��
�	�
 �
���
����
�� ���
�������� $ ���
�� .0� ,
� 
���� � ��&�0� � �����
�����
���
�� 1
� 	
���&
���� 
��������
� � �������� �	���

�������-������� �����
��� !��� (2$ �
�� �34+#� 5"��
���� �
��
���&���� F % M � I � N $ "��
���� � ���
��
�
��� "��� !x� t#

���	 �� 	�������� �
���
������ ���
��������� �
 f!x# � g!x#$

�� 0	. ,
	 ���
�������	. � �
��6���� t % !* � t#� /������ �
��"�������� ���������
� ��6��� ���
��� 
�������-�������
	�������� �
 ��������� 	������ 
��
 ��"��������
� F � �

�"�.��/�� *� 
���� f % M � N 
�������
�� 	�� M � N �
	������� ��	�� f 	������
� 	������� g %M � N �

�6	��� 	.��#�
� ��)�� )1 ������������
 ��)7��
�0� 6� -���/
 �
8� 9����) !� ����:
 	 �
�
����� 
 �
�	��� 	�������  ����
 ���

3



�"�.��/�� ,� &��� 	������ ��������
�� f� g % M � N 	���'
���
�� �� �
� � 	����� 	������
��

!� "�
�
�# ������$
��%& ���
�
�
��

� �
���
 ����
�
��%

7�"�����$ �
� ������������ �������
� �����
���������$
���� 
� ���� �	0��
�	�
 �
��� � "���&�
�������  ���������
�	��-�� "�����
� !����
���� !�� �����#�

B�.��� *� 8�����
�$ �
� ���
� ����	�� � �������
��	����
�������������

�&$�.�"����� /���� x � M �������
� ��	����
��
��"��� �
����&��� ������������ f % M � N $ ����
�
����&���� df jx % TxM � Tf�x�N �.�9��
�����

/���� y � N �������
� ��	����
�� �
�"�
��� �
��
���&��� f % M � N $ ���� �.��� x � f��!y# � ���	�
� ��� 
�����

� �	��� 
�������-������� �����
��� 
��������
� $ �
� "���
��� "������� ���	� ����� �������  �� �
� "�
��������������

�	�
� f %M � N ����
��� �
����&���� �����	
�� !
� ��
�
���"��
��� ��� ��� # �� ���� �����
��������� ������������
�
��� ���������
�� � ,
�� ��	��� "����� "������� ���	� �����
������� �	
�
 "���
� �������� ������ 
����$ � df � ���	� ����

����� � "���
� ������������ ����
������ "���
����
��

�&$�.�"����� (����
� f "� �
��6���. � ���	� ��
���	 �������. y� � N �������
� 

deg f ' deg!f� y�# %'
X

f�xi��y�

sgn det

�
�y��

�x�i

�
'
X

�!f� y�� xi#�

5����
��$ �
� ,
� �"��
������ �� ������
 �
 ������ ������

��	.0�� ����
���
�


��$��� ,� (����
� ��������
��
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C�D 
� ������� �� ������ �������
�	� �
�"�
�� y� �

C'D 
� ��
����� ��� 	��������$�


���A���"#��/�� :��
�� !�# � !�#� �	�
� y� � y� � 
�� "���
������� ������� f �

B�.��� ,� :	0��
�	�
 
���� ��"�������� ������
�� 	t % M �
M 
��������������$ �
� 	� ' Id $ � 	�!y�# ' y� !�
��� ��
"����	��� �� ����
�.#�

/��
� f � 	� � f � ����� �
����&���� 
���� y� ���	� ���� :

�	��� �
�����

deg!	� � f� y�# ' deg!f� y�#�

� ���� !"� !�## deg!	� � f� y�# ' deg!f� y�#$ 
� !�# 
��������

!�#� �	�
� I ' ()� *+$ � F % M � I � N $ 
�� �
� F jM�� ' f�$
F jM�� ' f��

�	�
� y � ���	� ���� ��������� �� 
������ :��
�$ ���	� ��
��� ������� ���
��� �
����&���� �����	.
 �
���
�� � "��
�
��� "�
���&��
�� � N � ;����
$ ��&�� ���
� ���	� ���� ������
��� y� � ����
���� 
��
�
���� ����� �����
���
� y$  �� .0��� 
���	� ���� ��������� �
���������� f�� f� � F $ "����� 
����$
�
� �
�"��� ,
�� �
����&���� � y� 
��� &�$ ��� � y� <	
��
���
�
� y� ' y�

���&��
�� F��!y# �	
�
 "�
������������� � M � I �������
���
� *= �� ���"��
���
� ��&�� ����.��
�$ �
� ��� �	
�
 "��
�
�
��� 
� �� ��� ��9�
������ ����
����� ����� ���	&���
�� �
����
����� ����� �
������$ "����� ���-� �
������ �	
	
 ��&�
�
�� ��� �M�) �M�* !������ ,
�� ���-�� � �	
�
 "��
�
��� 
�
����� "����� "�������� y#�

>



I

M

�

�

f�

f�

�
�
�
� �� ��

��

	 
�	

�	

5��	&���
� �� �	
	
 ���
� 
���� "��������� � ,
��� ����
 ��$ �$ ���
���
�����$ ����� �� "���� .
 �� �
�"���� 5
�����
���	
 ��
� 
�	� 
�"��% � ���-��� �� �
��� ��� �� ������ ����
"����
�� ��� �

<	
�� ��"�������
� �����
��	.0�� �
��� 
� M $ � �������
����
���
	 t �� I� ?�����
��� �
�� �� �
������ L � ���-���
a � b� /��
� ����� ���
	 !x��� � � � � xn�� t# � �����
���
� a$ � �
�����
���
� b � ���
	 !x�� � � � � � xn�� t#�

�
t

�


a b

� 
� �� 

� �

�� 
������ :��
�$ �	0��
�	�
 �����
���
� V 
���� y$ ���
�
� 0� 
����� �� ���	� ���� ��������� /��
� ���
� �� ����
���"����
 F��!V # �	
�
 ��
��&�
�� ����
��� �����
���
�
�
����� L� ;�
�
�� � ,
�� �����
���
� ���
	 !����
���
�#
!y�� � � � � � yn� � 
#$ �
� !y�� � � � � � yn� # � ���
� �� V $ � 
 � "�����
�
�
��� �
������

����&�� �!a# ' �!f� � y� a#$ �
� � �������
� � ���������
�
�
 
���$ �� ����� ���
� �����-� ��&�
 a= ���������� �"��
����

@



�!b#� /��
�

�!a# ' sgn det
�!y�� � � � � � yn� #
�!x��� � � � � xn�#

' sgn det
�!x��� � � � � xn�#
�!y�� � � � � � yn� #

�!b# ' sgn det
�!y�� � � � � � yn� #
�!x�� � � � � � xn�#

' sgn det
�!x�� � � � � � xn�#
�!y�� � � � � � yn� #

�

/�� ��� �� ������� �����
��	.0�� �
���$ ����� ������
��

sgn det
�!x��� � � � � xn�� t#
�!y�� � � � � � yn� � 
#

����
a

' sgn det
�!x�� � � � � � xn�� t#
�!y�� � � � � � yn� � 
#

�����
b

�

7� 
�� ��� �t
�yi�

' )$ �����

sgn det
�!x��� � � � � xn�� t#
�!y�� � � � � � yn� � 
#

����
a

' sgn det
�!x��� � � � � xn�#
�!y�� � � � � � yn� #

sgn !
�t

�

#

����
a

'

' �!a# sgn !
�t

�

#

����
a

sgn det
�!x��� � � � � xn�� t#
�!y�� � � � � � yn� � 
#

�����
b

' sgn det
�!x��� � � � � xn�#
�!y�� � � � � � yn� #

sgn !
�t

�

#

�����
b

'

' �!b# sgn !
�t

�

#

����
b

A��� �
����� ���� ��� ���-� �� �
��� ���
� �����-�$ 
� �t
��

����
 ������ ����� �� ���-��$ � ���� �� ������ � �
���������
;����
$ �
����� � ���-��� �� �
��� ���
� 
��
 
�� ������� 	���
�
�&�.0��� ����� � �	��	 
� �
�"��� ���
��
�
�	.0�� �	���
-��$ � �
����� � ���-��� �� ������ ���
 � 
��
 
�� �
��������
����� � ��� �	���� /������ 
��������

�

B



B�.��� 2� 5"��
���
� �
�"��� � �������
��	���� ��	��� !���
,�����
 Z�# � 
�����
� ������ "��
�
	0�� 
�������

� ����
���� ��	�� � ����� � ����
��� ���
�
���% �� ������
�
�� �
�"���� ���
	�
 ����
�"���
��


��$��� 2� )�� 	�����$ ��������
�� f� g % M � Sn ����
�'
��	� ����
������

�	� n����
�	� �
�	�������� � n����
� 
�*��� 	������
� � ��� � ������ � ��� ���"��� ��	�� �$ ���'
��
� ������� ��

B�.��� +� 8�����
� 
�����	 � ��	��� n ' *�

����� *� 
���� X � 
������
�� ������	�"����� �����'
��
���� #
�������� �
�	��������%� F 	 X � ����
���� ���'
�
�������� � f % F � R� � 
�������
�� *�
�+�� 
� �
���'
���� F � � jf!x#j 
 k ��� �x� ��	�� f ������������ �� 
����'
���
�� g�

g % X � R�� gjF ' f� jg!x#j 
 k ��� �x � X�


���A���"#��/� ���$��0� �� 
�
�� �������� 
�����
����
�
�� "� ��
	�-��$ "��
"����� $ �
� � ��	��� n ' * 
������ 
��
������� ��
������
� ��&�� ���
� � (>$ �
�� *>BC*@D+�

� �
�	 �
����	 	
���&
���� 
������ 	&� 
������� � 
���
���� D !�#� �	�
� y� � Sn � ���	� ���� �������� f � g$ ���.�
0�� �
������	. �
�"���$ � U � ��� ���� �����
���
�$ ���
��
 0� �� ���	� ���� ��������� �	�
� S� � ���� �����$ ���	�
&�.0� y� � U � 7�� ��
� �"��
���
� ��"�������� �
����&����
F %M � I � Sn$ ��
����$ ���� �� �	
�� ��� ������
����
� ���
������
�� Ft %M � Sn$ 
��&�� 	
����
��� 
� 	����� � F� ' f �
F� ' g� /� ��
� F 	&� �"��
����� �� �������� � -����
��$ � ���
��
� ��� "��
��&�
� 
� ��"��������� �
����&��� �� ���� -��
���
��� 8� ,
��� ���
���� ���
���� "	
 �� � -����
�� M � I
"�"���� ��� !E# � !C# "�������� y� � �������� � -����
��� ���
������	 �
�"��� f � g �����$ 
� ,
� ��&�� �
���
�� �	�
� ak
� bk � ���-� 
����� "	
�$ � Sa � Sb � ���
��
�
�	.0�� "���
������ S�� �� ������&��� � ���������
� �� ��&�� �����
�
"	
� 
��$ �
��� ��� � 
����� 
�	���$ �� ����
���.0��$ �� "��
����������� �� "��
"���&���. ��
	�-�� �� ��&�� "��
��&�
�
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�
����&���� !�
�"��� *# �� ����
���� -����
� !
����������
��� I � Sn��#$ ��&�0�� � 
�	���$ ����
���.0�� "	
� � ����
.0�� Sa � Sb ������ �������� ��$ � ��
��$ "� ��
�	���$ ��
��"�������� -����
�� �	�
� K � ��9�
������ ��	
������
��
-����
��� � �� ���������$ 
��
� �� �!M � I nK# �
����&����
F 	&� �"��
�����$ "����� ������� ��� ��&�
 � 
�"������� �
Sn � �
���
��	 6��	$ ������������	 S�$ � ,
� "���
����
��

����������� Rn� ��"����� $ �
� "� 
������ F�
�� !(2$ �
��

*3�+# ��&�� ���
�
� M � I 	 Rk$ � "�����  "�����
���
��
"��
�
	0	. ����	 !�� "����� �� ��$ 
���� �������$ � "���
�
��6�� ��	��� �����
��� "���
����
��#$ "��	��� "��
��&����
F � �!M � I nK# �� M � I nK� ��������	 �� �!M � I nK# "���

��&���� � 	&� "��
������� ����� �
����&���� �����������$ 
�
"��	���� 
���	���� ��"�������� "��
��&����� �

'� "�
�
�# � ���
����

�	�
� M � �����	
�� �����
��	���� ������������ �������
���
� n$ � G � 
�������-������ ����� �
�"��� n !
� ��
�
���������
������ 
����� ����� !)� n## �� M � �	�
� � �������
��� ����
���
�� ����� ����
 ��
 G ' 
!y#dy�� � � � � � dyn��

8�������-�����	. ����	 ��&�� �"��
���
� ��� n�������
��� �	��-����� �� ����
������ "���
����
�� � ��&
�� 
�����
�	�
� f % N �M � �
����&���� ������������ �
�������� ����
������
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