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Дифференциальные формы и операции с ними - I

Задача 1. Доказать, что нет нетривиальных кососимметрических полили-
нейных функций на векторном пространстве V от k аргументов, если k > dimV.

Задача 2. Пусть V векторное пространство размерности n. Найти размер-
ность пространства

∧k
V ∗ кососимметрических полилинейных функций на V

от k аргументов.
Задача 3. Доказать, что если для любой гладкой 1-формы ω функция ω(X)

является гладкой, то векторное поле X является гладким.
Задача 4. Рассмотрим 1-формы ω1, . . . , ωk и векторные поля X1, . . . , Xk.

Доказать, что

ω1 ∧ . . . ∧ ωk(X1, . . . , Xk) =

∣∣∣∣∣∣∣
ω1(X1) . . . ω1(Xk)

...
. . .

...
ωk(X1) . . . ωk(Xk)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Задача 5. Доказать, что если дифференциальные 1-формы ω1, . . . , ωp ли-

нейно зависимы, то ω1 ∧ · · · ∧ ωp = 0. Верно ли обратное? Что можно сказать
про k-формы?

Задача 6. Найти dω, ιXω и ω ∧ (dx+ dy + dz), если

X = y
∂

∂x
, ω = x2dx ∧ dy + xzdy ∧ dz ∈ Ω2(R3).

Задача 7. Найти dω и f∗ω, если ω =
x dy − y dx
x2 + y2

∈ Ω2(R2), а f : R2 −→ R2

задано формулой x = u2 − v2, y = 2uv. Найти ограничение ω|S1 формы ω на
окружность x2 + y2 = 1.

Задача 8. Записать в полярных координатах дифференциальные формы

ω = f(x2 + y2)(xdx+ ydy) ∈ Ω1(R2), σ =
√
x2 + y2dx ∧ dy ∈ Ω2(R2).

Задача 9. Пусть Ω дифференциальная p-форма, а ω дифференциальная
1-форма, не равная нулю. Доказать, что Ω представима в виде Ω = θ ∧ω тогда
и только тогда, когда Ω ∧ ω = 0.

Задача 10∗. Записать форму ω = dx ∧ dy ∧ dz ∈ Ω3(R3) в сферических
координатах.


