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Дифференциальные формы и операции с ними - II

Задача 1. Пусть r, ϕ полярные координаты в плоскости. Доказать, что,
хотя координата ϕ определена с точностью до добавления кратного 2π и не
является определённой на проколотой плоскости R2 \{O} функцией, её диффе-
ренциал dϕ является корректно определённой 1-формой на R2 \ {O}. Записать
dϕ в декартовых координатах.

Задача 2. На лекции было доказано, что производная Ли 1-формы ω вдоль
векторного поля Y может быть в локальных координатах x1, . . . , xn найдена
так: если

ω = ωi dx
i, Y = Y j ∂

∂xj
,

то

LY ω =

(
∂ωi

∂xj
Y j + ωl

∂Y l

∂xi

)
dxi.

Вывести аналогичную формулу для производной Ли k-формы

σ =
∑

i1<...<ik

σi1...ik dx
i1 ∧ . . . ∧ dxik .

Задача 3. Найти интегральные кривые векторного поля Z = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
на плоскости.

Задача 4. Найти производную Ли формы ω = dx ∧ dy ∈ Ω2(R2) вдоль

векторного поля Z = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
разными способами:

а) по определению, используя решение задачи 3,

б) с помощью явной формулы из задачи 2,

в) используя свойства производной Ли, свести к вычислению производной
Ли от функций.

Задача 5. Найти d(ιZω)+ιZ(dω) для ω = dx∧dy ∈ Ω2(R2) и Z = −y ∂
∂x

+x
∂

∂y
и сравнить с LZω, вычисленной в предыдущей задаче.

Задача 6. Доказать, что

[LX , ιY ]ω = ι[X,Y ]ω.

Задача 7. Доказать, что

LfXω = fLXω + df ∧ ιXω,

где f — гладкая функция.


