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Дифференциальные формы и тензоры

Задача 1. Найти производную Ли LXY для векторных полей

X =
∂

∂x
, Y = −y ∂

∂x
+ x

∂

∂y
.

Задача 2. Пусть даны 1-форма ω = x dy ∈ Ω1(R2) и векторные поля

X =
∂

∂x
, Y = −y ∂

∂x
+ x

∂

∂y
.

Найти dω(X,Y ) с помощью формулы вычисления внешнего дифференциала
формы через коммутаторы векторных полей.

Задача 3. Пусть даны 1-форма ω = x dy ∈ Ω1(R2) и векторные поля

X =
∂

∂x
, Y = −y ∂

∂x
+ x

∂

∂y
.

Найти (LY ω)(X) с помощью формулы вычисления производной Ли дифферен-
циальной формы через коммутаторы векторных полей.

Задача 4. Пусть V векторное пространство с базисом e1, . . . , en, а e1, . . . , en
соответствующий двойственный базис в V ∗. Доказать, что тогда полилинейные
функции

ei1 ⊗ . . .⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq ,
где i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, . . . , n, образуют базис в пространстве T pq V тензоров
типа

(
p
q

)
, то есть пространстве полилинейных функций от p ковекторов и q

векторов. Какова размерность пространства T pq V ?
Задача 5. Пространство

∧k
V ∗ кососимметрических полилинейных функ-

ций от k векторов из векторного пространства V является подпространством
пространства тензоров T 0

kV. Доказать, что связь между базисами в этих про-
странствах выражается формулой

ei1 ∧ . . . ∧ eik =
∑
π∈Sk

sgnπ eiπ(1) ⊗ . . .⊗ eiπ(k) .

Задача 6. Пространство S2V ∗ симметрических полилинейных функций от
2 векторов из векторного пространства V, то есть симметрических билинейных
форм, является подпространством пространства тензоров T 0

2 V. Доказать, что
в качестве базиса в S2V ∗ можно взять

ei · ej =
ei ⊗ ej + ej ⊗ ei

2
, 1 6 i 6 j 6 n.

Какова размерность пространства S2V ∗?
Задача 7. Мы определяли тензоры как полилинейные функции от ковек-

торов и векторов, а тензорное произведение формулой

(S1 ⊗ S2)(ξ1, . . . , ξp1+p2 , v1, . . . , vq1+q2) =

= S1(ξ1, . . . , ξp1 , v1, . . . , vq1)S2(ξp1+1, . . . , ξp1+p2 , vq1+1, . . . , vq1+q2).

Вывести из этого, что для координат этих тензоров верно равенство

(S1 ⊗ S2)
i1,...,ip1+p2
j1,...,jq1+q2

= (S1)
i1,...,ip1
j1,...,jq1

(S2)
ip1+1,...,ip1+p2
jq1+1,...,jq1+q2

.

Задача 8. Пусть Tij тензор типа
(
0
2

)
такой, что detTij 6= 0. Пусть T ij обо-

значает элементы матрицы, обратной к Tij . Доказать, что тогда T ij является
тензором типа

(
2
0

)
.


