
Çàäà÷à 1. Ïðèâåñòè ïðèìåð èíâîëþòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû, íå ÿâëÿþùåéñÿ C∗-
àëãåáðîé.

Çàäà÷à 2. Ïîêàçàòü, ÷òî ëåâûé åäèíè÷íûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ è ïðàâûì, ÷òî 1∗ = 1,
÷òî åäèíè÷íûé ýëåìåíò åäèíñòâåí è ÷òî ‖1‖ = 1. Îí íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé àëãåáðû.

Çàäà÷à 3. Ïðîâåðüòå, ÷òî àëãåáðà C(X), îáðàçîâàííàÿ âñåìè íåïðåðûâíûìè êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè íà êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå X è àëãåáðà C0(X) âñåõ
íåïðåðûâíûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå
X, ñòðåìÿùèõñÿ ê 0 íà áåñêîíå÷íîñòè (òî åñòü òàêèõ f : X → C, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò K ⊆ X, ÷òî sup{|f(x)| | x ∈ K} < ε) ÿâëÿþò-
ñÿ êîììóòàòèâíûìè C∗-àëãåáðàìè, åñëè â êà÷åñòâå íîðìû áåðåòñÿ ñóïðåìóì-íîðìà:
‖f‖ = supx∈X |f(x)|, à â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ � ïîòî÷å÷íîå óìíîæåíèå. Ïðè ýòîì
àëãåáðà C(X) èìååò åäèíèöó.

Çàäà÷à 4. Ïðîâåðüòå, ÷òî àëãåáðà B(H) âñåõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâó-
þùèõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, ÿâëÿåòñÿ C∗-àëãåáðîé ñ åäèíèöåé. Çäåñü â
êà÷åñòâå íîðìû áåðåòñÿ îïåðàòîðíàÿ íîðìà ‖a‖ = suph∈H, ‖h‖≤1 ‖a(h)‖, à óìíîæåíèå
� êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ.

Çàäà÷à 5. Ïîêàçàòü, ÷òî íîðìà �ñóììû� ïðåâðàùàåò A+ â èíâîëþòèâíóþ áàíàõîâó
àëãåáðó, íî íå C∗-àëãåáðó.

Çàäà÷à 6. Äîêàçàòü, ÷òî A � èäåàë â A+.

Çàäà÷à 7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè a0 ∈ A îáðàòèì è ‖a−a0‖ < 1
‖a−1

0 ‖
, òî a òîæå îáðàòèì,

ïðè÷åì a−1 =
∑∞

n=0[a−1
0 (a0 − a)]na−1

0 .

Çàäà÷à 8. Ïîêàçàòü, ÷òî êâàçèñïåêòð âñåãäà ñîäåðæèò íîëü.

Çàäà÷à 9. Ïóñòü a è b � êîììóòèðóþùèå ýëåìåíòû áàíàõîâîé àëãåáðû. Òîãäà ïðîèç-
âåäåíèå ab îáðàòèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé èç ýëåìåíòîâ a è b ÿâëÿåòñÿ
îáðàòèìûì.

Çàäà÷à 10. Ïîêàçàòü, ÷òî r(a) ≤ ‖a‖ äëÿ ëþáîãî a ∈ A.
Çàäà÷à 11. Äîêàçàòü, ÷òî MA � ëîêàëüíî-êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî,
à MA+ � åãî îäíîòî÷å÷íàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ.

Çàäà÷à 12. Ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ϕ : A → C � (íåíóëåâîé) ìóëüòèïëèêàòèâíûé
ôóíêöèîíàë íà A, òî ôîðìóëà ϕ̃((a, λ)) = ϕ(a)+λ çàäàåò åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå
ϕ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ôóíêöèîíàëà íà A+.

Çàäà÷à 13. Ëþáîé èäåàë I êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû ñ åäèíèöåé ñîäåðæèò-
ñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì èäåàëå.

Çàäà÷à 14. Äîêàçàòü òåîðåìó Ãåëüôàíäà äëÿ àëãåáðû áåç åäèíèöû.

Çàäà÷à 15. Åñëè a � îáðàòèìûé ýëåìåíò, òî àëãåáðà C∗(a) èìååò åäèíèöó. Â ýòîì
ñëó÷àå C∗(a) = C∗(1, a).

Çàäà÷à 16. Äîêàçàòü, ÷òî f(Sp(a)) = Sp(f(a)), ïðèáëèæàÿ f ìíîãî÷ëåíàìè, è ïðà-
âèëüíî ñôîðìóëèðîâàâ, ÷òî çíà÷èò, ÷òî îáðàç íåïðåðûâåí ïðè ðàâíîìåðíîì ïðèáëè-
æåíèè, è ïîëüçóÿñü èçîìåòðè÷íîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåëüôàíäà.
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Çàäà÷à 17. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè a > 0 è 0 > a, òî a = 0; à òàêæå, ÷òî−‖a‖1 6 a 6 ‖a‖1
äëÿ âñÿêîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî a.

Çàäà÷à 18. Åñëè 0 6 a 6 b, òî ‖a‖ 6 ‖b‖.

Çàäà÷à 19. Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà ñî ñ÷åòíîé àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöåé íå îáÿ-
çàíà áûòü ñåïàðàáåëüíîé.

Çàäà÷à 20. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò ïðîèçâîëüíîé C∗-ïîäàëãåáðû
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ýëåìåíòîì âñåé àëãåáðû.

Çàäà÷à 21. Ïóñòü ϕ : A→ B � ∗-ãîìîìîðôèçì àëãåáð áåç åäèíèöû. Äîêàçàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé óíèòàëüíûé ∗-ãîìîìîðôèçì ϕ+ : A+ → B+, ïðîäîëæàþ-
ùèé ϕ.

Çàäà÷à 22. Ïóñòü ϕ : A→ B � ∗-ãîìîìîðôèçì àëãåáð, ïðè÷åì A áåç åäèíèöû, à B
� ñ åäèíèöåé. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé óíèòàëüíûé ∗-ãîìîìîðôèçì
ϕ(+) : A+ → B, ïðîäîëæàþùèé ϕ.

Çàäà÷à 23. Ïðîâåðèòü, ÷òî

• Åñëè S � ñàìîñîïðÿæåííîå, òî è S ′ òîæå.
• Êîììóòàíò ëþáîãî ìíîæåñòâà � àëãåáðà ñ åäèíèöåé.
• Êîììóòàíò ëþáîãî ìíîæåñòâà ñëàáî çàìêíóò.
• Òàêèì îáðàçîì, S ′ � àëãåáðà ôîí Íåéìàíà äëÿ ëþáîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî
ìíîæåñòâà S.
• Åñëè S1 ⊂ S2, òî S

′
1 ⊃ S ′2.

• Âñåãäà S ⊂ S ′′.
• Ïîýòîìó S ′ = S ′′′, S ′′ = S ′′′′ è ò.ä.

Çàäà÷à 24. Äîêàçàòü: åñëè ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò a â C∗-àëãåáðå ñ åäèíèöåé
èìååò Sp(a) = {0, 1}, òî a � íåñêàëÿðíûé èäåìïîòåíò.

Çàäà÷à 25. Ïóñòü uλ, λ ∈ Λ, � íåêîòîðàÿ àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà â óíèòàëüíîé
àëãåáðå. Äîêàçàòü, ÷òî 1 = limλ∈Λ uλ.

Çàäà÷à 26. Èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ ìåæäó ñàìîñîïðÿæåííûìè ëèíåéíûìè
ôóíêöèîíàëàìè íà A è (âåùåñòâåííûìè) ëèíåéíûìè ôóíêöèîíàëàìè íà Asa.

Çàäà÷à 27. Åñëè ó A åñòü åäèíèöà, òî ïðåäñòàâëåíèå π ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà π(1) = 1.

Çàäà÷à 28. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà Mn ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ïðè ëþáîì n .

Çàäà÷à 29. Äîêàçàòü, ÷òî îáðàç ìàòðè÷íîé àëãåáðûMn ïðè ∗-ãîìîìîðôèçìå � ëèáî
íóëåâàÿ àëãåáðà, ëèáî àëãåáðà, èçîìîðôíàÿ Mn.

Çàäà÷à 30. Íàðèñîâàòü äèàãðàììó Áðàòòåëè äëÿ (íåêîòîðîé îïðåäåëÿþùåé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè) AF-àëãåáðû: àëãåáðû êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ K(H).

Çàäà÷à 31. Íàðèñîâàòü äèàãðàììó Áðàòòåëè äëÿ (íåêîòîðîé îïðåäåëÿþùåé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè) AF-àëãåáðû: óíèòàëèçàöèè K(H)+ àëãåáðû êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ
K(H)
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Çàäà÷à 32. Íàðèñîâàòü äèàãðàììó Áðàòòåëè äëÿ (íåêîòîðîé îïðåäåëÿþùåé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè) AF-àëãåáðû: çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ Ap = M2p , ñ âëîæåíèÿìè

Ap ⊂ Ap+1 êðàòíîñòè 2 ïî ôîðìóëå a 7→
(
a 0
0 a

)
(CAR àëãåáðà).

Çàäà÷à 33. Íàðèñîâàòü äèàãðàììó Áðàòòåëè äëÿ (íåêîòîðîé îïðåäåëÿþùåé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè) AF-àëãåáðû: C(K), ãäå K � êàíòîðîâî ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå èç
[0, 1] ïîñëåäîâàòåëüíûìè óäàëåíèÿìè ñðåäíåé òðåòè ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëîâ.
Åñëè Kp � ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå íà p-ì øàãå ýòîãî ïðîöåññà, òî Ap � àëãåáðà
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ íà èíòåðâàëàõ Kp.

Çàäà÷à 34. Íàðèñîâàòü äèàãðàììó Áðàòòåëè äëÿ (íåêîòîðîé îïðåäåëÿþùåé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè) AF-àëãåáðû: C(X), ãäå X := {0} ∪ { 1

n
: n ∈ N}, à Ak ñîñòîèò èç âñåõ

ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ íà [0, 1/2k].

Çàäà÷à 35. Ïóñòü π : A → B(H) � âûðîæäåííîå ïðåäñòàâëåíèå. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç
H0 èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî H0 := {ξ ∈ H : π(a)(ξ)0 äëÿ ëþáîãî a ∈ A}. Äî-
êàçàòü, ÷òî π èíäóöèðóåò ïðåäñòàâëåíèå π′ : A → B(H/H0), ïðè÷åì, åñëè π áûëî
òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì (èíúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì), òî è π′ áóäåò òàêîâûì.

Çàäà÷à 36. Ïðîâåðèòü, ÷òî RM(A) = (LM(A))∗ è ÷òî M(A) = LM(A) ∩ RM(A),
òàê ÷òî M(A) ñèììåòðè÷íî ïî îòíîøåíèþ ê èíâîëþöèè.

Çàäà÷à 37. Ïóñòü X � ëîêàëüíî-êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, à C0(X), êàê è ðàíåå
� C∗-àëãåáðà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê 0 íà áåñêîíå÷íîñòè. Äîêàçàòü,
÷òî àëãåáðà M(C0(X)) ⊂ L∞(X) ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíà ñ C∗-àëãåáðîé Cb(X)
âñåõ îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà X.

Çàäà÷à 38. Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå π : A→ B(H) íåâûðîæäåíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîé àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöû uλ àëãåáðû A âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå óñëîâèå: äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ξ ∈ H íàéäåòñÿ òàêîå λ, ÷òî uλ(ξ) 6= 0.

Çàäà÷à 39. Ïîñòðîèòü ïðèìåð îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ìîäóëå, íå äîïóñêàþùåãî
ñîïðÿæåííîãî.

Çàäà÷à 40. Äîêàçàòü, ÷òî ‖x‖ = supy∈B1(M) |〈x, y〉|, ãäå B1(M) ⊂ M � åäèíè÷íûé
øàð.

Çàäà÷à 41. Äîêàçàòü, ÷òî θx,y ∈ BF
A (M), ïðåäúÿâèâ ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ñîïðÿæåí-

íîãî.

Çàäà÷à 42. Äîêàçàòü, ÷òî KA(M) � èäåàë â BF
A (M).

Çàäà÷à 43. Äîêàçàòü, ÷òî KA(A) = A. Çàìåòèì, ÷òî åñëè A áåç åäèíèöû, òî KA(A) =

A 6= BF
A (A) = DC(A) (àëãåáðà äâîéíûõ öåíòðàëèçàòîðîâ).

Çàäà÷à 44. Ïóñòü A � C∗-àëãåáðà, a ∈ A, p, q ∈ A � îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû
(ò.å. ñàìîñîïðÿæåííûå èäåìïîòåíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå pq = 0). Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè
a ïîëîæèòåëåí è pap = 0, òî paq = 0.

Çàäà÷à 45. Ïóñòü A � C∗-àëãåáðà, a ∈ A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç aAa ìíîæåñòâî âñåõ ýëå-
ìåíòîâ âèäà aba, ãäå b ∈ A, à ÷åðåç aAa � çàìûêàíèå ýòîãî ìíîæåñòâà. C∗-ïîäàëãåáðà
B ⊂ A íàñëåäñòâåííà, åñëè èç óñëîâèé 0 ≤ a ≤ b è b ∈ B ñëåäóåò, ÷òî a ∈ B.
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(1) Ïðîâåðèòü, ÷òî aAa � C∗-ïîäàëãåáðà äëÿ ëþáîãî a ∈ A.
(2) Ïóñòü p ∈ A � ïðîåêòîð. Ïðîâåðèòü, ÷òî pAp çàìêíóòî.
(3) Ïîêàçàòü, ÷òî pAp íàñëåäñòâåííà äëÿ ëþáîãî ïðîåêòîðà p.
(4) Ïîêàçàòü, ÷òî aAa íàñëåäñòâåííà äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî a ∈ A.

Çàäà÷à 46. Ïóñòü X ⊂ R � ìíîæåñòâî òî÷åê 1, 1/2, 1/3, . . . è 0. Ïóñòü C(X,M2)
� ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà X ñî çíà÷åíèÿìè â ìàòðè÷íîé àëãåáðå
M2. Ïîëîæèì B1 = {f ∈ C(X,M2) : f(0) äèàãîíàëüíà}, B2 = {f ∈ C(X,M2) :
f(0) èìååò âèä ( ∗ 0

0 0 )}.
(1) Ïîêàçàòü, ÷òî C(X,M2), B1, B2 � C∗-àëãåáðû.
(2) Íàéòè âñå (äâóõñòîðîííèå, çàìêíóòûå) èäåàëû â C(X), C(X,M2), B1, B2.

Çàäà÷à 47. Ïóñòü A � C∗-àëãåáðà, J ⊂ A � èäåàë, a ∈ A � ñàìîñîïðÿæåííûé
ýëåìåíò. Ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé j ∈ J , ÷òî ‖[a]‖ = ‖a− j‖, ãäå [a] ∈ A/J �
êëàññ a+J ýëåìåíòà a. Óêàçàíèå: ðàçëîæèòü a−‖[a]‖·1 = a+−a− ñ ïîëîæèòåëüíûìè
a+, a− è ïîêàçàòü, ÷òî a+ ∈ J .

Çàäà÷à 48. Ïóñòü A � C∗-àëãåáðà, a ∈ A � ñàìîñîïðÿæåííûé ýëåìåíò. Ïîêàçàòü,
÷òî åñëè ñïåêòð σ(a) � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî A áåñêîíå÷íîìåðíà.

Çàäà÷à 49. Îïèñàòü ÃÍÑ-êîíñòðóêöèþ äëÿ C∗-àëãåáðû C[0, 1] è äëÿ ïîëîæèòåëü-
íîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ϕ

(1) ϕ(f) = f(0),
(2) ϕ(f) = 1

2
(f(0) + f(1)),

(3) ϕ(f) =
∫ 1

0
f(x) dx,

ãäå f ∈ C[0, 1].

Çàäà÷à 50. Îïèñàòü ÃÍÑ-êîíñòðóêöèþ äëÿ C∗-àëãåáðûMn êîìïëåêñíûõ n×n-ìàòðèö
è äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ϕ

(1) ϕ(A) = a11,
(2) ϕ(A) = tr(A),

ãäå A = (aij)
n
i,j=1 ∈Mn.

Çàäà÷à 51. Ïóñòü π, σ � ïðåäñòàâëåíèÿ C∗-àëãåáðû A â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ Hπ è Hσ, è ïóñòü ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ U : Hπ → Hσ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
σ(a)U = Uπ(a) äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Ïîêàçàòü, ÷òî îáðàç (ñîîòâ. îðòîãîíàëüíîå äî-
ïîëíåíèå ê ÿäðó) U ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì äëÿ σ(A) (ñîîòâ. äëÿ
π(A)). (U � ÷àñòè÷íàÿ èçîìåòðèÿ, åñëè U∗U è UU∗ ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè)

Çàäà÷à 52. (a) Ïóñòü Mn(A) � ìíîæåñòâî âñåõ n×n-ìàòðèö ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
C∗-àëãåáðû A. Ïîêàçàòü, ÷òî íà Mn(A) ñóùåñòâóåò C∗-íîðìà.
(b) Ïóñòü A � C∗-àëãåáðà ñ íîðìîé ‖ · ‖, è ïóñòü ‖ · ‖′ � äðóãàÿ íîðìà íà A, ýêâèâà-
ëåíòíàÿ ïåðâîé íîðìå. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ‖·‖′ � C∗-íîðìà, òî îáå íîðìû ñîâïàäàþò.
Âûâåñòè èç ýòîãî åäèíñòâåííîñòü C∗-íîðìû íà Mn(A).

Çàäà÷à 53. Ïóñòü ϕ� ñîñòîÿíèå íà C∗-àëãåáðå A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî
ñàìîñîïðÿæåííîãî ýëåìåíòà a ∈ A âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ϕ(a2) = ϕ(a)2. Ïîêàçàòü, ÷òî
èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ϕ(ab) = ϕ(ba) = ϕ(a)ϕ(b) äëÿ ëþáîãî b ∈ A.
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Çàäà÷à 54. Ïóñòü A = c � C∗-àëãåáðà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë, c = {(an)n∈N : an ∈ C; limn→∞ an ñóùåñòâóåò}. Ðàññìîòðèì åå êàê C∗-
ïîäàëãåáðó àëãåáðû B(l2) îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà l2 ñóì-
ìèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Íàéòè ïåðâûé è âòîðîé êîììóòàíò, A′

è A′′, è (íåçàâèñèìî) ñëàáîå çàìûêàíèå A â B(l2).

Çàäà÷à 55. (a) Ïîêàçàòü, ÷òî ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ ñòðîãî ñëàáåå ñèëüíîé òîïîëîãèè.
(b) Ïóñòü P ⊂ B(H) � ìíîæåñòâî âñåõ (ñàìîñîïðÿæåííûõ) ïðîåêòîðîâ â ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè pλ → p ñëàáî ñõîäèòñÿ, ãäå pλ ∈ P è p ∈ P , òî
pλ → p ñèëüíî ñõîäèòñÿ.
(c) Ïîêàçàòü, ÷òî ñèëüíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñàìîñîïðÿæåííûõ) ïðîåêòî-
ðîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì.
(d) Íàéòè ïðèìåð ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ íàïðàâëåííîñòè pλ → p ñ pλ ∈ P è p 6∈ P .
Çàäà÷à 56. Ïóñòü Hn ⊂ H � ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H, ïîðîæ-
äåííîå ïåðâûìè n âåêòîðàìè îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà. Â ìíîæåñòâå âñåõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé (m1,m2, . . .), ãäå mk ∈ B(Hn) ⊂ B(H), ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî A
âñåõ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ÷òî

• supk ‖mk‖ <∞;
• ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (m1,m2, . . .) è (m∗1,m

∗
2, . . .) ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ â ñèëü-

íîé òîïîëîãèè.

Ïîêàçàòü, ÷òî A � C∗-àëãåáðà, è ÷òî îòîáðàæåíèå (m1,m2, . . .) 7→
s- limk→∞mk ∈ B(H) ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ∗-ãîìîìîðôèçìîì A→ B(H).

Çàäà÷à 57. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ C∗-àëãåáðà, π � åå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Ïîêàçàòü, ÷òî dimH = 1.

Çàäà÷à 58. Ïóñòü {ei}∞i=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà
H, è ïóñòü îïåðàòîðû a, b çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè aei = e2i; bei = e2i−1. Ïóñòü E =
C∗(a, b) ⊂ B(H) � C∗-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ a è b.
(a) Ïðîâåðèòü îãðàíè÷åííîñòü a è b è äîêàçàòü ðàâåíñòâà a∗a = b∗b = 1, aa∗+bb∗ =

1.
(b) Äîêàçàòü, ÷òî E íå èçîìîðôíà ïîëíîé ãðóïïîâîé C∗-àëãåáðå C∗(G) íè äëÿ

êàêîé ãðóïïû G.

Çàäà÷à 59. Ðàññìîòðèì C[0, 1] êàê C∗-ïîäàëãåáðó â B(H), ãäå H = L2([0, 1]) (íåïðå-
ðûâíûå ôóíêöèè äåéñòâóþò íà H óìíîæåíèåì).

(a) Ïðîâåðèòü, ÷òî C[0, 1] ∩K(H) = 0;
(b) Ïóñòü ϕ � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà C[0, 1], îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì ϕ(f) =

f(0), f ∈ C[0, 1]. Íàéòè òàêóþ ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ â H ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {en}n∈N âåêòîðîâ åäèíè÷íîé äëèíû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ϕ(f) = limn→∞〈fen, en〉
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C[0, 1].

Çàäà÷à 60. Îïåðàòîðû a, b â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H íàçûâàþòñÿ êîìïàëåíò-

íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé óíèòàðíûé îïåðàòîð u ∈ B(H), ÷òî u∗au − b ∈ K(H).
Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû a, b êîìïàëåíòíû, òî ñîâïàäàþò èõ
ñóùåñòâåííûå ñïåêòðû.

Çàäà÷à 61. Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ AF C∗-àëãåáðà áåç åäèíèöû èìååò àïïðîêñèìàòèâ-
íóþ åäèíèöó, ñîñòîÿùóþ èç âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîåêòîðîâ.
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Çàäà÷à 62. (1) Ïîêàçàòü, ÷òî C[0, 1] íå ÿâëÿåòñÿ AF-àëãåáðîé.
(2) Ïîñòðîèòü èíúåêòèâíûé ∗-ãîìîìîðôèçì C[0, 1] â AF-àëãåáðó C(K) íåïðåðûâ-

íûõ ôóíêöèé íà êàíòîðîâîì ìíîæåñòâå K. Óêàçàíèå: ïîñòðîèòü ôóíêöèþ f
íàK, ïðèíèìàþùóþ âñå ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ èç [0, 1] è ïîêàçàòü, ÷òî C∗(f)
èçîìåòðè÷íî ∗-èçîìîðôíà C(Sp(f)) = C[0, 1].

Çàäà÷à 63. Ïóñòü An = M2n(C) ⊕ M2n(C), à âëîæåíèå αn : An → An+1 çàäàíî

ôîðìóëîé αn :
(
a1 0
0 a2

)
7→

 a1 0 | 0 0
0 a1 | 0 0
− − − − −
0 0 | a1 0
0 0 | 0 a2

, ãäå a1, a2 ∈M2n(C).

(1) Îïðåäåëèòü äèàãðàììó Áðàòòåëè äëÿ AF-àëãåáðû A = ∪∞n=1An;
(2) Âûÿñíèòü, åñòü ëè â A åäèíèöà.

Çàäà÷à 64. Íàéòè M(A), ãäå A = {f ∈ C([0, 1];M2) : f(0)11 = f(0)12 = f(0)21 =
0; f(1) = 0} (çäåñü M2 � àëãåáðà äâóìåðíûõ ìàòðèö).


