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Çàäà÷à ñîðòèðîâêè

Ôîðìóëèðîâêà. Äàí ìàññèâ äëèíû n ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî òèïà, äëÿ

êîòîðîãî îïðåäåëåí ëèíåéíûé ïîðÿäîê (ò.å. ëþáûå ýëåìåíòû ñðàâíèìû

ìåæäó ñîáîé). Òðåáóåòñÿ óïîðÿäî÷èòü ýëåìåíòû ìàññèâà ïî

âîçðàñòàíèþ:

a[0] ≤ a[1] ≤ · · · ≤ a[n − 1].

Çàäà÷à ñîðòèðîâêè âîçíèêàåò ÷àñòî â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ �

íàïðèìåð, ìíîãèå çàäà÷è â ãåîìåòðèè, òàêèå, êàê âû÷èñëåíèå

âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà òî÷åê íà ïëîñêîñòè, ñâîäÿòñÿ ê

ñîðòèðîâêå. Íà ðåøåíèå çàäà÷ ïîèñêà è ñîðòèðîâêè êîìïüþòåð òðàòèò

çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü ñâîåãî âðåìåíè, ïîýòîìó î÷åíü âàæíî

èñïîëüçîâàòü îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ èõ ðåøåíèÿ.

Çàäà÷àì ñîðòèðîâêè è ïîèñêà ïîñâÿùåí òðåòèé òîì çíàìåíèîé êíèãè

Ä.Êíóòà �Èñêóññòâî ïðîãàììèðîâàíèÿ�, ñâîåîáðàçíîé áèáëèè

ïðîãðàììèñòîâ.



Íàèâíûå àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè

Ïóçûðüêîâàÿ ñîðòèðîâêà. Ïðîñìàòðèâàåì ìàññèâ îò íà÷àëà ê êîíöó,
åñëè äâà ñîñåäíèõ ýëåìåíòà îáðàçóþò èíâåðñèþ, ò.å. a[i ] > a[i + 1], òî
ìåíÿåì èõ ìåñòàìè. Ïîâòîðÿåì ýòî äî òåõ ïîð, ïîêà íà î÷åðåäíîì
ïðîõîäå èíâåðñèé íå áóäåò. Âîò ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà íà C++.

void bubbleSort(double *a, int n) {

bool wereInversions = true; // Áûëè èíâåðñèè

while (wereInversions) {

wereInversion = false;

for (int i = 0; i < n-1; ++i) {

if (a[i] > a[i+1]) {

double tmp = a[i]; // Ìåíÿåì 2 ýëåìåíòà

a[i] = a[i+1]; a[i+1] = tmp;

wereInversion = true; // Çàïîìíèì, ÷òî

} // áûëè èíâåðñèè

}

}

}



Ñîðòèðîâêà ïðÿìûì âûáîðîì. Ïðîñìàòðèâàÿ ìàññèâ îò íà÷àëà äî
êîíöà, íàõîäèì ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò è ñòàâèì åãî â íà÷àëî ìàññèâà.
Çàòåì ïðîñìàòðèâàåì ýëåìåíòû ìàññèâà, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî
ýëåìåíòà, íàõîäèì ñðåäè íèõ ìèíèìàëüíûé è ñòàâèì åãî íà âòîðîå
ìåñòî, è òàê äàëåå.

void directSort(double *a, int n) {

for (int i = 0; i < n-1; ++i) {

int indMin = i; // Èíäåêñ ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà

for (int j = i+1; j < n; ++j) {

if (a[j] < a[indMin])

indMin = j; // Çàïîìíèì íîâûé èíäåêñ ìèí. ýë-òà

}

if (indMin != i) {

double tmp = a[i]; // Ñòàâèì ýëåìåíò a[indMin]

a[i] = a[indMin]; a[indMin] = tmp; // íà ìåñòî i

}

}

}



Ñîðòèðîâêà âñòàâêàìè (Insertion Sort). Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè

ìàññèâ ðàçáèò íà äâå ÷àñòè. Â ëåâîé ÷àñòè äëèíû k ýëåìåíòû

óïîðÿäî÷åíû: a[0] ≤ a[1] ≤ · · · ≤ a[k − 1]. Ïðàâàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç åùå

íå ïðîñìîòðåííûõ ýëåìåíòîâ. Ñêîïèðóåì ïåðâûé íåïðîñìîòðåííûé

ýëåìåíò â ïåðåìåííóþ x :

x = a[k];

Ïîñëåäîâàòåëüíî ñðàâíèâàåì x ñ ïðåäûäóùèìè ýëåìåíòàìè.

Îáîçíà÷èì èíäåêñ ïðåäûäóùåãî ê x ýëåìåíòà ÷åðåç i = k − 1. Åñëè

i ≥ 0 è ïðåäûäóùèé ýëåìåíò a[i ] > x , òî êîïèðóåì a[i ] â a[i + 1],
ñäâèãàÿ ïðåäûäóùèé ýëåìåíò âïðàâî, è óìåíüøàåì i íà åäèíèöó;

ïîâòîðÿåì ýòè äåéñòâèÿ, ïîêà ëèáî i íå ñòàíåò îòðèöàòåëüíûì (ò.å.

ïðåäûäóùåãî ýëåìåíòà óæå íåò), ëèáî x ñòàíåò íå ìåíüøå

ïðåäûäóùåãî ýëåìåíòà: a[i ] ≤ x . Åñëè ïðè ýòîì i ̸= k − 1, òî êîïèðóåì

x â a[i + 1]. Çàòåì óâåëè÷èâàåì k íà åäèíèöó. Â ðåçóëüòàòå ýëåìåíò x

áóäåò âñòàâëåí íà ñâîå ìåñòî â îòñîðòèðîâàííîé ÷àñòè ìàññèâà, à åå

äëèíà k óâåëè÷èòñÿ íà åäèíèöó. Â íà÷àëå àëãîðèòìà k = 0, àëãîðèòì

çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà k = n, ò.å. âåñü ìàññèâ îòñîðòèðîâàí.

Âîò ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà íà Ñ++ äëÿ ìàññèâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë:



Ñîðòèðîâêà âñòàâêàìè (Insertion Sort), èñõîäíûé êîä àëãîðèòìà

void insertionSort(

double *a, // Óêàçàòåëü íà íà÷àëî ìàññèâà

int n // Ðàçìåð ìàññèâà

) {

int k = 0;

while (k < n) {

// Èíâàðèàíò: a[0] <= a[1] <= ... <= a[k-1]

double x = a[k]; // Ïåðâûé íåïðîñìîòðåííûé ýëåìåíò

int i = k-1; // Èíäåêñ ïðåäûäóùåãî ê x ýëåìåíòà

while (i >= 0 && a[i] > x) {

a[i+1] = a[i]; // Ñäâèãàåì ïðåäûäóùèé ýëåìåíò âïðàâî

--i; // Óìåíüøàåì èíäåêñ ïðåäûäóùåãî ýë-òà

}

if (i < k-1)

a[i+1] = x;

++k;

}

}

Âðåìÿ ðàáîòû íàèâíûõ àëãîðèòìîâ ñîðòèðîâêè t = O(n2). Òàêèå
àëãîðèòìû ìîæíî ïðèìåíÿòü òîëüêî äëÿ ñîâñåì íåáîëüøèõ ìàññèâîâ.



Îöåíêà ñíèçó ÷èñëà ñðàâíåíèé â ïðîèçâîëüíîì
àëãîðèòìå ñîðòèðîâêè

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè íàéäåòñÿ âõîäíîé

ìàññèâ, äëÿ êîòîðîãî ïðèäåòñÿ âûïîëíèòü íå ìåíüøå ÷åì t = log2(n!)
ñðàâíåíèé.

Òåîðåìà 1 äàåò òî÷íóþ îöåíêó ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ñðàâíåíèé â

ïðîèçâîëüíîì àëãîðèòìå ñîðòèðîâêè (äëÿ ñàìîãî ïëîõîãî âõîäà). Ïðèìåíèâ

ôîðìóëó Ñòèðëèíãà äëÿ ôóíêöèè n!, ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêóþ

îöåíêó äëÿ ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ñðàâíåíèé â àëãîðèòìå ñîðòèðîâêè.

Ñëåäñòâèå 2. Àñèìïòîòè÷åñêè ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñðàâíåíèé â

ïðîèçâîëüíîì àëãîðèòìå ñîðòèðîâêè ïðè n → ∞ ýêâèâàëåíòíî

t = log2(n!) ∼ n log2 n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ñòèðëèíãà.

n! ∼ nne−n
√
2πn ⇒

log2(n!) = n log2 n + o(n log2 n) ∼ n log2 n.



Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ñíèçó äëÿ ÷èñëà ñðàâíåíèé â
àëãîðèòìå ñîðòèðîâêè

Äëÿ èëëþñòðàöèè òåîðåìû 1 ïîêàæåì, ÷òî â îïòèìàëüíîì àëãîðèòìå

ñîðòèðîâêè äëÿ ìàññèâà äëèíû 4 âûïîëíÿåòñÿ â õóäøåì ñëó÷àå t = 5

ñðàâíåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, t ≥ log2(4!) = log2 24 ≈ 4.585 > 4, çíà÷èò,

t ≥ 5, ïîñêîëüêó t � öåëîå ÷èñëî. Ìîæíî óêàçàòü êîíêðåòíûé

àëãîðèòì, êîòîðûé óïîðÿäî÷èâàåò ìàññèâ äëèíû 4 ìàêñèìóì çà 5

ñðàâíåíèé � ýòî ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì, êîòîðàÿ áóäåò ðàññìîòðåíà

íèæå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 îñíîâàíî íà ðàññìîòðåíèè áèíàðíûõ

äåðåâüåâ. Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé àíàëîãèåé. Ýëåìåíòû

ìàññèâà � ýòî áàñêåòáîëüíûå êîìàíäû (â áàñêåòáîëå íåò íè÷üèõ),

ñðàâíåíèå � ýòî ìàò÷ ìåæäó êîìàíäàìè, àëãîðèòì ñîðòèðîâêè � ýòî

ðàñïèñàíèå òóðíèðà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî êîìàíäû äîëæíû áûòü

óïîðÿäî÷åíû ïî èõ ñèëå. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî óïîðÿäî÷åíèå òðàíçèòèâíî,

ò.å. åñëè a ≤ b è b ≤ c , òî a ≤ c , ò.å. ïðîâîäèòü ìàò÷ ìåæäó

êîìàíäàìè a è c óæå íå îáÿçàòåëüíî.



Áèíàðíîå äåðåâî àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè

Èçîáðàçèì ðàáîòó àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè â âèäå áèíàðíîãî äåðåâà. Âåðøèíû
äåðåâà ñîîòâåòñòâóþò ïàðàì èíäåêñîâ ñðàâíèâàåìûõ ýëåìåíòîâ: ïàðà (i , j)
ñîîòâåòñòâóåò ñðàâíåíèþ ýëåìåíòîâ a[i ] è a[j ] (ìàò÷ó êîìàíä i è j). Åñëè
a[i ] ≤ a[j ], òî àëãîðèòì ïåðåõîäèò ê óçëó, ÿâëÿþùåìóñÿ ëåâûì ñûíîì äàííîãî
óçëà, èíà÷å � ê ïðàâîìó ñûíó. Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåòñÿ â òåðìèíàëüíûõ

óçëàõ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì óïîðÿäî÷åíèÿì èñõîäíîãî ìàññèâà.
Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñðàâíåíèé ðàâíî h − 1, ãäå h � âûñîòa äåðåâà.
Äëÿ ïðèìåðà paccìîòðèì äåðåâî àëãîðèòìà äëÿ òóðíèðà òðåõ êîìàíä.
Ñíà÷àëà èãðàþò êîìàíäû 1 è 2, åñëè a[1] ≤ a[2], òî ïåðåõîäèì âíèç ïî ëåâîé
âåòêå, èíà÷å ïî ïðàâîé, è ò.ä. Òåðìèíàëüíûå âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò
îêîí÷àòåëüíûì ðàññòàíîâêàì êîìàíä, âñåãî èõ 3! = 6. Âûñîòà äåðåâà ðàâíà
4, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñðàâíåíèé ðàâíî 4− 1 = 3.

(1,2)
a1 ≤ a2 a1 > a2

. . .
(2,3)

a2 ≤ a3 a2 > a3

(1,2,3)
(1,3)

a1 > a3a1 ≤ a3

(1,3,2) (3,1,2)



×èñëî òåðìèíàëüíûõ óçëîâ ïîëíîãî äåðåâà

Îïðåäåëåíèå. Ïîëíîñòüþ ñáàëàíñèðîâàííûì èëè ïîëíûì áèíàðíûì

äåðåâîì íàçûâàåòñÿ äåðåâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì äâóì

ñâîéñòâàì:

ó âñåõ íåòåðìèíàëüíûõ óçëîâ äåðåâà ðîâíî 2 ñûíà;

äëèíû âñåõ ïóòåé îò êîðíÿ ê òåðìèíàëüíûì óçëàì ðàâíû ìåæäó

ñîáîé.

Íà ðèñóíêå ñëåâà èçîáðàæåíî ïîëíîå äåðåâî âûñîòû 4, ñïðàâà � äåðåâî, íå

ÿâëÿþùååñÿ ïîëíûì:

Ïðåäëîæåíèå 3. ×èñëî òåðìèíàëüíûõ óçëîâ ïîëíîñòüþ

ñáàëàíñèðîâàííîãî áèíàðíîãî äåðåâà âûñîòû h ðàâíî 2
h−1.



Îöåíêà ñíèçó âûñîòû áèíàðíîãî äåðåâà

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíîå áèíàðíîå äåðåâî âûñîòû h,

èìåþùåå k òåðìèíàëüíûõ óçëîâ. Òîãäà h >= log2(k) + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòðîèì äåðåâî T äî ïîëíîãî äåðåâà T ′ òîé æå

âûñîòû, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå:

Ïðè ýòîì ÷èñëî òåðìèíàëüíûõ âåðøèí k ′ ïîëíîãî äåðåâà ìîæåò òîëüêî
óâåëè÷èòüñÿ: k ′ ≥ k . Äëÿ ïîëíîãî äåðåâà ïî Ïðåäëîæåíèþ 3 èìååì:

k
′ = 2

h−1

îòêóäà ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà k ′ ≥ k âûòåêàåò

log2 k
′ = h − 1 ⇒ h = log2 k

′ + 1 ≥ log2 k + 1.



Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 1

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 1 ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé

àëãîðèòì ñîðòèðîâêè, íà âõîä êîòîðîãî ïîäàåòñÿ ìàññèâ äëèíû n.

Ïîñòðîèì áèíàðíîå äåðåâî ðàáîòû ýòîãî àëãîðèòìà � �òóðíèðíîå

äåðåâî�. Ïîñêîëüêó ìàññèâ ìîæíî óïîðÿäî÷èòü n! ñïîñîáàìè, ó äåðåâà
àëãîðèòìà ÷èñëî òåðìèíàëüíûõ óçëîâ k äîëæíî áûòü íå ìåíüøå, ÷åì

n!. Ïî Ñëåäñòâèþ 4, âûñîòà h äåðåâà îöåíèâàåòñÿ ñíèçó:

h ≥ log2 k + 1.

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî k ≥ n! è ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè log2 x ,
ïîëó÷àåì:

h ≥ log2(n!) + 1.

Íî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà â õóäøåì ñëó÷àå ðàâíî t = h − 1. Îòñþäà

ñëåäóåò:

t = h − 1 ≥ log2(n!).

Òåîðåìà äîêàçàíà.



Îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè

Èòàê, ñîãëàñíî Òåîðåìå 1, íåâîçìîæíî â îáùåì ñëó÷àå ïðèäóìàòü àëãîðèòì,

êîòîðûé ïðè áîëüøèõ n ðàáîòàë áû áûñòðåå, ÷åì çà t = n log
2
n øàãîâ.

Îòìåòèì, ÷òî êàê â òåîðèè, òàê è íà ïðàêòèêå íàñ èíòåðåñóåò ëèøü

çàâèñèìîñòü âðåìåíè ðàáîòû îò n. Ïîýòîìó àëãîðèòì ñîðòèðîâêè ñ÷èòàåòñÿ

îïòèìàëüíûì, åñëè âðåìÿ åãî ðàáîòû åñòü O(n log
2
n); êîíñòàíòà, âõîäÿùàÿ

â îïðåäåëåíèå O-áîëüøîãî, îñîáîãî çíà÷åíèÿ íå èìååò.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ:

ñîðòèðîâêà êó÷åé èëè ïèðàìèäîé � HeapSort;

ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì � MergeSort;

ïîðàçðÿäíàÿ ñîðòèðîâêà � RadixSort;

áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà � QuickSort (îïòèìàëüíà ëèøü â ñðåäíåì).

Ïîïóëÿðíûé àëãîðèòì QuickSort, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì �

îí ðàáîòàåò â ñðåäíåì çà âðåìÿ O(n log
2
n), íî äëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè âûáîðà

ñòåðæíåâîãî ýëåìåíòà âñåãäà ñóùåñòâóåò âõîä, íà êîòîðîì àëãîðèòì

ðàáîòàåò çà âðåìÿ O(n2) � ïðàâäà, âåðîÿòíîñòü òàêîãî ñîáûòèÿ î÷åíü ìàëà.



Ñîðòèðîâêà êó÷åé HeapSort

Èäåÿ ñîðòèðîâêè HeapSort ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè áèíàðíîé êó÷è

(binary heap). Êó÷ó òàêæå íàçûâàþò î÷åðåäüþ ñ ïðèîðèòåòàìè (priority

queue). Êó÷à � ýòî ñòðóêòóðà äàííûõ, â êîòîðîé â ëþáîé ìîìåíò

âðåìåíè äîñòóïåí ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò. Åãî ìîæíî çàáðàòü èç êó÷è,

ïîñëå ÷åãî ñòðóêòóðà êó÷è âîññòàíàâëèâàåòñÿ çà âðåìÿ O(log2 n), ãäå n

� ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êó÷å. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ log2 n ðàñòåò î÷åíü

ìåäëåííî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàöèè ñ êó÷åé âûïîëíÿþòñÿ

ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî.

Äîáàâëåíèå ýëåìåíòà ê êó÷å òàêæå âûïîëíÿåòñÿ çà âðåìÿ O(log
2
n), ïîýòîìó

êó÷à èç n ýëåìåíòîâ ìàññèâà ñòðîèòñÿ çà âðåìÿ O(n log
2
n). Êîãäà êó÷à óæå

ïîñòðîåíà, ìîæíî çàáðàòü èç íåå ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò è ïîñòàâèòü íà

ïîñëåäíåå ìåñòî â ìàññèâå, ïîñëå ÷åãî êó÷à âîññòàíàâëèâàåòñÿ çà âðåìÿ

O(log
2
n). Çàòåì ýòà ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ ïðåäïîñëåäíåãî ýëåìåíòà, è

òàê äàëåå, ïîêà â êó÷å íå îñòàíåòñÿ ýëåìåíòîâ. Âñåãî âûïîëíÿåòñÿ

O(n log
2
n) äåéñòâèé, òàê ÷òî è ñóììàðíîå âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ êó÷è +

óïîðÿäî÷åíèÿ ìàññèâà åñòü O(n log
2
n).



Ðåàëèçàöèÿ áèíàðíîé êó÷è

Ìàññèâ ìîæíî íàäåëèòü ñòðóêòóðîé áèíàðíîãî äåðåâà, íå èñïîëüçóÿ

íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ñòðóêòóð äàííûõ. Ñ÷èòàåì, ÷òî ýëåìåíò a0

ðàñïîëîæåí â êîðíå äåðåâà. Ñûíîâüÿìè ýëåìåíòà ai áóäóò ýëåìåíòû

a2i+1 (ëåâûé ñûí) è a2i+2 (ïðàâûé ñûí). Â ðåçóëüòàòå âñå ýëåìåíòû

ìàññèâà áóäóò ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ áèíàðíîãî äåðåâà ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

a7 a8 a9 a10 a11 a12 a13 a14

a3 a4 a5 a6

a1 a2

a0

Ìàññèâ áóäåò êó÷åé èëè ïèðàìèäîé, åñëè ýëåìåíòû óáûâàþò ïðè

äâèæåíèè ïî äåðåâó ñâåðõó âíèç: ai ≥ a2i+1, a2i+2 � ñûíîâüÿ íå

ïðåâîñõîäÿò îòöà.



Âîññòàíîâëåíèå ïèðàìèäû ïðè óäàëåíèè ìàêñèìàëüíîãî
ýëåìåíòà

Ïðè óäàëåíèè êîðíÿ äåðåâà íà åãî ìåñòî ñòàâèòñÿ ñàìûé íèæíèé

ïðàâûé ýëåìåíò, ïðè ýòîì ðàçìåð ïèðàìèäû óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó.

a7 a8 a9 a10 a11 a12 a13

a3 a4 a5 a6

a1 a2

a14 a0

a14

Óñëîâèå ïèðàìèäû ïðè ýòîì ìîæåò íàðóøàòüñÿ äëÿ êîðíåâîãî

ýëåìåíòà, ïîýòîìó äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà ïðîñåèâàíèÿ (èëè

bubleDown � äâèæåíèå ïóçûðüêà âíèç).



Ïðîöåäóðà ïðîñåèâàíèÿ

Ïóñòü óñëîâèå ïèðàìèäû íàðóøåíî äëÿ íåêîòîðîãî óçëà X äåðåâà: óçåë

ìåíüøå îäíîãî èç ñâîèõ ñûíîâåé s1, s2. Òîãäà îïðåäåëÿåì ñûíà ñ

ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì S = max(s1, s2) è ìåíÿåì ìåñòàìè çíà÷åíèÿ

â óçëå X è â óçëå, ñîäåðæàùåì ñòàðøåãî ñûíà S . Ïðè ýòîì îòìåòêà X

ïåðåìåùàåòñÿ âíèç ïî äåðåâó, è ìû ïðè íåîáõîäèìîñòè ïåðåõîäèì ê

èñïðàâëåíèþ íèæåñòîÿùåãî óçëà.

v

s1 s2

X

S

s2 ≥ s1,

v < s2
s2

s1 v
X

Ïîñêîëüêó âûñîòà äåðåâà äëÿ êó÷è íå ïðåâîñõîäèò log2(n) + 2, òî âñåãî

â ïðîöåäóðå ïðîñåèâàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ íå áîëåå O(log2 n) øàãîâ.



Ðåàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû ïðîñåèâàíèÿ íà C/C++

Ðåàëèçóåì ôóíêöèþ ïðîñåèâàíèÿ bubbleDown íà C++. Ìû ðàáîòàåì ñ
êó÷åé, ñîñòîÿùåé èç âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ïðè ðåàëèçàöèè ìû èñïîëüçóåì
âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèÿ swap, êîòîðàÿ ìåíÿåò ìåñòàìè 2 ýëåìåíòà.

// Â ìàññèâå a äëèíû n ïðîñåèâàåì ýëåìåíò ñ èíäåêñîì x

void bubbleDown(double* a, int n, int x) {

while (true) {

int s1 = 2*x + 1; // Ëåâûé ñûí óçëà x

if (s1 >= n) // Ñûíîâåé íåò =>

break; // çàâåðøèòü öèêë

int s2 = s1 + 1; // Ïðàâûé ñûí

int s = s1; // Ñòàðøèé ñûí

if (s2 < n && a[s2] > a[s1])

s = s2;

if (a[x] >= a[s]) // Óñëîâèå ïèðàìèäû âûïîëíÿåòñÿ =>

break; // çàâåðøèòü öèêë

swap(&(a[x]), &(a[s])); // Ìåíÿåì çíà÷åíèÿ â óçëàõ x, s

x = s; // Ïåðåìåùàåìñÿ âíèç ïî äåðåâó

}

}



Ïîñòðîåíèå ïèðàìèäû

void swap(double* a, double* b) { // Îáìåí äâóõ ýëåìåíòîâ

double tmp = *a; *a = *b; *b = tmp;

}

Ïîñòðîåíèå êó÷è âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òîé æå ñàìîé ôóíêöèè
ïðîñåèâàíèÿ. Ïåðâîíà÷àëüíî íàì äàí ìàññèâ, â êîòîðîì óñëîâèå ïèðàìèäû
âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ òåõ ýëåìåíòîâ, ó êîòîðûõ íåò ñûíîâåé. Ïðèìåíÿåì
ïðîöåäóðó ïðîñåèâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ñíèçó ñëîÿ ïèðàìèäû, ïðè ýòîì
äâèãàåìñÿ ñïðàâà íàëåâî. Â ðåçóëüòàòå óñëîâèå ïèðàìèäû áóäåò âûïîëíåíî
äëÿ äâóõ íèæíèõ ñëîåâ. Ïîâòîðÿåì ýòîò øàã äëÿ òðåòüåãî ñíèçó ñëîÿ è òàê
äàëåå, ïîêà íå äîéäåì äî âåðøèíû ïèðàìèäû. Ïîñëå ïðîñåèâàíèÿ êîðíÿ
äåðåâà ïèðàìèäà áóäåò ïîñòðîåíà.

a7 a8 a9 a10 a11 a12 a13 a14

a3 a4 a5 a6 ïðîñåèâàåì
ñïðàâà íàëåâî, ñíèçó ââåðõ

a1 a2

a0



Ðåàëèçàöèÿ ôóíêöèè ïîñòðîåíèÿ ïèðàìèäû íà C/C++

void makePyramid(double* a, int n) {

int k = n/2;

assert(2*k + 1 >= n); // Óòâ: ó óçëà k íåò ñûíîâåé

while (k > 0) {

// Èíâàðèàíò: a[k], a[k+1], ..., a[n-1] -- ïèðàìèäà

--k;

bubbleDown(a, n, k);

}

}

Òåïåðü ìû ìîæåì íàïèñàòü ôóíêöèþ ñîðòèðîâêè êó÷åé HeapSort. Íà

ïåðâîì ýòàïå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè makePyramid ñòðîèòñÿ ïèðàìèäà,

ïîñëå ÷åãî íà âòîðîì ýòàïå âûïîëíÿåòñÿ ñîáñòâåííî ñîðòèðîâêà.



Ðåàëèçàöèÿ ôóíêöèè heapSort íà C/C++

Ïîñêîëüêó ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ïèðàìèäû íàõîäèòñÿ â íà÷àëå ìàññèâà, òî
íà÷àëüíûé ýëåìåíò íàäî ïîñòàâèòü íà ïîñëåäíåå ìåñòî. Ìåíÿåì ìåñòàìè
íà÷àëüíûé è ïîñëåäíèé ýëåìåíòû ìàññèâà, îòñåêàåì îò ïèðàìèäû ïîñëåäíèé
ýëåìåíò è âîññòàíàâëèâàåì ñòðóêòóðó ïèðàìèäû, ïðîñåèâàÿ ýëåìåíò â êîðíå
äåðåâà. Ïîâòîðÿåì ýòîò ïðîöåññ, ïîêà â ïèðàìèäå ñîäåðæèòñÿ áîëüøå îäíîãî
ýëåìåíòà. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ïîâòîðåíèé ðàâíî n − 1, à ôóíêöèÿ ïðîñåèâàíèÿ
âûïîëíÿåòñÿ çà log

2
n øàãîâ, òî îáùåå âðåìÿ ñîðòèðîâêè ðàâíî O(n log

2
n).

void heapSort(double* a, int n) {

makePyramid(a, n);

int k = n;

while (k > 1) {

// Èíâàðèàíò: a[0], a[1], ..., a[k-1] -- ïèðàìèäà

// a[0], ..., a[k-1] <= a[k] <= a[k+1] <= ... <= a[n-1]

--k;

swap(&(a[0]), &(a[k]));

bubbleDown(a, k, 0);

}

}



Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì Merge Sort

Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì Merge Sort áûëà ïðåäëîæåíà Äæîíîì ôîí Íåéìàíîì â

1945 ã. Àëãîðèòì ðàáîòàåò çà âðåìÿ O(n log
2
n). Åäèíñòâåííûì íåäîñòàòêîì

êëàññè÷åñêîãî âàðèàíòà ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí òðåáóåò

äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè ðàçìåðà O(n). Îäíàêî äîñòîèíñòâà ýòîãî àëãîðèòìà

ïåðåêðûâàþò åãî íåäîñòàòîê. Ñðåäè îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ ñîðòèðîâêè îí

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñòàáèëüíûì. (Ñòàáèëüíûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå àëãîðèòì

Radix Sort, íî îí ñîðòèðóåò òîëüêî êëþ÷è ñïåöèàëüíîãî âèäà.)

Îïðåäåëåíèå

Àëãîðèòì ñîðòèðîâêè íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíûì, åñëè îí ñîõðàíÿåò

âçàèìíûé ïîðÿäîê ðàâíûõ ýëåìåíòîâ.

Ê ïðèìåðó, ïóñòü ìû ñîðòèðóåì òàáëèöó ñòóäåíòîâ ïî èõ èìåíàì, ïðè ýòîì â

òàáëèöå, ïîìèìî èìåí, ñîäåðæèòñÿ è äðóãàÿ èíôîðìàöèÿ (íîìåð ãðóïïû,

îöåíêè ýêçàìåíîâ è ò.ï.). Ïóñòü òàáëèöà ñîäåðæèò îäíîôàìèëüöåâ. Òîãäà

ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ñòàáèëüíîãî àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè îòíîñèòåëüíûé

ïîðÿäîê îäíîôàìèëüöåâ ñîõðàíèòñÿ.



Ïðîöåäóðà ñëèÿíèÿ ìàññèâîâ Merge

Âòîðûì äîñòîèíñòâîì àëãîðèòìà Merge Sort ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ïðèìåíèì

íå òîëüêî ê ìàññèâàì, íî è ê ñïèñêàì � ïîñëåäîâàòåëüíûì ñòðóêòóðàì

äàííûõ, êîòîðûå íå îáåñïå÷èâàþò ïðÿìîãî äîñòóïà ê ïðîèçâîëüíûì

ýëåìåíòàì.

Îñíîâíàÿ èäåÿ àëãîðèòìà ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ïðîöåäóðû ñëèÿíèÿ

ìàññèâîâ merge, êîòîðàÿ ñëèâàåò äâà óïîðÿäî÷åííûõ ìàññèâà a è b â

îäèí óïîðÿäî÷åííûé ìàññèâ c . Âíà÷àëå óñòàíàâëèâàåì óêàçàòåëè â

íà÷àëà îáîèõ ìàññèâîâ. Çàòåì ñðàâíèâàåì òåêóùèå ýëåìåíòû ìàññèâîâ

a è b, ìåíüøèé èç íèõ êîïèðóåòñÿ â âûõîäíîé ìàññèâ c . Óêàçàòåëü â

òîì ìàññèâå, èç êîòîðîãî ñêîïèðîâàí ýëåìåíò, ñäâèãàåòñÿ âïðàâî íà

îäíó ïîçèöèþ. Ýòî ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà óêàçàòåëü â îäíîì èç

ìàññèâîâ íå äîéäåò äî êîíöà, ïîñëå ÷åãî îñòàåòñÿ òîëüêî ïåðåïèñàòü

îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû âòîðîãî ìàññèâà â âûõîäíîé ìàññèâ c .



Ïðîöåäóðà ñëèÿíèÿ ìàññèâîâ Merge

Ðèñóíîê èëëþñòðèðóåò ïðîöåäóðó ñëèÿíèÿ äâóõ ìàññèâîâ:

1 3 4 7 9 1 2 5 6 6 8

1 3 41 2

×èñëî ñðàâíåíèé â ïðîöåäóðå ñëèÿíèÿ äâóõ ìàññèâîâ ðàâíî ìèíèìóìó

èç äëèí ìàññèâîâ, ÷èñëî êîïèðîâàíèé ðàâíî ñóììå äëèí. Òàêèì

îáðàçîì, âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû ñëèÿíèÿ ðàâíî O(n), ãäå n �

ñóììà äëèí ìàññèâîâ.



Ðåàëèçàöèÿ ôóíêöèè merge íà C/C++

void merge(

const double* a, int n, const double* b, int m, double* c

) {

int i = 0, j = 0, k = 0;

while (i < n && j < m) {

if (a[i] <= b[j]) {

c[k] = a[i]; ++i;

} else {

c[k] = b[j]; ++j;

}

++k;

}

while (i < n) {

c[k] = a[i]; ++i; ++k;

}

while (j < m) {

c[k] = b[j]; ++j; ++k;

}

}



Âîñõîäÿùàÿ è íèñõîäÿùàÿ ñõåìû ðåàëèçàöèè Merge Sort

Ñóùåñòâóþò äâå ñõåìû ðåàëèçàöèè ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì: ðåêóðñèâíàÿ, èëè
íèñõîäÿùàÿ, è âîñõîäÿùàÿ. Îáå ñõåìû òðåáóþò âñïîìîãàòåëüíîé ïàìÿòè
ðàçìåðà n (õîòÿ ñóùåñòâóþò ðåàëèçàöèè, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ âäâîå
ìåíüøèé îáúåì ïàìÿòè).

Â íèñõîäÿùåé ñõåìå ìàññèâ äåëèòñÿ íà äâå ÷àñòè è ê íèì ðåêóðñèâíî
ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì ñîðòèðîâêè. Óïîðÿäî÷åííûå ïîëîâèíû ìàññèâà
ñëèâàþòñÿ â îäèí îòñîðòèðîâàííûé ìàññèâ âî âñïîìîãàòåëüíîé ïàìÿòè,
êîòîðûé çàòåì êîïèðóåòñÿ â èñõîäíûé ìàññèâ.

Â âîñõîäÿùåé ñõåìå ìàññèâ ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäìàññèâû ïåðâîíà÷àëüíî

äëèíû 1. Ñîñåäíèå ïîäìàññèâû îáúåäèíÿþòñÿ â ïàðû è ê êàæäîé ïàðå

ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà ñëèÿíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå

ïîäìàññèâû âäâîå áîëüøîé äëèíû. Ýòî ïîâòîðÿåòñÿ â öèêëå äî òåõ ïîð, ïîêà

â ðåçóëüòàòå ñëèÿíèÿ íå îñòàíåòñÿ òîëüêî 1 ïîäìàññèâ. Òàêàÿ ñõåìà

íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííåé, ïîñêîëüêó íà íå÷åòíûõ øàãàõ ðåçóëüòàò

ïîëó÷àåòñÿ âî âñïîìîãàòåëüíîé ïàìÿòè, íà ÷åòíûõ � â èñõîäíîì ìàññèâå.

Åñëè îáùåå ÷èñëî øàãîâ íå÷åòíî, òî â êîíöå òðåáóåòñÿ ñêîïèðîâàòü

ðåçóëüòàò èç âñïîìîãàòåëüíîé ïàìÿòè â èñõîäíûé ìàññèâ.



Ãëóáèíà ðåêóðñèè â íèñõîäÿùåé ñõåìå, òàê æå êàê è ÷èñëî øàãîâ â

âîñõîäÿùåé ñõåìå, ðàâíî O(log2 n). Íà êàæäîì øàãå âûïîëíÿåòñÿ O(n)
îïåðàöèé, ïîýòîìó ïîëíîå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ðàâíî O(n log2 n).
Âîñõîäÿùàÿ ñõåìà ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ò.ê. îíà íå íàãðóæàåò ñòåê è íå

òðàòèòñÿ âðåìåíè íà âûçîâû ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ

âîñõîäÿùåé ñõåìû. Åå èäåÿ èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùèì ðèñóíêîì:

Çäåñü èçîáðàæåí îäèí øàã âîñõîäÿùåãî àëãîðèòìà. Ìàññèâ-èñòî÷íèê

ðàçáèò íà óïîðÿäî÷åííûå ïîäìàññèâû îäèíàêîâîé äëèíû (êðîìå

ïîñëåäíåãî), îíè îáúåäèíåíû â ïàðû. Ïîäìàññèâû â êàæäîé ïàðå

ñëèâàþòñÿ â îäèí ïîäìàññèâ âäâîå áîëüøåé äëèíû. Åñëè êîëè÷åñòâî

ïîäìàññèâîâ íå÷åòíî, òî ïîñëåäíèé ïîäìàññèâ ïðîñòî êîïèðóåòñÿ â

âûõîäíîé ìàññèâ.



Ðåàëèçàöèÿ âîñõîäÿùåé ñõåìû Merge Sort íà C/C++

void mergeSort(double* a, int n) {

if (n <= 1) return;

double* b = new double[n]; // Âñïîìîãàòåëüíàÿ ïàìÿòü

double *src = a, *dst = b; // Èñòî÷íèê, ïîëó÷àòåëü

int len = 1; // Äëèíà ïîäìàññèâîâ

while (len < n) { // Ïîêà íå âåñü ìàññèâ óïîðÿäî÷åí

int i = 0; // Èíäåêñ íà÷àëà òåêóùåé ïàðû ïîäìàññèâîâ

while (i < n-len) { // Öèêë äëÿ êàæäîé ïàðû ïîäìàññèâîâ

int len2 = len; // äëèíà âòîðîãî ïîäìàññèâà ïàðû

if (i + len + len2 > n)

len2 = n - (i + len);

merge( // Ñëèâàåì ïàðó ïîäìàññèâîâ

src + i, len,

src + i + len, len2,

dst + i

);

i += len + len2; // Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé ïàðå

}



// Åñëè ÷èñëî ïîäìàññèâîâ íå÷åòíî, òî êîïèðóåì

if (i < n) // ïîñëåäíèé ïîäìàññèâ â âûõîäíîé ìàññèâ

copyArray(src+i, n-i, dst+i);

len *= 2; // Óäâàèâàåì äëèíó ïîäìàññèâîâ

// Ìåíÿåì ìåñòàìè ìàññèâ-èñòî÷íèê è ïîëó÷àòåëü

double *tmp = src; src = dst; dst = tmp;

}

if (src != a) // Åñëè ÷èñëî øàãîâ íå÷åòíî, òî êîïèðóåì

copyArray(b, n, a); // âñïîìîãàòåëüíûé ìàññèâ â îñíîâíîé

delete[] b; // Îñâîáîæäàåì âñïîìîãàòåëüíóþ ïàìÿòü

}

Ðåàëèçàöèÿ, ïîìèìî óæå íàïèñàííîé ôóíêöèè merge, èñïîëüçóåò òàêæå
âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ copyArray(a, n, b), êîòîðàÿ êîïèðóåò ìàññèâ a

äëèíû n â ìàññèâ b.

void copyArray(const double* a, int n, double* b) {

for (int i = 0; i < n; ++i)

b[i] = a[i];

}


